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LUAT SO LON CHO CAC BIEN NGAU NHIEN MO
Pham Chi Céng*
TOM TAT
Trong bai bao nay, ching i thiét 1ap mét sé két qud vé ludt sé 16n cho céc bién ngau
nhién mo durdi cac diéu kién khéac nhau.
Tir khod: Bién ngau nhién mo, ludt manh sé lén, ludt yéu so lén.
1. PAT VAN BE

Nam 1981, Etemadi chimg minh luat manh s6 16n cho cac bién ngau nhién doc lap doi
mdt ciing phan phdi mé rong két qua cd dién cua Kolmogorov. Nam 1983, Csorgd cling cac
cong su da nghién ciru mé rong két qua cua Etemadi bang cach xem xét cac bién ngau nhién
doc 1ap d6i mot khong cing phan phdi. Cu thé cac tac gia da thiét 1ap luat manh s6 16n:

Néu X ,X,,... ladiy cac bién ngdu nhién doc lap d6i mot thoa min cac diéu kién:
X Var(X
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Niam 1986, Puri va Ralescu dua ra khai niém vé bién ngiu nhién mo (con goi 1a tap
ngiu nhién md) nhu 14 sy mod rong tu nhién cua cc bién ngiu nhién da tri. Nhiéu dinh ly
gii han trong xac suit ¢d dién da dugc md rong sang cho cac bién ngau nhién mo, chang
han ta c6 thé xem trong [4][5][6][7]. Trong bai bao nay, dau tién chung t6i nghién ctru thiét
1ap luat manh s6 16m cho day cac bién ngﬁu nhién mo doc 1ap doi mot, mo rong két qua cua
Cs6rgd cung cac cong su [1]. Tiép theo, chung t6i dua ra didu kién can va du cho luét yéu
s6 16n cac bién ngau nhién mo va hé qua.

2. PHAN CHUAN BI

Ky hicu (€2, B, P) 13 khong gian xéc sudt ddy dit, £, 1a ham chi tiéu ciatip A, C' 12
mot hing s6 nao d6 ma né khong nhat thiét phai giéng nhau trong mdi lan xuat hién. Trong myc
nay, chiing ta trinh bay mot s6 khai niém va tinh chét co ban vé s6 mo va bién ngau nhién mo.
Ky hiéu R 14 tap s6 thuc. Mot s6 mo 13 anh xa @ : R — [0;1] thoa man 4 diéu kién sau:
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(i) 1 lachuan tic, nghia 1a ton tai z € R sao cho @(z) =1,

(i) © lanta lién tyc trén,

(iii) supp@ = cl{z € R: a(z) > 0} 1a tap compact

(iv) @ 1a 15i, theo nghia Nz + (1 —N)y) > min(a(z),a(y)) véi moi
z,y € RN €[0;1],

O day, trong didu kién (iii) ky hiéu cl{ A} 1a chi bao dong cua tap 4. Ky hieu F(R)
|2 tap hop tat ca cac s6 mo. Voi @ € F(R), tap oo — mirc cna @ dugce dinh nghia.

I {x:&Ex)Z(x},O<o¢§1

° suppu ,a = 0.

Tabiét rang, voi @ 1a mot sé ma thi diéu kién (ii) twong dwong véi tap o —mire L, U
la mot khoang dong véi mdi @ € [0;1]. Ngoai ra, sé mo @ hoan toan dugc xac dinh boi
cactap oo —muc L @ = [u_;u’].

B6 dé. ([3]) Cho @ € F(R). Ky higu u' (o) = v | u’() =’ va xem u',u’ nhu 1a
cac ham cua « € [0;1]. Khi dé cdc khang dinh sau diing:

(1) u' la ham tang bi chan trén [0;1].

(2) ©* 1a ham giam bi chan trén [0;1].

(3) w'(1) <w(1)

(4) u' va u® lién tyc trai trén [0;1] va lién tuc phdi tai 0.

(5) Néu v' va v* théa man cac khang dinh (1) — (4) , thi ton tai duy nhat 0 € F(R)
sao cho v, = v'(a), v = v' (), véi moi o € [0;1].

B dé trén cho phép ta c6 thé ddng nhat mot sé mo @ voi biéu didn tham sé hoé
{(u!,u’): 0 <o <1}, ¢dayu' va u” thoa man cac khing dinh (1) — (4) .

Gia st 4,0 € F(R) véi @ ={(u,u’):0<a<1} va o ={(v,v)):0<a<1},
binh nghia cac phép toan.

(@ +0)(2) = sup min(a(z), 9(y))

T+y=z

=iz ST

voi 0= 1, . Khi do
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U+0={(u +v,u +v):0<a<l}

N = {(Ov! N?) 0 <o <1}, Vi A>0

Metric @ trén F(R) duoc dinh nghia boi

d_(u,7) = sup d,(L u,L v)

O day d,, 1a metric Hausdoff trén cé4c tap con déng cua R.
d,([a;0}[c;d]) = max{|a —c|[,[b—d |}

, va dugc dinh nghia boi:

Chuén cua @ € F(R), ky higu Ia |

] = d_(@,0) = max { | ) |, u’ | }

Ham X : Q= F(R) , X(w) = {(X!(w), X’ ()): 0 <o <1} dugc goi la mot
bién ngau nhién mo néu X' va X 1a cac bién ngdu nhién véi mdi « € [0;1] . Bién ngiu
nhién md X = {(X!, X*): 0 < « <1} dugc goi la kha tich néu X va X Ia kha tich voi
mdi « € [0;1], diéu nay tuong duong voi E Hf( H < oo, Trong trudng hop nay, Ky vong cua
bién ngiu nhién ma kha tich X duoc xéc dinh boi: EX = {(EX_,EX?): 0 <a <1},

Day {X,} cac bién ngiu nhién mo dugc goi 1a doc lap doi mot néu cac day { X}
va {X? }1a doc lap doi mot vsi mdi o € [0;1]

3. KET QUA NGHIEN CUU VA THAO LUAN

Két qua dau tién dudi day thiét lap diéu kién dua cho luit manh s 16n cac bién ngau
nhién mo ddc 1ap d61 mot.

Pinh Iy 3.1. Gia s {X_ :n>1} Ia day cc bién ngdu nhién me déc ldp déi mét. Néu

i Edi()ig,EXﬂ) < +00 va %i:de(ffnaE&) — 0 Kkhin — +oo, (3.1)

'Ijr:ﬁ ta thu dugc luat manh sé lén: h

d_ [%ZX%ZEX] — 0 khi n — +oo (hiu chic chan). (3.2)
C;n%ng min;l.

1 n ~ ~
< gZdM(X”EXi), (3.3)

Ign o 1 s
Taco: 9 [EZ;X,gZ;EX
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Dét Sn - Zdoo (XNEX?) .
i=1
Ta s€ ching minh:

ZS" — 0 khi n — 400 (hau chic chin). (3.4)
Khi d6 két hop (3.3) va (3.4) ta s& nhan dugc (3.2). That vay, cho s6 a > 1 bét ky,
dat n, =[a"] (phan nguyén caa a”). Véi € > 0 cho trudc tuy ¥, theo bét ding thuc
chebyshev, gia thiét vé tinh doc 1ap doi mot va (3.1) ta c¢6 danh gia

o [5 —ES o Var§,
ZPl— >s—:}<iz i

. g RS e Bd’ (X, EX)
i ~ <0y —=— 1" L <o,
.. Y Ed (X EX) - Z; i (3:9)
— C i=1
; n,

Theo bo d& borel-cantenlli, tir (3.5) ta suy ra:
S, —ES

: - = — Okhi k& — 400 (hiu chic chin).

k

(3.6)
Ta thidy véi mdi sé nguyén dwong 7 , ludn ton tai sé tu nhién k£ sao cho
n, <n<n_, vakhi n — +oo thi £ — 4o00.tacod

—E
A 1 ‘5’ —E’S"M ES"k Py Snm S, ., . ESnHl .y
L S . .
n n n n [ , M 3.7)
Tir (3.7) chon — +oo, két hop véi (3.1) va (3.6) ta dugc
lim sup;” = 0 (hiu chic chin). (3.8)
n——+00

Tur (3.8) ta nhan duogc (3.4). binh Iy duoc ching minh.

Két qua tiép theo thiét lap diéu kién can va du cho luat yéu sb Ién d6i véi cac bién
ngau nhién mo. Dé lam diéu d6 ta can bo dé sau
B6 dé 3.2. ([7]) voi mdi @€ F(R)va vsi mdi € >0, ton tai phan hoach

1 1
0=q,<a <--<a =1 cial0,1] sao cho max u, —u  ,u, —u <& k=12..p,
g -1 Y1 ]

Voi u;f‘f 14 gigi han phai cua u' tai o (i =12).
Pinh Iy 3.3. Giasir {X, :

,}Eﬁgd [ ZEX ]

n > 1} laday cac bién ngau nhién mo va @ € F(R) théa man

(3.9)
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Khi do ta co:

I~ 1< s : 2
d |=—> X.,=> EX |— 0 khi n— +co (theo xac suat 3.10
By | o ki ) .10
Khi va chi khi véi méi o € [0,1]
I, = 1 . ,
d, [-ZL@XN—ZEL&X[,] — Okhi n — +oo (theo xac suat) (3.11)
n = n
Va
d, [ljjf;\ 215EL X] — 0khin — +oo (theo Xac suét). (3.12)
n = n =
Chirng minh.
Diéu kién can 1a hién nhién. Bé ching minh diéu kién du, ta chi can ching minh
1 n ~ _ .
d, [52%14] — O khi n — +oo (theo xac suat). (3.13)
i=1

Choe >0 bét ky, theo bd dé 3.2, ton tai phan hoach 0 = o, <o, <--<a =1 cia

S e
[0;1] sao cho: max uik _ui\. aui\. _U(Z‘k <67 k :1a27"'7p (314)
Tir (3.9), ta thiy véi moi « € [0,1], ton tai s6 tu nhién N sao cho véi moi 7 > N ta co:
TR | R
max||— > EX, —u'||[=Y EX: —ul||<—. (3.15)
n l:1 (168 (6% n Z:l 200 [¢3 6

Chl y ring véi 0<a<1 Vd o, , <a<a, thi LuCLucCL u (k=12..,p).

k

Do d6 str dung (3.14) va (3.15) ta c6 cac danh gia:

1 & 1 &
1 1 1 1

- Z Xm - uu S - Z Xiu ) - /U/&

= n = ! k1

1& €
<=3"X' b 4=
nlz:; oy, oy 6

1 n 1 1 8
<=> (X, —BEX] )+~
n 3 * 3

Z()(.k

Va
1 n 1 n
=X u ==X
o= niog e !
1 €
SR SR T
n - Wy 1 6
1 n
> — X' —EX' —
- n ;( oy 2 3
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Vay véi n > N,

I 1 1 ¢ 1 1 IR 1 1 €
sup |[— Y X —u |<max max i|— X —EX — X —-FEX + —
[]g(xgl n ,2—1: o ol = 1<k<p o, <a<a, ||p ;( oy, iy, ) ’ n ZZ:;( io) o, 1) 3" (316)
Lap luan tuong tu ta ciing co:
sup lzn:X? —u’| <max max lzn:(X2 —- EX? ,lzn:(X?+ ~EX? )t +Z (3.17)
i<osiln Y| T IskSpa, <oso |ln i N NN I R

Tu (3.16) va (3.17), v6i n > N, ta suy ra:

1 n - 1 n -
< maxd, [gZ;L% X;ZEL X

Str dung danh gia trén va gia thiét ta nhan duoc:

- }

+ maxd, [1 L. f(i,lZEL X

1<k<p

n

<P made[l L XA EL %[5 +P{made[l L oXIyEL % 3}
1<k<p n‘s v 'ng 3 1<k<p n‘s S Unimg o ! 3
d 1 1 S| e| & 1 1 S|«
<> Pid, |=> L X,=> BEL X |>-t+> Pid,|-> L X,=> EL X|>-
k=1 N N ' 3 k=1 nhio Mmoo S 3

— 0 khin — +oo.
binh ly dugc chang minh.
Tir dinh 1y 3.3 ta thu duoc hé qua tryc tiép dudi day.

Hé qua 3.4. Gia sit {X :n >1} Iaddy c4c bién ngiu nhién ma cing phan phéi.

1 n ~ ~
Khi do: d_ [;ZX“EXl
i=1

— Okhi n — 400 (theo xac suét) (3.18)

Khi va chi khi véi mdi o € [0,1]

1<, = . )
d, —ZLWXNLQEXI] — Okhi n — +oo (theo x4c suat) (3.19)
n =
Va
1 5 ~ ) ) )
d, ;ZLMX“LQ,EXL — 0 khin — +o0 (theo x4c suit) (3.20)
4. KET LUAN

Két qua chinh cua bai bao 1a Binh ly 3.1 va Binh ly 3.3. Trong d6 Binh ly 3.1 ma rong
két qua cua Dinh Iy 1 tir trudng hop ddy cac bién ngau nhién thuc sang truong hop cac bién
ngau nhién mo.

10



TAP CHI KHOA HQC TRUONG PAI HQOC HONG PUC - SO 61.2022

[1]
[2]
[3]

[4]
[5]

[6]
[7]
[8]

TAI LIEU THAM KHAO

S. Csorgo, K. Tandori and V. Totik. (1983), On the strong law of large numbers for
pairwise independent random variables, Acta Math. Hung., 42 (3-4), 319-330.

N. Etemadi (1981), An elementary proof of the strong law of large numbers, Z.
Wabhrscheinlichkeitstheorie Verw. Gebiete, 55, 119-122.

R. Goetschel, W. Voxman. (1986), Elementary Fuzzy Calculus, Fuzzy sets and
systems, 18, 31-43.

D. H. Hong. (2003), a convergence of fuzzy random variables, Kybernetika, 39, 275-280.
D. H. Hong, H. J. Kim (1994), Marcinkiewicz-type law of large numbers for fuzzy
random variables, Fuzzy Sets And Systems, 64, 387-393.

S. Y. Joo, Y. K. Kim (2001), Kolmogorov’s strong law of large numbers for fuzzy
random variables, Fuzzy Sets And Systems, 120, 499-503.

Y. K. Kim (2000), A strong law of large numbers for fuzzy random variables, Fuzzy
Sets And Systems, 111, 319-323.

M. L. Puri, D. A. Ralescu (1986), Fuzzy random variables, J. Math. Anal. Appl, 114,
409-422.

LAW OF LARGE NUMBERS FOR FUZZY RANDOM VARIABLES

Pham Chi Cong
ABSTRACT

In this paper, we establish some results on the law of large numbers for fuzzy random

variables under various conditions.

Keywords: Fuzzy random variable, strong law of large numbers, weak law of large

numbers.
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