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Tãm t¾t: Khi ph©n tÝch kÕt cÊu chÞu t¶i träng ®éng cÇn thiÕt ph¶i x¸c ®Þnh ma trËn khèi 

l­îng. Ph­¬ng ph¸p ®¬n gi¶n nhÊt ®Ó x¸c ®Þnh ma trËn khèi l­îng lµ ®­a khèi l­îng ph©n 

bè vÒ khèi l­îng tËp trung ë mét sè ®iÓm nót cã chuyÓn vÞ th¼ng ®­îc x¸c ®Þnh vµ sù ph©n 

phèi khèi l­îng vµo c¸c nót nµy b»ng ph­¬ng ph¸p ph©n lùc trong tÜnh häc. Trong bµi b¸o 

nµy t¸c gi¶ tr×nh bµy mét ph­¬ng ph¸p x¸c ®inh ma trËn khèi l­îng t­¬ng ®­¬ng cña phÇn 

tö dÇm hai ®Çu liªn nöa cøng cã khèi l­îng ph©n bè dùa trªn c¸c hµm d¹ng cña phÇn tö. 

¦u ®iÓm cña ph­¬ng ph¸p khèi l­îng t­¬ng ®­¬ng nµy lµ lµm gi¶m ®­îc sè phÇn tö trong 

hÖ nhiÒu bËc tù do vµ lµm t¨ng ®é chÝnh x¸c cña lêi gi¶i.  

1. Më ®Çu 

Liªn kÕt nöa cøng trong kÕt cÊu thÐp cã 

ý nghÜa thùc tiÔn, c¸c nghiªn cøu vÒ øng sö 

cña lo¹i kÕt cÊu nµy ®èi víi t¶i träng ®éng 

cßn h¹n chÕ, míi chØ xÐt bµi to¸n ph©n tÝch 

kÕt cÊu thanh liªn kÕt nöa cøng ®­îc m« 

pháng b»ng mét lß xo cho chuyÓn vÞ gãc, 

cã khèi l­îng tËp trung, tr­êng hîp khèi 

l­îng ph©n bè ®­îc ®­a gÇn ®óng vÒ mét 

sè khèi l­îng tËp trung theo quy t¾c ph©n 

lùc song song.  


k1

1

v
k 

1

u
k  

 

       


k

u v
k

11 1
k

y


22

k
v

2
k

u
k

x

 
H×nh 1. PhÇn tö thanh cã liªn kÕt ®µn håi. 

Trong thùc tÕ th­êng gÆp kÕt cÊu hÖ 

thanh liªn kÕt nöa cøng cã khèi l­îng ph©n 

bè, cho nªn ngoµi ma trËn ®é cøng cßn cÇn 

thiÕt ph¶i x©y dùng ma trËn khèi l­îng [1]. 

Trong bµi b¸o nµy t¸c gi¶ ®Ò xuÊt mét c¸ch 

x¸c ®Þnh ma trËn khèi l­îng t­¬ng ®­¬ng 

cña phÇn tö thanh [5] hai ®Çu liªn kÕt ®µn 

håi víi m« h×nh ba lß xo [2], h×nh 1. 

2. Ma trËn khèi l­îng t­¬ng ®­¬ng phÇn 

tö thanh hai ®Çu liªn kÕt ®µn håi 

 2.1. Ma trËn khèi l­îng *
eM  cña phÇn tö 

thanh cã liªn kÕt ®µn håi 

    Ma trËn khèi l­îng *
eM  cña phÇn tö thanh 

cã liªn kÕt ®µn håi tuyÕn tÝnh cã d¹ng: 

*
eM

*
ij[m ]  víi i, j = 16                   (1) 

trong ®ã *
ijm  (i,j =16) lµ c¸c phÇn tö cña ma 

trËn khèi l­îng ®­îc x¸c ®Þnh theo c«ng thøc 

[3]: 

*
ijm

L

i j

0

m(x)v (x)v (x)dx          (2) 

trong ®ã m(x) lµ khèi l­îng ph©n bè trªn 

mét ®¬n vÞ dµi; vi(x) lµ hµm d¹ng cña phÇn 

tö thanh cã liªn kÕt ®µn håi. Sau khi thùc 

hiÖn phÐp tÝnh tÝch ph©n ph­¬ng tr×nh (2), ta 

®­îc c¸c phÇn tö cña ma trËn khèi l­îng 

t­¬ng ®­¬ng *
eM . 

2.2. Hµm d¹ng cña phÇn tö thanh cã liªn 

kÕt ®µn håi 

XÐt phÇn tö thanh chiÒu dµi lµ L, cã khèi 

l­îng ph©n bè ®Òu m, liªn kÕt ®µn håi ë hai 

 

  



 

 

®Çu ®­îc m« t¶ b»ng ba lß xo trong mÆt 

ph¼ng (x,y) (h×nh 1), ph­¬ng tr×nh hµm 

d¹ng ®­îc thiÕt lËp b»ng ph­¬ng ph¸p 

chuyÓn vÞ ®¬n vÞ [4]. 

a) Hµm d¹ng theo ph­¬ng däc trôc thanh. 

Ph­¬ng tr×nh biÕn d¹ng däc v(x) cña 

phÇn tö thanh cã d¹ng tæng qu¸t:  

1 2v(x) a a x         (3) 

trong ®ã a1 vµ a2 lµ c¸c hÖ sè x¸c ®Þnh tõ 
®iÒu kiÖn chuyÓn vÞ  ë hai ®Çu thanh  víi 
chuyÓn vÞ b»ng ®¬n vÞ th× ph­¬ng tr×nh (3) 
lµ hµm d¹ng cña phÇn tö thanh, h×nh 2. 
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H×nh 2. §iÒu kiÖn chuyÓn vÞ däc trôc 

ë hai ®Çu phÇn tö. 

Cho ®Çu 1 chuyÓn vÞ b»ng ®¬n vÞ, ta cã:  
u *

(x 0) 1v 1 k N    

          u *
(x L) 2v k N                                    (4) 

Sau khi thay ®iÒu kiÖn biªn (4) vµo c«ng 
thøc (3), ta x¸c ®Þnh ®­îc hµm d¹ng phÇn 
tö thanh cã hai ®Çu liªn kÕt ®µn håi v1(x). 

         
*u u

* 11u 1 2
111 1

1 (k k )k
v (x) 1 k k x

L

 
        (5) 

T­¬ng tù, víi ®Çu 2 ta cã: 

         
*u u

* 44u 1 2
444 1

1 (k k )k
v (x) k k x

L

 
         (6) 

trong ®ã: u
1k , u

2k  - ®é mÒm lß xo chèng 

chuyÓn vÞ däc trôc thanh; 

                  
*
11k , 

*
44k - c¸c phÇn tö cña ma 

trËn ®é cøng *
eK  cña thanh hai ®Çu liªn kÕt  

®µn håi trong hÖ to¹ ®é ®Þa ph­¬ng. 

b) Hµm d¹ng theo ph­¬ng vu«ng gãc trôc 

thanh 

Ph­¬ng tr×nh biÕn d¹ng cña phÇn tö theo 

ph­¬ng vu«ng gãc trôc thanh lµ v(x), bao 

gåm thµnh phÇn do m«men uèn M vµ do 

lùc c¾t Q cã d¹ng sau: 

2 3
3 4 5 6

6 EJ
v(x) a a x a x a x x

GA

 
     

 
       (7) 

2
4 5 6v (x) a 2a x 3a x                                 (8) 

L­u ý r»ng, khi lÊy ®¹o hµm bËc nhÊt 
ph­¬ng tr×nh (7), ®· bá qua thµnh phÇn biÕn 
d¹ng do lùc c¾t Q [6]. C¸c hÖ sè ai (i=36) 
®­îc x¸c ®Þnh tõ ®iÒu kiÖn chuyÓn vÞ t¹i hai 
®Çu thanh, h×nh 3. 
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H×nh 3. BiÕn d¹ng cña thanh do chuyÓn vÞ 

th¼ng b»ng ®¬n vÞ ë ®Çu 1 

Cho ®Çu 1 chuyÓn vÞ th¼ng b»ng ®¬n vÞ, ta 

cã: 

          v *
(x 0) 1 1v 1 k V   , 

          *
(x 0) 1 1v k M   , 

          v *
(x L) 2 2v k V  , 

          *
(x L) 2 2v k M                                  (9) 

 
ph­¬ng tr×nh hµm d¹ng v2(x) cña phÇn tö 

thanh hai ®Çu liªn kÕt ®µn håi tuyÕn tÝnh. 

         
* * * * * *v v

* * 23 26 23 26 22 25v 21 2 1 2 1 2
22 232 1 1 2

k k k k 6 3L(k k k k ) k k k k
v (x) 1 k k k k x x

2L 4iL(1 )2L (1 )

   


           
 
 

 

* * * *v v
23 26 22 25 31 2 1 2

3 2

2 L(k k k k ) k k k k
(x 0,5 x)

L (1 ) 6iL (1 )

        
  
 

 (10)  

    B»ng c¸ch t­¬ng tù, ta cã hµm d¹ng v3(x), v5(x) vµ v6(x): 

        
* * * * * *v v

* * 33 36 33 36 32 35v 21 2 1 2 1 2
32 333 1 1

k k k k 1 3(1 k k k k ) k a k a
v (x) k k (1 k k )x x

2L 2L(1 ) 4iL(1 )

   


             
  
 

 



 

* * * *v v
33 36 32 35 31 2 1 2

2 2

1 k k k k k k k k
(x 0,5 x)

L (1 ) 6iL (1 )

        
  
 

, 

      
* * * * * *v v

* * 53 56 53 56 52 55v 21 2 1 2 1 2
52 535 1 1 2

k k k k 6 3L(k k k k ) k k k k
v (x) k k k k x x

2L 4iL(1 )2L (1 )

   


          
 
 

 

* * * *v v
53 56 52 55 31 1 1 2

3 2

2 L(k k k k ) k k k k
(x 0,5 x)

L (1 ) 6iL (1 )

        
  
 

 

     
* * * * * *v v

* * 63 66 63 66 62 65v 21 2 1 2 1 2
62 636 1 1

k k k k 1 3(1 k k k k ) k k k k
v (x) k k k k x x

2L 2L(1 ) 4iL(1 )

   


           
  
 

 

* * * *v v
63 66 62 65 31 2 1 2

2 2

1 k k k k k k k k
(x 0,5 x)

L (1 ) 6iL (1 )

        
  
 

. (11) 

trong ®ã 
*
ijk  (i,j = 2, 3, 5, 6) lµ c¸c phÇn tö cña ma trËn ®é cøng *

eK  cña phÇn tö thanh cã 

liªn kÕt ®µn håi ba lß xo [2]. 

 

3. VÝ dô b»ng sè 

X¸c ®Þnh ma trËn khèi l­îng t­¬ng 
®­¬ng vµ chu kú dao ®éng riªng ®Çu tiªn 
cña dÇm ®¬n mÆt c¾t ®Òu, thanh cã chiÒu 
dµi L=4m, hai ®Çu liªn kÕt ®µn håi cã ®é 
mÒm chèng xoay k()=5,0.10-3rad/kN. 

 

tiÕt diÖn ch÷ I cã diÖn tÝch A=1,2.10-3m2, 
m«men qu¸n tÝnh J=1,98.10-6m4, vËt liÖu 
thÐp cã träng l­îng riªng g=7,85T/m3, 
E=2,1.108kN/m2, =0,3.  
KÕt qu¶ tÝnh to¸n cho ë b¶ng 1. 

B¶ng 1. Ma trËn khèi l­îng t­¬ng ®­¬ng *
eM  vµ chu kú dao ®éng riªng cña dÇm  

Gi¸ trÞ 1. Thanh liªn kÕt ngµm ë hai ®Çu 

k()=k(u)= k(v)=0,  

2. Thanh liªn kÕt ®µn håi ë hai ®Çu 

k(u)= k(v)=0, k()=5,0.10-3rad/kNm 
*
eM  Bá qua  Q KÓ ®Õn Q Chªnh(%) Bá qua  Q KÓ ®Õn Q Chªnh(%) 

*
22m  13.90630 13.88890 0.125 13.85790 13.84170 0.116 

*
23m  7.84457 7.82339 0.270 7.72139 7.70168 0.255 

*
25m  4.81371 4.83106 - 0.360 4.86208 4.87828 - 0.333 

*
26m  - 4.63543 - 4.65661 - 0.456 - 4.63021 - 4.64992 - 0.425 

*
33m  5.70514 5.68479 0.356 5.56047 5.54647 0.251 

*
35m  4.63543 4.65661 - 0.456 4.63021 4.64992 - 0.425 

*
36m  - 4.27886 - 4.29421 - 0.358 - 4.21951 - 4.23316 - 0.323 

*
55m  13.90630 13.88890 0.125 13.85790 13.84170 0.116 

*
56m  - 7.84457 - 7.82339 0.270 - 7.72139 - 7.70168 0.255 

*
66m  5.70514 5.68979 0.269 5.56047 5.54647 0.251 

T1(s) 21.0460 21.4497 - 1.918 37.2553 37.4792 - 0.601 

Ghi chó: C¸c gi¸ trÞ ë cét 2, 3, 5, 6 ®· nh©n víi 1000, c¸c gi¸ trÞ cña c¸c phÇn tö cßn l¹i 

cña ma trËn khèi l­îng t­¬ng ®­¬ng b»ng 0; gi¸ trÞ chu kú dao ®éng riªng ®Çu tiªn ë cét 

2 hµng cuèi cïng, cã lêi gi¶i gi¶i tÝch lµ T1=0.021362(s) [1]. 



 

4. KÕt luËn 

- ThuËt to¸n x©y dùng hµm d¹ng vµ ma 

trËn khèi l­îng t­¬ng ®­¬ng *
eM cña phÇn tö 

thanh hai ®Çu liªn kÕt ®µn håi cã khèi l­îng 
ph©n bè do t¸c gi¶ ®Ò xuÊt ®· lîi dông ®­îc 

ma trËn ®é cøng  *
eK  ®· biÕt nªn rÊt thuËn 

tiÖn. 
 - Hµm d¹ng vµ ma trËn khèi l­îng 

t­¬ng ®­¬ng *
eM  trong tr­êng hîp ®Æc biÖt 

nh­ thanh hai ®Çu ngµm, mét ®Çu ngµm mét 
®Çu khíp hoÆc hai ®Çu khíp hoµn toµn 
trïng khíp kÕt qu¶ cña phÇn tö thanh 
Bernoulli khi kh«ng kÓ ®Õn ¶nh h­ëng cña 
lùc c¾t hoÆc phÇn tö thanh Timoshenko khi 
cã kÓ tíi ¶nh h­ëng cña lùc c¾t. 

- Qua kÕt qu¶ tÝnh to¸n b»ng sè, chu kú 
dao ®éng riªng cña dÇm ®¬n hoµn toµn 
trïng khíp víi lêi gi¶i gi¶i tÝch [1] vµ lêi 
gi¶i cña SAP2000 nªn thuËt to¸n x¸c ®Þnh 

ma trËn khèi l­îng t­¬ng ®­¬ng *
eM  do 

t¸c gi¶ ®Ò xuÊt cã ®ñ ®é tin cËy. 

- PhÇn mÒm SAP2000, ma trËn khèi 
l­îng ph©n bè ®­îc quy vÒ nót, bá qua 
lùc qu¸n tÝnh cña chuyÓn vÞ xoay. Nªn ®Ó 
cã lêi gi¶i chÝnh x¸c so víi [1] cÇn chia 
thanh ra lµm 40 phÇn tö. 

- Víi phÇn tö thanh cã tû sè gi÷a chiÒu 
dµi vµ chiÒu cao tiÕt diÖn lín h¬n 8 th× 
¶nh h­ëng cña lùc c¾t ®Õn gi¸ trÞ cña phÇn 

tö trong ma trËn *
eM  lµ kh«ng ®¸ng kÓ. 
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Abstract 

consistent mass matrix of distributed mass 

beam element with linear elastic connections  

  When analyzing structures subjected to dynamic loadings, it is necessary to 

determine the mass matrix of these systems. The simplest procedure for defining the mass 

matrix of any structure is to assume that the distributed mass is concentrated at the points 

at which the translational displacements are defined and the distribution of the mass to 

these points being determined by static, in this case the result of problem depend on the 

number of  lumped-mass. This paper deal with a procedure establishing the consistent 

mass matrix of distributed mass beam element with semi-rigid connections at the ends, 

based on the shape functions of beam. The convenience of consistent mass procedure 

greatly reduce the element to a MDOF system and augment the exact degree of solution.  

 


