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TÓM TẮT: Bài báo trình bày việc phân tích phi tuyến dầm thép-bêtông liên hợp có xét 
đến tương tác bán phần do biến dạng của  liên kết chống cắt bằng phương pháp phần tử hữu 
hạn dựa trên chuyển vị. Ứng xử phi tuyến của vật liệu và liên kết chống cắt cũng được xét đến. 
Trong phương pháp này, phần tử hữu hạn cho dầm liên hợp có 8 bậc tự do được thiết lập dựa 
trên mô hình động học của Newmark. Áp dụng số cho bài toán dầm liên hợp nhịp đơn giản và 
nhịp liên tục. Các kết quả phân tích được so sánh với thí nghiệm để đánh giá độ tin cậy của 
phương pháp. Thực hiện một số khảo sát để xem xét mức độ ảnh hưởng của tương tác bán 
phần, ứng xử phi tuyến của vật liệu và liên kết chống cắt đến ứng xử của dầm liên hợp. 

1. GIỚI THIỆU 

Trong ngành công nghiệp xây dựng, dầm thép-bêtông liên hợp được sử dụng rất phổ biến 
đặc biệt trong cầu và trong hệ thống sàn của các cao ốc. Dầm liên hợp (gọi tắt dầm LH) xét ở 
đây gồm một bản bêtông liên kết với dầm thép bởi các liên kết chống cắt tại bề mặt tiếp xúc 
giữa hai thành phần. Hiện tượng xuất hiện sự trượt giữa bản bêtông và dầm thép do biến dạng 
của liên kết chống cắt được gọi là tương tác bán phần, đây là một thuộc tính tự nhiên của dầm 
LH và nó ảnh hưởng khá rõ rệt đến ứng xử của dầm LH. 

Một trong những nghiên cứu sớm nhất về dầm LH là những thí nghiệm và đề xuất mô hình 
lý thuyết cho dầm LH của Newmark [1].. Kể từ đó, nhiều nghiên cứu về mặt thực nghiệm cũng 
như lý thuyết về ứng xử dầm LH đã được báo cáo. Các nghiên cứu thực nghiệm như: thí 
nghiệm về dầm LH của Chapman [2], Ansourian [3]…Các nghiên cứu về mặt lý thuyết như: 
phân tích dầm LH bằng phương pháp phần tữ hữu hạn (PTHH) dựa trên chuyển vị của 
Arizumi [4]; phương pháp PTHH hỗn hợp của Ayoub [5], Dall’Asta; bằng mô hình phần tử 
hữu hạn “chính xác” của Faella [6], phương pháp PTHH dựa trên lực của Ayoub [7]; phương 
pháp ma trận độ cứng trực tiếp của Ranzi [9,10]…. 

Bài báo này trình bày phương pháp PTHH dựa trên chuyển vị để phân tích phi tuyến dầm 
LH có xét đến tương tác bán phần và ứng xử phi tuyến của vật liệu cũng như liên kết chống 
cắt. Phương pháp này sử dụng mô hình động học của Newmark để thiết lập phương trình cân 
bằng. Mô hình này là sự kết hợp của hai dầm Euler-Bernoulli (một cho bản bêtông và một cho 
dầm thép) bằng các liên kết chống cắt có độ cứng hữu hạn phân bố dọc theo chiều dài dầm. 
Thiết lập ma trận độ cứng cho phần tử dầm LH với 8 bậc tự do (BTD). Áp dụng số cho bài 
toán dầm LH nhịp đơn giản và nhịp liên tục. So sánh kết quả với số liệu thí nghiệm để đánh 
giá độ tin cậy của phương pháp. Đồng thời thực hiện một số khảo sát số để xem xét mức độ 
ảnh hưởng của tương tác bán phần, ứng xử phi tuyến của vật liệu và liên kết, nứt trong bản 
bêtông đến ứng xử của dầm LH. 

2. MÔ HÌNH ĐỘNG HỌC VÀ CÁC PHƯƠNG TRÌNH CÂN BẰNG 

Xét dầm liên hợp điển hình như trong hình 1. A1, A2, A: lần lượt là diện tích tiết diện của 
thành phần thứ 1, 2 và của cả tiết diện. { }0, , ,X Y Z hệ trục tọa độ tham chiếu với các véctơ 
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đơn vị i, j,k . Các giả thiết dựa trên mô hình dầm LH của Newmark như sau: chuyển vị, biến 
dạng là nhỏ, tiết diện vẫn phẳng và vuông góc với trục dầm sau khi biến dạng; ảnh hưởng của 
biến dạng của liên kết chống cắt được tính đến bằng phần tử mặt tiếp xúc; không xét đến hiện 
tượng xoắn và uốn ngoài mặt phẳng đối xứng; các liên kết chống cắt chỉ cho phép xảy ra sự 
trượt (slip) theo trục dọc OZ tại bề mặt tiếp xúc giữa hai lớp. 

 

 
 

Trường chuyển vị của dầm liên hợp được thể hiện như sau: 
( )( , ) ( ) ( ) ( )u y z v z w z y y v zα α α ′ = + − − j k  trong [ ]( )0, 1,2A Lα α× =                           (1) 

trong đó: v , wα  là các hàm vô hướng thể hiện chuyển vị theo phương Y và Z tại vị trí trục 

tham chiếu yα cuả tiết diện Aα (hình 2). Trường chuyển vị được biểu diễn dưới dạng suy rộng 
bởi véctơ: 

[ ]1 2
T w w v=u                                                                                                           (2) 

Từ các giả thiết có thể thấy các biến dạng trong dầm LH chỉ gồm biến dạng dọc trục 
( ) ( )( , ) ( ) ( ) ( )z y z w y y v x z y y zα α α α αε ε χ′ ′′= − − = + − [ ]( )trong 0, 1,2  A Lα α× =               (3) 

( wα αε ′=  là biến dạng dọc trục tại vị trí trục tham chiếu yα  và vχ ′′= −  là độ cong) và 
trượt tại bề mặt tiếp xúc 

1 2( ) ( ) ( ) ( )s z w z w z hv z′= − + trong [ ]0, L                                                                     (4) 

với 1 2h y y= − là khoảng cách giữa hai trục tham chiếu cuả hai thành phần (hình 2). Biến 
dạng dọc trục và trượt tại bề mặt được biểu diễn dưới dạng suy rộng như sau: 
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Hình 1. Dầm liên hợp điển hình và tiết diện 
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ε uD                                                                             (5) 

với ∂  là toán tử đạo hàm theo z. Phương trình (5) cũng chính là điều kiện tương thích. 
Áp dụng nguyên lý công khả dĩ, ta có phương trình cân bằng như sau: 

[ ]
0 0

ˆ ˆ ˆ ˆ.     ,  trong 0,
L LT Tdz dz L⋅ = ∀∫ ∫r ε p u u εH                                                               (6) 

với ˆ ˆ,u ε  lần lượt là chuyển vị và biến dạng khả dĩ; r , p  lần lượt là ứng suất suy rộng và 
ngoại lực suy rộng biểu diễn bởi hai vectơ: 

[ ]1 2 12
T N N M q=r                                                                                               (7) 

1 2
T

z z y xp p p m =  p                                                                                           (8) 

với Nα  là tổng ứng suất trong Aα ; 12M  là tổng mômen uốn Mα của ứng suất trong Aα ; q 
là lực cắt tác dụng lên các liên kết chống cắt trên đơn vị chiều dài dầm; 1zp , 2zp , yp , xm  lần 
lượt là hai lực phân bố dọc trục, lực phân bố vuông góc trục dầm và momen phân bố; và toán 
tửH   xác định như sau: 

1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 0

 
 
 =
 
 ∂ 

H                                                                                                             (9) 

Quan hệ giữa ứng suất suy rộng và biến dạng suy rộng được thể hiện như sau: 
=r Dε                                                                                                                                 (10) 

với D xác định như sau: 
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D                                                                                                     (11) 

trong đó: 

A
EA E dA

α
α α α= ∫                                                                                                                (12a) 

( )
A

ES E y y dA
α

α α α α= −∫                                                                                                (12b) 

( )2

A
EJ E y y dA

α
α α α α= −∫                                                                                              (12c) 

với Eα  là môđun đàn hồi của của vật liệu trong thành phần α ; 12 1 2EJ EJ EJ= + ; k: độ 
cứng đơn vị của liên kết chống cắt ( tổng độ cứng của các chốt trên 1 đơn vị dài). Tuỳ phương 
pháp giải phương trình cân bằng mà Eα  sẽ là môđun tiếp tuyến hay cát tuyến và được tính 
từ αε thông qua quan hệ ứng suất-biến dạng của vật liệu. Lập luận tương tự cho k. 
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3. PHÂN TÍCH DẦM LH BẰNG PHƯƠNG PHÁP PHẦN TỬ HỮU HẠN DỰA TRÊN 
CHUYỂN VỊ 

Sử dụng phương pháp PTHH dưạ trên chuyển vị để giải quyết bài toán với hàm đa thức 
xấp xỉ trường chuyển vị trong  phần tử: 

=u Nd%                                                                                                                               (13) 
với N  là ma trận hàm dạng và d  là véctơ chuyển vị nút phần tử (kí hiệu •% biểu diễn sự 

xấp xỉ của trường). Nếu sử dụng phần tử 8 bậc tự do (BTD) thì véctơ chuyển vị nút có dạng 
sau: 

[ ]8 1 2 3 4 5 6 7 8
T
DOF d d d d d d d d=d                                                                    (14) 

Lúc này chuyển vị đứng trong dầm sẽ được diễn tả bởi hàm đa thức Hermite bậc ba và 
chuyển vị dọc trục được diễn tả bởi hàm tuyến tính. 

 

Từ (5), (10) và (13) ta có vectơ xấp xỉ biến dạng và vectơ xấp xỉ ứng suất như sau: 
= =uε Nd Bd% D                                                                                                                 (15) 

= =u ur Dε DBd%                                                                                                                 (16) 

với =B ND  là ma trận tính biến dạng.  
Thế (15) vào (16) vào (6) ta có: 

( ) [ ]
0 0

ˆ ˆ ˆ    trong 0,
L LT Tdz dz L⋅ = ⋅ ∀∫ ∫DBd Bd p Nd dH                                                             (17) 

Đơn giản d̂ ở hai vế và sắp xếp lại ta có: 
0

Le
e e⋅ =∫ Κ d P                                                (18) 

với: 
0

  
Le T

e dz= ∫K B DB : Ma trận độ cứng của phần tử                                                           (19) 

( )
0

   
Le T

e dz= ∫P N pH : Vectơ tải nút của phần tử                                                           (20) 

Khi xét đến ứng xử phi tuyến của vật liệu thì ma trận độ cứng theo (19) sẽ tính bằng tích 
phân số. Khi tính tích phân theo phương chiều dài dầm thì sử dụng tích phân số Gauss-
Lobatto. Khi tính tích phân theo phương chiều cao tiết diện (tính các đại lượng 

, ,EA ES EJα α α  trong D theo (12) tại điểm Gauss thứ i) thì sử dụng tích phân số hình thang, 
tiết diện dầm sẽ được chia thành nhiều dải hình chữ nhật song song với trục X. 

Sử dụng mô hình tam tuyến tính do L.X. Fang đề xuất [11] đễ diễn tả quan hệ ứng suất-
biến dạng trong vật liệu bêtông (hình 4): 
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Hình 3. Phần tử dầm LH 8 bậc tự do
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và thép: 
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Sử dụng mô hình do Ollgaard đề xuất để diễn tả mối quan hệ lực cắt–trượt của liên kết 
chống cắt: 

( )max 1 sP P e
αβ−= −                                                                                                        (21) 

với s là chuyển vị trượt (mm); α , β ( mm-1 ) là các hệ số phụ thụ vào kết quả thí nghiệm.  
Việc phân tích phi tuyến bài toán kết cấu thực chất là việc giải phương trình cân  bằng phi 

tuyến. Có nhiều phương pháp để giải phương trình cân bằng phi tuyến. Trong báo cáo này tác 
giả sử dụng phương pháp trực tiếp (Direct method) hay còn gọi là phương pháp “độ cứng cát 
tuyến”. Trong phương pháp này, kết cấu được phân tích trực tiếp dưới tổng tải trọng. Đây là 
quá trình giải lặp, ma trận độ cứng được cập nhật dựa trên giá trị các giá trị chuyển vị, biến 
dạng thu được từ vòng lặp trước. Sự hội tụ coi như xảy ra khi sai số về chuyển vị giữa hai 
vòng lặp liên tiếp nhỏ hơn tiêu chuẩn hội tụ (giá trị ε đủ bé). 

4. ỨNG DỤNG SỐ 

4.1. Ví dụ 1: dầm thép-bêtông liên hợp nhịp đơn giản 
Xét dầm liên hợp nhịp đơn giản như trong thí nghiệm được thực hiện bởi Chapman và 

Balakrishma [2] (hình 6). Đặc trưng hình học của tiết diện xem trên hình 6. Khi thí nghiệm với 
tải phân bố đều, sử dụng 32 liên kết chống cắt đường kính 19mm bố trí thành từng cặp và phân 
bố trên dầm theo qui luật tam giác (hình 5). Khi thí nghiệm với tải tập trung tại giữa nhịp, sử 
dụng 100 liên kết chống cắt đường kính 12.7 mm bố trí trên dầm thành từng cặp và phân bố 
đều trên dầm với khoảng cách 120 mm. 
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Hình 4. Mô hình ứng xử của vật liệu thép và bêtông 
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Bêtông: cường độ chịu nén fc = 30 MPa; môđun đàn hồi: Ec = 30000 MPa. Thép: cường độ 
chảy fy của cánh dầm, bụng dầm, thép gia cường lần lượt là 269 MPa, 301 MPa, 320 MPa; 
môđun đàn hồi: Es = 206000 MPa. Liên kết chống cắt: đuờng kính 19 mm, Qu = 129 kN; β=1.3 
mm-1, α= 0.65; đuờng kính 12.7 mm, Qu = 66 kN; β=0.8 mm-1;  α= 0.45. 

So sánh kết quả phương pháp số với kết quả thí nghiệm của  Chapman và Balakrishma 

 
(a) Chịu tải phân bố (b) Chịu tải tập trung 

Hình 6. So sánh phương pháp số với kết quả thí nghiệm của  Chapman và Balakrishma 

Biểu đồ trên hình 6 cho thấy chuyển vị giữa nhịp của dầm tính nhận được từ phương pháp 
số  không sai lệch nhiều với kết quả thí nghiệm trong cả hai thí nghiệm dầm LH nhịp đơn giản 
chịu tải phân bố và chịu tải tập trung. Từ đó cho thấy độ tin cậy của phương pháp để áp dụng 
trong thực tiễn là khá cao. 

Khảo sát ảnh hưởng của ứng xử phi tuyến của vật liệu và liên kết 
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P-s tuyen tinh,ε-σ  tuyen tinh
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Hình 7. Khảo sát ảnh hưởng của ứng xử phi tuyến đến độ võng dầm 
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Hình 5. Sơ đồ hình học và tiết diện dầm LH 
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Biểu đồ trên hình 7 cho thấy khi tải còn nhỏ thì ít có sự khác biệt về độ võng dầm khi xem 
ứng xử của vật liệu và liên kết là tuyến tính hay phi tuyến. Nhưng khi tăng tải lên dần thì sự 
khác biệt càng rõ rệt.  Đặc biệt khi tải lớn thì sự khác biệt về chuyển vị khi có xét và không xét 
đến ứng xử phi tuyến của vật liệu là khá lớn. 

0 1 2 3 4 5 6
-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

x(m)

C
h

u
ye

n
 v

i t
ru

o
t (

m
m

)

 

 

w= 40 (kN/m)
w= 80 (kN/m)
w= 140 (kN/m)

0 1 2 3 4 5 6
-800

-600

-400

-200

0

200

400

600

800

x(m)

L
u

c 
ca

t d
o

n
 v

i Q
 (k

N
/m

)

 

 

w= 40 (kN/m)
w= 80 (kN/m)
w= 140 (kN/m)

 
Hình 8. Chuyển vị trượt và lực cắt đơn vị với cấp tải khác nhau 

Biểu đồ trên hình 8 cho ta thấy chuyển vị trượt và lực cắt tác dụng lên liên kết chống cắt 
trên đơn vị chiều dài dầm tăng khi tăng tải trọng tác dụng. Ta thấy những liên kết tại đầu dầm 
bị biến dạng nhiều hơn các liên kết xa đầu dầm, vì độ cứng của các liên kết tại đầu dầm sẽ bị 
mềm đi khi tăng tải, lực cắt tác dụng lên liên kết sẽ phân phối dần vào giữa dầm, điều này làm 
cơ sở để đặt các liên kết rải đều trên dầm chứ không nhất thiết phải đặt liên kết nhiều hơn ở 
khu vực đầu dầm. 

4.2. Ví dụ 2: dầm thép-bêtông liên hợp hai nhịp liên tục 
Xét dầm liên hợp gồm hai nhịp liên tục như trong thí nghiệm được thực hiện bởi 

Ansourian [3] như hình 9. Đặc trưng hình học của tiết diện xem trên hình 9. Sử dụng chốt 
chống cắt đường kính 19mm rải đều với khoảng cách 300mm, mỗi hàng gồm 3 chốt như hình 
9.  

 

Bêtông: cường độ chịu nén fc = 34 MPa; môđun đàn hồi: Ec = 30000 MPa. Thép: cường độ 
chảy fy của cánh dầm, bụng dầm, thép gia cường lần lượt là 236 MPa, 238 MPa, 430 MPa; 
môđun đàn hồi: Es = 206000 MPa. Liên kết chống cắt: Qu = 110 kN; β=1.2 mm-1; α= 0.85. Tải 
trọng tác dụng là lực tập trung tác dụng tại giữa mỗi nhịp 

 

Hình 9: Sơ đồ hình học và tiết diện dầm LH nhịp liên tục
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So sánh kết với kết quả thí nghiệm của Ansourian 
Từ biểu đồ trên hình 10 cho thấy kết quả chuyển vị giữa nhịp nhận được từ phương pháp 

số khá gần với kết quả thí nghiệm của Ansourian trong bài toán dầm LH hai nhịp liên tục. 
Điều này chứng tỏ phương pháp số sử dụng trong luận văn là khá tin cậy. 

Khảo sát ảnh hưởng của nứt bêtông  
Biểu đồ trên hình 11 cho ta thấy chuyển vị đứng khi có tính đến nứt luôn lớn hơn khi 

không tính đến nứt. Và độ chênh lệch này càng tăng khi mức độ liên kết tại bề mặt tiếp xúc 
càng giảm. 

Biểu đồ trên hình 12 cho ta thấy chuyển vị trượt khi xét đến nứt bêtông luôn lớn hơn khi 
không xét. Và độ chênh lệch càng tăng mức độ liên kết kết tại bề mặt tiếp xúc càng giảm. Giá 
trị lớn nhất của chuyển vị tại vị trí khoảng 1/8 nhịp dầm gần gối tựa. 

 
Hình 10. So sánh giữa kết quả từ phương pháp số và kết quả thí nghiệm của Ansourian 
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Hình 11. Chuyển vị giữa nhịp khi có xét và không xét đến bêtông bị nứt 
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Hình 12. Chuyển vị trượt khi có xét và không xét đến bêtông bị nứt   

5. KẾT LUẬN 

Bài báo đã trình bày việc phân tích phi tuyến cho dầm thép-bêtông liên hợp có xét ảnh 
hưởng của tương tác bán phần bằng phương pháp PTHH dựa trên chuyển với phần tử 8 bậc tự 
do. Tuy phương pháp phương pháp PTHH  dựa trên chuyển vị sử dụng các hàm chuyển vị là 
các hàm dạng xẩp xỉ nhưng phương pháp này có ưu điểm là đơn giản, dễ lập trình tính toán và 
cho kết quả khá tốt khi sử dụng nhiều phần tử.  

Các so sánh kết quả nhận được từ phương pháp số với các kết quả thí nghiệm cho thấy độ 
tin cậy của phương pháp số là khá cao, có thể ứng dụng trong thực tiễn.  

Tương tác bán phần trong dầm ảnh hưởng rất rõ rệt đến chuyển vị đứng của dầm. Quan hệ 
phi tuyến trượt-lực trượt cho phép sự phân phối lực trượt đều khắp chiều dài dầm, điều này 
làm cơ sở để rải các neo chống cắt phân bố đều trên chiều dài dầm.  

Ứng xử phi tuyến của vật liệu và liên kết chống cắt ảnh hưởng khá rõ rệt đến ứng xử của 
dầm LH. Sự nứt trong bêtông cũng ảnh hưởng khá rõ rệt đến ứng xử của dầm LH. 

NON-LINEAR ANALYSIS OF COMPOSITE BEAMS WITH PARTIAL 
INTERACTION 

Le Luong Bao Nghi, Bui Cong Thanh 
 University of Technology, ĐHQG-HCM 

ABSTRACT: This paper present the displacement-based finite element formulation for 
the non-linear analysis of composite steel-concrete beams with partial interaction that occurs 
due to deformation of shear connectors. The formuation considers the non-linear behaviour of 
materials as well as shear connectors. The finite element for composite beams which is based 
on Newmark kinematical model has 8 DOF. Numerical applications are perfomed for simply 
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supported beam and continuous beams. The results are compared with experimental data in 
order to validate the reliability of the formulation. The results are also disscussed for influence 
of partial interaction and non-linear behaviour of materials as well as shear connectors on 
behaviour of composite beams. 
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