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TÓM TẮT: Dựa vào hàm cực đại của các hàm mật độ chúng tôi đã đưa ra một phương 
pháp mới rất thuận lợi cho bài toán nhận dạng trong các trường hợp khác nhau. Việc tìm hàm 
cực đại và tính sai số Bayes cũng được khảo sát. Hai chương trình được viết để tính toán cụ 
thể. 

Từ khóa: Hàm cực đại, hàm mật độ xác suất, nhận dạng, sai số Bayes.  

1. GIỚI THIỆU 

Nhận dạng một phần tử mới thuộc tổng thể nào trong số k tổng thể đã cho là một hướng 
thống kê có rất nhiều ứng dụng trong thực tế, với nhiều lĩnh vực khác nhau: Nông nghiệp, y 
học, kinh tế, ... Đặc biệt với sự bùng nổ thông tin hiện nay thì những ứng dụng này ngày càng 
trở nên đa dạng và cần thiết hơn. Chính vì vậy, ngày càng có nhiều bài toán học nghiên cứu 
đến vấn đề này.  

Bài toán nhận dạng được đặt ra như sau: Từ một tập hợp gồm n phần tử mà ta biết rõ các 
phần tử đến từ tổng thể nào trong số k tổng thể, dựa trên n biến quan sát từ mỗi phần tử đưa 
ra một qui luật để khi có phần tử mới thì biết cách xếp vào tổng thể nào là thích hợp nhất. Bài 
toán nhận dạng hiện đang được nhiều nhà toán học quan tâm, tuy nhiên trong việc giải quyết 
nó, theo sự hiểu biết của chúng tôi nhiều  khía  cạnh  liên  quan của  bài  toán  này  vẫn  chưa 
có lời giải một cách trọn vẹn. Hiện tại có nhiều phương pháp giải quyết bài toán này trong đó 
phương pháp Bayes được xem có nhiều ưu điểm nhất vì nó giải quyết được bài toán cho tập dữ 
liệu bất kỳ và tính được xác suất sai lầm trong nhận dạng. Tuy nhiên trong thực tế tính toán 
theo phương pháp này còn rất nhiều khó khăn bởi việc xác định hàm mật độ xác suất, việc tính 
tích phân, việc xác định sai lầm...Trong bài viết này, dựa trên phương pháp Bayes chúng tôi 
đưa ra một phương pháp, được gọi là phương pháp hàm cực đại rất thuận lợi cho việc lập trình 
tính toán. 

2. PHƯƠNG PHÁP HÀM CỰC ĐẠI TRONG BÀI TOÁN NHẬN DẠNG  

2.1. Phương pháp Bayes 
Xét hai tổng thể 1w  và 2w  với biến quan sát x có hàm mật độ xác suất )(1 xf , )(2 xf  

tương ứng với hai tổng thể đó và xác suất tiên nghiệm 1q  và 12 1 qq −= , khi đó một phần tử 
mới với biến quan sát 0x được nhận dạng như sau: 

Nếu 
1

2

02

01

)(
)(

q
q

xf
xf

>  thì xếp 0x  vào w1, ngược lại xếp vào w2.                             (1) 

Khi ta không quan tâm đến xác suất tiên nghiệm hoặc q1 = q2 = 
2
1

 thì (1) trở thành:  

Nếu )()( 21 xfxf > ) thì xếp 0x  vào 1w  ngược lại xếp vào 2w . 
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Trong trường hợp không quan tâm đến xác suất tiên nghiệm thì xác suất sai lầm khi phân 
loại phần tử vào tổng thể thứ nhất và thứ hai lần lượt là 

( )dxxfwwP
nR
∫==
1

221 )|(δ ,  ( )dxxfwwP
nR
∫==
2

112 )|(τ  

Trong đó { })()(| 211 xfxfxR n ≥= , { })()(| 212 xfxfxR n <= . 
Xác suất sai lầm trong phân loại này được xác định bởi công thức: 

{ } δτ +== )(),(min 212,1 xfxfPe                                 (2) 

Khi quan tâm đến xác suất tiên nghiệm q của 1w  thì τ  trở thành τ* và δ trở thành δ* với: 

    τ* = ( )∫
*
1

1

nR

dxxqf  và δ* = ( )∫ −
*
2

2)1(
nR

dxxfq         

Trong đó { })()1()(| 21
*
1 xfqxqfxR n −≥= ,  { })()1()(| 21

*
2 xfqxqfxR n −<= . 

Đặt ( ) ( , 1 )q q q= − , sai số Bayes lúc này là: 

   ( ) ( ) ( ){ } *
21

)(
2,1 1,min δτ +=−= ∫ *

R

q

n

xfqxqfPe                                        (3) 

Xét k tổng thể wi với xác suất tiên nghiệm qi.  Đặt ),...,,()( 21 kqqqq = ,  khi đó phần tử 
với biến quan sát 0x được xếp vào wi  nếu: 

( )
( ) i

j

j

i
jjii q

q
xf
xfxfqxfq >⇔>

0

0
00 )()( , ∀j ≠ i                                         (4) 

Xác suất sai lầm trong nhận dạng này là  

∑ ∫∑ ∫
==

−==
k

i R
ii

k

i RR
ii

q
k dxfqdxfqPe

n
i

n
i

n 11 \

)(
,...,2,1 1                                               (5) 

Trong đó n
iR  là miền mà phần tử mới được xếp vào tổng thể thứ i, U

k

i

n
i

n RR
1=

= . 

Xác suất sai lầm được tính bởi (2), (3) và (5) đã được chứng minh là xác suất sai lầm nhỏ 
nhất trong nhận dạng và được gọi là sai số Bayes. 

2.2. Phương pháp hàm cực đại 
Dựa trên phương pháp Bayes, chúng tôi đề nghị một nguyên tắc nhận dạng phần tử mới 

0x  cho k  tổng thể  với hàm mật độ xác suất )(xf i  và  xác  suất  tiên  nghiệm iq , ∑
=

=
k

i
iq

1
1  

như sau: 
 Nếu )()( 00max xfqxg jj=  thì phân loại 0x  vào jw .                                    (6) 

Trong đó { })(),...,(),(max)( 21max xgxgxgxg k= . 

Phương pháp nhận dạng trên được gọi là phương pháp hàm cực đại. Phương pháp này vừa 
đơn giản vừa tổng quát, đặc biệt hiệu quả hơn trong tính toán so với những nguyên tắc đã có. 
Với nguyên tắc này việc nhận dạng phần tử mới chỉ là vấn đề tìm hàm cực đại của các hàm số 
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)(xfq jj , tương đương với những nguyên tắc Bayes bởi vì việc xác định những miền khác 
nhau cho mục đích nhận dạng của phương pháp Bayes cũng giống như việc xác định những 
miền khác nhau của định nghĩa )(max xg . Thật vậy, với trường hợp hai tổng thể, những miền 

khác nhau của nR  nơi )(max xg  nhận giá trị )(1 xqf  hoặc )()1( 2 xfq−  chính là việc giải bất 

phương trình  1
)()1(

)(

2

1 ≥
− xfq

xqf
, hoàn toàn giống như phương pháp Bayes. Trong trường hợp 

hai tổng thể có phân phối chuẩn, biên nhận dạng cho phương pháp hàm cực đại và phương 
pháp Bayes đều là tuyến tính hoặc bậc hai. Tương tự cho trường hợp hai tổng thể, khi có nhiều 
hơn hai tổng thể việc xác định những miền nơi hàm cực đại của các hàm mật độ xác suất 

)(max xg  nhận giá trị là tương đương miền mà 1
)(
)(

≥
xfq
xfq

jj

ii  ij ≠∀ . Phương pháp Bayes xếp 

phần tử mới vào tổng thể jw  cũng dựa vào bất đẳng thức này. 

Khi ta không quan tâm đến xác suất tiên nghiệm hoặc xác suất tiên nghiệm bằng nhau cho 
các tổng thể thì nguyên tắc nhận dạng phần tử mới 0x của (1) trở thành: 

Nếu )()( 00max xfxf j=  thì phân loại 0x  vào jw .                                          (7) 

Tương tự, khi quan tâm đến xác suất tiên nghiệm, trường hợp này phương pháp hàm cực 
đại cũng tương đương với phương pháp Bayes. 

2.3. Sai số Bayes trong phương pháp hàm cực đại 
Giả sử hai tổng thể với hàm mật độ xác suất ),(xf i i = 1, 2. Khi không quan tâm đến xác 

suất tiên nghiệm thì sai số Bayes cho bài toán phân loại và nhận dạng được xác định bởi công 
thức: 

{ } dxxfxfxfPe
nR

)(2)(),(min max212,1 ∫−==                                               (8) 

• Xét hai tổng thể có phân phối chuẩn một chiều ),( 2
iiN σµ , i = 1, 2. Giả sử 21 µµ < .  

Nếu 21 σσ =  thì   
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Trong đó 
2
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1

µµ +
=x và ∫ −=

x
t dtex
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2
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ϕ .            (9)                                                          

Nếu  21 σσ ≠  thì 
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Trong đó 2
1

2
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2121
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x ,                                      (10) 
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Đặc biệt khi µµµ == 21 . 

Nếu  21 σσ =   thì  12,1 =Pe . 

Nếu  21 σσ ≠  thì   
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Trong đó Ex 214 σσµ −= , Ex 215 σσµ +=  với 0ln2

2

1
2
1

2
2

≥







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


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E (12) 

• Xét hai tổng thể của biến X có phân phối chuẩn n chiều: ( )11,ΣµN  và  ( )22 ,ΣµN .  

Giả sử Σ=Σ=Σ 21 . Đặt:  

( ) ( ) ( )21
1

2121
1

2
1

µµµµµµ −Σ−−−Σ= −− TTXU    

Theo Anderson (1984) nếu X có phân phối chuẩn ( )Σ,1µN  thì U cũng có phân phối 

chuẩn 





 22 ,

2
1

θθN  với ( ) ( )21
1

212
1

µµµµθ −Σ−= −T . Tương tự nếu X có phân phối chuẩn 

( )Σ,2µN  thì U cũng có phân phối chuẩn 





− 22 ,

2
1

θθN . Khi đó nếu không quan tâm đến 

xác suất tiên nghiệm thì sai số Bayes được xác định δτ +=2,1Pe  với 

( )∫ ∫
+∞ +∞
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
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2
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là xác suất sai lầm khi phân loại vào tổng thể thứ nhất, còn 

( )∫ ∫
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là xác suất sai lầm khi phân loại vào tổng thể thứ hai. 
Khi 21 Σ≠Σ  việc tìm một biểu thức giải tích cho τ  và δ  là rất phức tạp và gần như 

không có ý nghĩa cho việc tính toán cụ thể.  
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Xét  k  tổng  thể  với  hàm  mật độ xác suất )(xf i  và xác suất tiên nghiệm iq , 

 i = 1, 2,…, k.  Đặt  ),...,,()( 21 kqqqq = , khi đó sai số Bayes cho bài toán phân loại và 
nhận dạng được xác định: 
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Như vậy sai số Bayes được tính thông qua hàm cực đại )(max xg  bởi công thức đơn giản 
sau:  

dxxgPe
nR

q
k )(1 max

)(
,...,2,1 ∫−=                                                                   (13) 

Sai số Bayes với xác suất tiên nghiệm 
k

qi
1

=  là 

dxxf
k

Pe
nR

k
k )(11 max

)/1(
,...,2,1 ∫−=                                                                 (14) 

Việc sử dụng (13) hoặc (14) để tính sai số Bayes cho một thuận lợi rất lớn, đặc biệt trong 
việc sử dụng các phần mềm toán học để lập trình.  

2.4. Hàm cực đại của các hàm mật độ xác suất 
Khi biết được hàm mật độ xác suất của các tổng thể thì phương pháp hàm cực đại được 

xem là sự giải quyết trọn vẹn bài nhận dạng nếu chúng ta xác định được hàm cực đại của các 
hàm mật độ xác suất. Vì vậy trong phần này chúng ta tập trung tìm hàm cực đại của các hàm 
mật độ xác suất, đặc biệt các hàm mật độ xác suất thông dụng. 

2.4.1. Trường hợp hai hàm mật độ xác suất 
Xét hai tổng thể 1w  và 2w  có hàm mật độ xác suất một chiều hoặc nhiều chiều )(1 xf  và 

)(2 xf  với xác suất tiên nghiệm tương ứng q và 1– q.  

Biên cho sự nhận dạng là )()1()()( 21
)( xfqxqfxd q −−= , lúc này hàm cực đại được xác 

định: 


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0)(  khi             )(
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q
q  

Khi không quan tâm đến xác suất tiên nghiệm thì biên phân loại trở thành  
)()()( 21 xfxfxd −= . Khi đó hàm cực đại được xác định: 
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

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1
max xdxf

xdxf
xf  

Trong trường hợp một chiều thì biên cho những miền của hàm cực đại là các điểm. Các 
điểm này cũng chính là ranh giới cho sự phân loại và nhận dạng. Với đa số các hàm mật độ 
xác suất một chiều thường chỉ có một đỉnh, nên tối đa có 2 giao điểm của hai hàm mật độ xác 
suất. Giả sử )(1 xqf  và  )()1( 2 xfq−  giao nhau tại một điểm với tọa độ a* và 
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   khi  )(
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Tùy theo giá trị của q mà *a có thể được xác định, nhưng tổng quát thật không dễ để tìm 
mối quan hệ giữa  *a  và  a - giao điểm của f1(x) và  f2(x). 

Trong việc tìm hàm cực đại của các hàm mật độ xác suất một chiều, ngoài phân phối 
chuẩn, chúng tôi cũng đã đưa ra những kết quả cụ thể cho các trường hợp hàm mật độ xác suất  
thông dụng một chiều khác như phân phối Gamma, phân phối mũ  và phân phối Beta. Cụ thể: 

i) )(1 xf  và  )(2 xf  là hàm mật độ xác suất chuẩn một chiều: 

( )











−−= 2

22
1exp

2
1)( i

ii
i xxf µ

σπσ
, i =1, 2   

Trong trường hợp hai trung bình khác nhau, giả sử 21 µµ < : 

Nếu σσσ == 21  thì 




≥
<

=
12

11
max   khi  )(

  khi  )(
)(

xxxf
xxxf

xf  

Nếu 21 σσ ≠  thì 




>∪<

≤≤
=

322

321
max khi  )(

khi   )(
)(

xxxxxf
xxxxf

xf  

Khi 21 µµ = , ta có: 

Nếu 21 σσ =  thì  )()()( 21max xfxfxf ==  

Nếu 21 σσ ≠  thì  




>∪<

≤≤
=

542

541
max khi  )(

khi   )(
)(

xxxxxf
xxxxf

xf  

Trong đó x1, x2, x3, x4 và x5 được xác định bởi (9), (10), (11) và (12). 
ii) )(1 xf  và )(2 xf  là hàm mật độ xác suất chuẩn n chiều ( )2≥n   

Đặt    ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] kxxxxd TTT −Σ−Σ+Σ−Σ−= −−−− 1
22

1
11

1
2

1
12

1)( µµ                       (15)         

với ( ) ( )











Σ−Σ+











Σ
Σ

= −−
2

1
221

1
11

2

1ln
2
1

µµµµ TTk  
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)(xd  là biên phân loại của w1 và w2. Ta có d(x) là đường bậc 2. Đặt 

( ) ( )[ ]1
2

1
12

1 −− Σ−Σ−=A  thì ta có các trường hợp cụ thể của đường bậc hai: 

Nếu det(A)  <  0  thì d(x) là hyperbol, 
Nếu det(A)  =  0  thì  d(x) là parabol, 
Nếu det(A)  >  0  thì  d(x) là elip, 
ở đây  





≤
>

=
0)( khi   )(

0)(   khi   )(
)(

2

1
max xdxf

xdxf
xf  

Trong trường hợp Σ=Σ=Σ 21  thì )(xd  sẽ trở thành hàm tuyến tính: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )21
1

21
1

21 2
1)( µµµµµµ +Σ−−Σ−= −− TT xxd                                       (16)                         

Khi ta quan tâm đến xác suất tiên nghiệm q và 1- q của w1 và w2 thì hàm nhận dạng )(xd  
của (15) và (16) lần lượt trở thành:  

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] 






 −
−−Σ−Σ+Σ−Σ−= −−−−

q
qkxxxxd TTTq 1ln

2
1)( 1

22
1

11
1

2
1

1
)( µµ  

( )( ) ( ) ( ) ( ) 






 −
−+Σ−−Σ−= −−

q
qxxd Tq 1ln

2
1)( 21

1
21

1
21

)( µµµµµµ   

iii) Hai hàm mật độ xác suất có phân phối mũ trên ( )∞+,0 :  

                                          xb
ii

iebxf −=)( , 2,1=i  

Giả sử 21 bb > , ta có: 





















−

<









−

≥

=

1

2

12
2

1

2

12
1

max

ln1  khi    )(

ln1  khi)(
)(

b
b

bb
xxf

b
b

bb
xxf

xf   

iv) Khi hai hàm mật độ xác suất có phân phối Beta trên (0; 1):  

                          ii xx
B

xf
ii

i
βα

βα
)1(

),(
1)( 1 −= − , 2,1=i  

 Hàm cực đại được xác định cụ thể: 







<−

≥−
=

+

+

  khi    )(

  khi)(
)(

1
2

1
1

max
mxxxf

mxxxf
xf

kk

kk

 

Trong đó 0, >== β

β
α Amk  , 

),(
),(,,

22

11
2121 βα

βα
βββααα

B
BA =−=−=  

Trong trường hợp đặc biệt 2211 , βαβα ==  lúc này hàm cực đại trở thành: 
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



<<

≥≤
=

 xx  khi    )(
,  khi)(

)(
762

761
max xxf

xxxxxf
xf  

trong đó, 
2

411
6

mx −−
=  và 

2
411

7
mx −+

= . 

2.4.2. Trường hợp nhiều hơn hai hàm mật độ xác suất 
Xét k tổng thể wi =1, 2,…,k, với hàm mật độ xác suất )(xf i  và xác suất tiên nghiệm 

tương ứng iq , ∑
=

=
k

i
iq

1
1 .  Đặt ),...,,()( 21 kqqqq = , )()( xfqxg iii = . 

Biên cho sự phân loại của wi và wj là )()()()( xfqxfqxd jjii
q

ij −= . Trong đó 

0)()( >xd q
ij  là miền của wi  và ngược lại là miền của wj. Vì vậy ta có: 

   










<

≤∩≥

>

=

0)( khi)(

0)(0)( khi)(

0)(  khi)(

)(
)(

)()(

)(
111

)(
max

xdxfq

xdxdxfq

xdxfq

xg
q

qkkk

q
nl

q
lmll

q
p

q                                          

Trong đó ;,...,2 kp =  1,...,1 −= kq , 1,...,2 −= kl , nlm ,...,1+= , 1,...,1 −= ln . 

Khi )(xf i  là hàm mật độ xác suất chuẩn  n chiều,  thì  )()( xd q
ij  có dạng cụ  thể:                                                                 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] 







−−Σ−Σ+Σ−Σ−= −−−−

i

j
j

T
ji

T
iji

Tq
ij q

q
kxxxxd ln

2
1)( 1111)( µµ            (17)                  

với ( ) ( )













Σ−Σ+














Σ

Σ
= −−

jj
T
jii

T
i

j

ik µµµµ 11ln
2
1

. 

Ở đây, )()( xd q
ij  cũng là đường bậc hai. Đường bậc hai này là hyperbol, parablol hay elip 

phụ 

 thuộc vào  ( ) ( )[ ]11det
2
1 −− Σ−Σ− ji  lớn hơn 0, bằng 0 hay nhỏ hơn 0. 

Trong trường hợp các iΣ = Σ  với mọi i = 1, 2, …, k  thì (17) trở thành:  

( )( ) ( ) ( ) ( ) 







−+Σ−−Σ−= −−

i

j
ji

T
jiji

q
ij q

q
xxd ln

2
1)( 11)( µµµµµµ                           (18)                                                              

)()( xd q
ij lúc này là hàm tuyến tính. 

Khi không quan tâm đến xác suất tiên nghiệm thì hàm nhận dạng  )()( xd q
ij  của (17) và 

(18) trở thành:  
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( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] kxxxxd j
T
ji

T
iji

T
ij −Σ−Σ+Σ−Σ−= −−−− 1111

2
1)( µµ           

( )( ) ( ) ( ) ( )ji
T

jijiij xxd µµµµµµ +Σ−−Σ−= −− 11

2
1)(  

Trong trường hợp k > 2, việc xác định biểu thức giải tích cụ thể fmax(x) cũng như  )()(
max xg q   

cho các hàm mật độ xác suất rất phức tạp. Ngay cả khi xem xét cho các hàm mật độ xác suất 
chuẩn một chiều vấn đề này cũng không phải là đơn giản. Tuy nhiên, sử dụng các phần mềm 
toán học như Maple, Mattlab,…bước đầu chúng tôi đã giải quyết được khó khăn này.  

3. SỬ DỤNG PHẦN MỀM TOÁN HỌC TRONG BÀI TOÁN NHẬN DẠNG 

3.1. Chương trình nhận dạng phần tử mới 
Sử dụng nguyên tắc (6) và (7), có thể đưa ra một thuật toán để viết một chương trình nhận 

dạng phần tử mới. Sau đây chúng tôi minh họa một chương trình được viết bằng phần mềm 
Maple nhận dạng phần tử mới khi các tổng thể có hàm mật độ xác suất cùng phân phối hai 
chiều. 

Chương trình 1: 
Nhandang:=proc(L::list(algebraic))  

local  n,u,v,i,d,j,t,l,B,H;n:=nops(L); 
H:={seq(unapply(L[p],x,y),p=1..n-2)}; 
u:=L[n-1];v:=L[n]; 
for i from 1 to n-2 do 
d[i]:=evalf(H[i](u,v)); 
od; 
B:=d[1];t:=H[1](x); 
l:=f[1];[l=t]; 
for j from 2 to n-1 do 

    if B <d[j] then 
    B:=d[j];t:=f[j];l:=H[j](x); 
     fi;od;[l=t]; 

end: 
Ở đây, với k tổng thể iw  với hàm mật độ xác suất )(xf i , để nhận dạng phần tử mới  









=

2

1

x
x

x  ta dùng lệnh:  Nhandang([f1(x), f2(x), …, fk(x), x1, x2]); 

Nhập các hàm số )(xf i  dưới dạng biểu thức trực tiếp trong Nhandang([ ]) hoặc lệnh gán  
)(xf i  bên ngoài. Chương trình này dễ dàng thay đổi cho các trường hợp khác nhau của hàm 

mật độ xác suất một chiều hoặc nhiều chiều. Khi quan tâm đến xác suất tiên nghiệm thì )(xf i  
sẽ được thay  thế bởi các )(xgi  trong chương trình. 
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3.2. Chương trình tìm hàm cực đại và tính sai số Bayes 

3.2.1. Phân phối một chiều 
Xét k hàm số một chiều )(...,),(),( 21 xgxgxg k , trong đó )()( xfqxg iii = , )(xf i  là 

hàm mật độ xác suất  một chiều. Chúng tôi đã đưa ra một thuật toán cụ thể để tìm hàm cực đại 
)(max xg  và tính sai số Bayes khi nhân dạng. Tuy nhiên do hạn chế của số trang trình bày nên 

bài viết chỉ trình bày chương trình cụ thể trên phần mềm Maple dựa trên thuật toán đó để tìm 
)(max xg và )(

,...,2,1
q

kPe . 
Chương trình 2: 
saiso:=proc(L::list(algebraic))  
 local  e,i,j,k,r,s,t,m,n,p,kq,A,C,D,E,F,G,H,S,S1; 
 n:=nops(L); 
 H:={seq(unapply(L[p],x),p=1..n)}; 
 A:={seq(H[p],p=1..n)}; 
 S1:={solve(H[1](x)–H[2](x)=0,x)}; 
 if nop(H)=2 and nop(S1) = 1 then  e:=S1–0.001; 
 if evalf(H[1](f))>evalf(H[1](f)) then 
 p[x]:=piecewise(x<S1,H[1](x)) 
 else p[x]:=piecewise(x<S1,H[2](x));fi; 
 else  m:=0; 
 for i from 1 to n–1 do 
 for j from i+1 to n do  
 S:={solve(H[i](x)–H[j](x)=0,x)}; 
 C:=A minus {H[i],H[j]}; 
 for k from 1 to nops(S) do 
 if max(seq(evalf(C[j](S[k]),25),j=1..nops(C)))<=evalf(H[i](S[k]),25)  
 then m:=m+1; D[m]:=S[k]; fi; od; od; od; 
 E:=sort([seq(D[p],p=1..m)]); 
 F:=[E[1]–1,seq((E[i+1]+E[i])/2,i=1..m–1),E[m]+1]; 
 kq:=[]; 
 for r from 1 to nops(F) do 
 for s from 1 to n do  
 if H[s](F[r])=max(seq(H[p](F[r]),p=1..n)) then     
 kq:=[op(kq),H[s]]; fi;od;od; 
 p[1]:=piecewise(x<E[1],kq[1](x)): 
 for t from 2 to m do 
 p[t]:=piecewise(E[t–1]<=x and x<=E[t],kq[t](x),p[t–1]): od: 
             unapply(piecewise(x>E[m],kq[m+1](x),p[m]),x); fi; 
             K:=unapply(piecewise(x>E[m],kq[m+1](x),p[m]),x); 
             evalf[5](1-int(K(x),x=-infinity..+infinity));  
             end proc: 
Ở đây, 
i)  Để tìm  sai số Bayes khi phân loại k tổng thể  có hàm mật độ xác suất )(xf i , xác suất 

tiên nghiệm qi, )()( xfqxg iii =  ta sử dụng lệnh: saiso([g1(x), g2(x), …, gk(x)]); 
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Nhập các hàm số )(xg i dưới dạng biểu thức trực tiếp trong saiso ([ ]) hoặc lệnh gán 
)(xg i  bên ngoài.  

ii) Nếu bỏ dòng cuối của chương trình trước end proc thì kết quả xuất ra là một hàm số. 
Hàm này chính là hàm cực đại của các hàm đã cho. Chúng ta có thể đưa chúng vào trong thư 
viện chương trình của Maple để sử dụng vào các mục đích khác như vẽ đồ thị, tính tích phân… 

iii) Đối với các hàm mật độ xác suất chỉ nhận biểu thức trong khoảng (a, b) như hàm mũ, 
Gamma và Beta thì lệnh giải phương trình tổng quát đổi thành lệnh giải phương trình có điều 
kiện, nghĩa là lệnh solve được thay thế bằng lệnh fsolve trong khoảng (0, ∞+ ) đối với hàm 
mũ, Gamma và trong khoảng (0, 1) đối với hàm Beta… 

Ví dụ 1. Xét 7 hàm mật độ xác suất có phân phối chuẩn một chiều ),( 2
iiN σµ  với các 

tham số cụ thể: 
8.4,8,3.5,9.1,1.9,0.4,3.0 7654321 ======= µµµµµµµ  
3.2,9.1,2,6.1,4.1,3.1,0.1 7654321 ======= σσσσσσσ  

Sử dụng chương trình 2 đã viết ta có hàm cực đại )(max xf  được viết lại tóm tắt như sau: 
             

















>∪−≤

≤<∪≤<
≤<

≤<∪−≤<−
≤<
≤<
≤<−

=

3294.238585.7khi
3294.235171.122961.86485.6khi

6485.68932.4khi
5835.29856.02831.18585.7khi

5172.122961.8khi
8932.45835.2khi
9856.02831.1khi

)(

7

6

5

4

3

2

1

max

xxf
xxf

xf
xxf

xf
xf
xf

xf  

 

Hình 1. Đồ thị của 7 hàm mật độ xác suất, )(max xf  và )(max xg  

gmax(x) 

fmax(x) 
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Giả sử có 1 phần tử mới với biến quan sát x0 = 10. Áp dụng chương trình 1 đã viết ta có 
kết quả: 

2)1.9(2551020408.0
3

00853734721.0 −−= xef
π

 

Nghĩa là phần tử mới này được xếp vào tổng thể thứ 3.  

Nếu xác suất tiên nghiệm 7,..,2,1,
7
1

== iqi   ta lần lượt có các kết quả: 

       

















>∪−≤

≤<∪≤<
≤<

≤<∪−≤<−

≤<
≤<
≤<−

=

3294.238585.7khi
3294.235171.122961.86485.6khi

6485.68932.4khi
5835.29856.02831.18585.7khi

5172.122961.8khi
8932.45835.2khi
9856.02831.1khi

)(

7

6

5

4

3

2

1

max

xxg
xxg

xg
xxg

xg
xg
xg

xg  

4722.0)7/1(
7,...,2,1 =Pe . Phần tử mới cũng được xếp vào tổng thể thứ ba. 

3.2.2. Phân phối chuẩn hai chiều 
Khi xét k hàm số trên không gian Rn: )(),...,(),( 21 xgxgxg k , hàm cực đại 

{ })(),...,(),(max)( 21
)(

max xgxgxgxg k
q =  xác định trên những miền của  Rn–1 với các biên là 

)()()()( xgxgxd ji
q

ij −= . Đặt ( ) ( )[ ]11

2
1 −− Σ−Σ−= jiijA , tùy theo giá trị của )det( ijA  nhỏ 

hơn 0, bằng 0 hay lớn hơn 0 mà )()( xd q
ij  là hyperbol, parabol hay elip. Khi 2=k  chúng tôi 

đã viết được chương trình cụ thể để tìm )()(
max xg q  cũng như )(max xf . Tuy nhiên khi k > 3 việc 

viết một chương trình trên các phần mềm toán học hiện tại để tìm hàm cực đại cũng như tính 
sai số Bayes là vô cùng phức tạp. Chúng tôi sẽ tiếp tục nghiên cứu vấn đề này trong thời gian 
tới. Hiện tại với những hàm số cụ thể cho trước ta có thể xác định hàm )()(

max xg q , dùng phương 
pháp Moncte Carlo để tính tích phân, từ đó tìm được sai số Bayes. 

Ví dụ 2. Cho 3 tổng thể w1, w2 và w3 có phân phối chuẩn hai chiều với các tham số cụ thể 
như sau: 

                  







−

−
=Σ








=








−

−
=Σ

507.0298.0
298.0792.0

,
2
2

,
507.0251.0
251.0706.0

211 µ  

                                2 3 3

4 0.397 0.200 4
, ,

4 0.200 0.706 4
µ µ

−     
= Σ = =     −     

 

Hàm cực đại của 3 hàm mật độ xác suất được xác định cụ thể như sau: 

1 1 2 3 4

max 2 1 2 5 6

3

( , ) ( 0 0) ( 0 ) 0
( , ) ( , ) 0 0) ( 0 ) 0

( , )

khi
khi  (

f x y h y h y h y h y
f x y f x y h y h y h y h y

f x y

− < ∪ − > ∩ − > ∩ − <
= − > ∩ − < ∩ − > ∩ − <



 

miền còn lại 
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Trong đó: 
  

211921810
1 10.61776.210.54027.910.5067.910.2787.10956.10421.0 +−+−−= − xxxh

  
211921810

2 10.61776.210.54027.910.5067.910.2787.10956.10421.0 +−−−−= − xxxh
  

211821810
3 10.7005.410.5629.910.5348.210.8626.62358.527292.0 +−++−= − xxxh

 
211821810

4 10.7005.410.5629.910.5348.210.8626.62358.527292.0 +−−+−= − xxxh
 

202022010
5 10.2027.610.5745.310.2354.110.0778.12805.71500.0 +−++−= − xxxh  

  
202022010

6 10.2027.610.5745.310.2354.110.0778.12805.71500.0 +−++−= − xxxh  

Nếu có một phần tử mới 







=

0.4
5.3

0x  cần xếp vào tổng thể nào là thích họp nhất? 

Với chương trình 1 đã viết ta có kết quả: 

     ( )22
3 )4(29064.1)4)(4(97257.0)4(81445.0exp87676.0

−−−−−−−= yyxxf
π

              

f1 
f2 

f3 

Hình 2. Đồ thị của 3 hàm mật độ xác suất và )(max xf  
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Nghĩa là phần tử mới được xếp vào tổng thể thứ ba. 

4. KẾT LUẬN 

Hàm cực đại của các hàm mật độ xác suất đã tạo ra một công cụ rất hiệu quả cho bài toán 
nhận dạng. Khi xem xét các tổng thể có biến quan sát một chiều được biết, bài toán nhận dạng 
gần như đã được giải quyết trọn vẹn bởi vì với một phần tử mới theo phương pháp hàm cực 
đại có thể nhận dạng nó một cách dễ dàng và tính được xác suất sai lầm trong nhận dạng đó. 
Với biến quan sát nhiều chiều việc nhận dạng phần tử mới dễ dàng nhưng việc tính sai lầm còn 
rất nhiều khó khăn do vấn đề tính tích phân. Chúng tôi sẽ lập trình để tính sai số nhận dạng 
này trong bài viết tới. 

USING MAXIMUM FUNCTION IN DISCRIMINATION ANALYSIS 

Vo Van Tai(1), To Anh Dung(2) 
(1) University of Cần Thơ 

(2) University of Science, VNU-HCM 

ABSTRACT: Using maximum function of density functions we provide the new 
princeple which very advantage to discriminate a element for different situations. Finding 
maximum function and computing Bayes error are considered. The two programs are written 
to compute.   

Key words: Maximum function, probability density function, discriminant, Bayes error. 
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