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VANH CHIA TUYEN TINH
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TOM TAT: Cho D la vanh chia véi tam F va ky hiéu D* la nhom nhén cia D . D duwoc goi
1a vanh chia hitu han tAm néu D la khéng gian véc to hitu han chiéu trén F' va D Ia hiru han tim dia
phuong néu moi tdp con hitu han ciia D déu sinh ra trén F mét vanh chia con hitu han chiéu trén F .
Ta néi D la vanh chia tuyén tinh néu moi tdp con hitu han cia D déu sinh ra trén F mot vanh chia con
hiku han tam. Hién nhién moi vanh chia hitu han tam dia phieong déu la vanh chia tuyén tinh. Bai nay
chitng 16 diéu nguwoc lai khong diing bang cach xdy dung mot vi dy vanh chia tuyén tinh nhung khéng hitu
han tam dia phwong. Tiép theo, ching t6i trinh ' bay mgt $6 tinh chdt cia cdc nhém con trong vanh chia
tuyén tinh. Noi riéng, moi nhom con d chudn tic hitu han sinh cia vanh chia tuyén tinh déu nam trong

tam. Mot hé qua thu vi dwoc rut ra la: Néu D la vanh chia tuyen tinh va D* la nhém hitu han sinh thi

D la truong hitu han.

Tie khoa : vanh chia, tuyén tinh, hitu han tam, dia phwong, hitu han.

1.GIOI THIEU

Trong [2] va [6], cac tac gia da dua ra 2 gia
thuyét nhu sau:

Gia thuyét 1. Trong vanh chia D, néu
D* hiru han sinh thi D la truong.

Gia thuyét 2. Trong vanh chia D, moi
nhém con hitu han sinh & chudn tic trong D *
déu giao hodn.

Hai gia thuyét nay da dugc chimg minh 14
dung trong trudng hop D 1a vanh chia hiru han
tdm. Trudng hop tong quat dén nay vin con 1a
van dé mo. Trong bai nay ta s€ khao sat hai gia
thuyét noi trén va cac vin dé lién quan trong cic
16p vanh chia rong hon 16p vanh chia hitu han
tdm. Do 1a vanh chia hitu han tdm dia phuong,
vanh chia tuyén tinh va vanh chia dai s trén
tdm. Nhic lai ring mét vanh chia D tim F
dugc goi 1&a dai s6 wén tim néu
dim, F(a) <,Va € D, hay noi cach khéc,

néu moi phin tr @ € D déu dai sb trén F . Muc
2 xy dung cac vi du ching to tdn tai cac 16p
vanh chia thyc sy réng hon 16p vanh chia hitu
han tim. Cac Muc 3 va 4 khao sét hai gia thuyét
vira néu trong cac 16p vanh chia méi xay dung.
Céc ky hiéu duge dung trong bai nay déu rat
thong dung. Néi riéng, néu A 12 mot cu trac

dai s6 (nhom, vanh, ...) thi Z(A4) 14 tim cia
A.
2.CACViDU

Vi du 1. Cho diy cic s6 nguyén tb
P <p,<K <p, <K . Khidé, véi mdi n,
goi A, 1a vanh chia thoa Z(A4,)=1 va
dim, 4, = p}f , trong d6 O 14 trudng céc sb
hitu ty. Dt
D=A.D,=D,,® 4=A®,L & A,%>1,

Ta xem D, 1a & -dai s6 con cua
Dn+1 = Dn ®D An+]
chia, hon nira la vanh chia hiru han tim vi

dim, D, =p/piL p. P&t D=UD,.

n=1
Khi d6 D ciing 1a vanh chia, vi v6i @ nim
trong D\ {0}, ton tai n sao cho a € D,, su

. Tanhan thdy D, 1a vanh

raa’ €D, c D . Talaico
8 cZ(D)cZ(D)=2(4)=1 .
Dodo Z(A)=% .
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Ménh @& 1. D vira xdy dung 6 trén la vanh
chia hitu han tdm dia phwong nhung khong hivu
han tam.

Chirng minh. Vi
dim, D>dim, D, >dim, 4, = p.,Vne¥ n
én dim, D =c0. Do @& D khéng hitu han
tam. Mt khac, néu S 14 tdp con hitu han cia
D thivéi a €S, ton tai n, saocho ae D, .

bat n=max{n,:aeS}, ta c6 ScD,,
kéo theo @ (S) < D,. Suyra
. . 2 2 2
dim, @ (§)<dim, D, < p; p;K p;.
Vay D 1a vanh chia hitu han tim dia
phuong nhung khong hitu han tam.[]
Vi du 2. Goi G 1a nhém aben tu do sinh
boi L, )
nhan),

G:{sz{"x;sz,”’:le¥,n[e¢}.

¢ (voi cach viét phép toan 1a phép

ne

Trén G ta dinh nghia mét thir tu nhu sau:
Voi X =x"x K x" va ¥ =x"x"K x"
(sau khi d3 1am gon t&i mire t6i da, v&i méc dinh
n; =0 néu nhu khéng co X;), goi i 1a s6 nho
nhit thoa n,=m; Vi=12K,i-1, va
n,#=m;. Ta dinh nghia
X=x"xPKx">Y=x"x"K x" néu
n,>m.

RO rang thtr tyr vira dinh nghia ¢ trén la mot
thir tr toan phan. Hon nita, véi thir tw nay, G
tré thanh mot nhoém thur tu toan phan. Nhac lai
rang, nhém G , véi thr ty toan phin <, duge goi
12 ¢6 nhém thir tw toan phan ndu a <b thi
ac<bc,ca<cb,Va,b,ceG.

Nhur véy ta c6 thé phat bidu két qua sau:

B6 dé 1. G véi thir o viva dinh nghia trén
la nhom thir ty toan phan.

0

Biay gio xét diy cic sb nguyén tb

P <p,<K <p, <K va dat
K=U(\/;1,Jp2,L) la truong con cia

truong s6 thyc | sinh bsi T wva

{\/;1, p,,L } Véi mdi i, goi f: K —> K
la @ -déng chu thoa ﬁ(ﬁ):—ﬁ va
Si(\p) =P, j#i. Xét ddng cau nhém

O:G—> Gal(K/a) duge xic dinh béi
O(x)=f,Vie¥.

Véi phin v a= Y a, X eKG, dit

XeG

supp(a)={X €G:a, #0} va goind la
gida cua a.

Pit
D=K(G,®)={a= 3 a,X:supp(a)

XeG

1a tap duogc sip tbt }. Ta c6 mot loat cac két qua
sau:

Pinh ly 1. D = K((G,®D)) la vanh chia

voi hai phép todn cong va nhan nhw sau:

a+B=Y a X+ bX=> (a,+b)X
XeG XeG XeG

o | ) e

ZeG =7
0
Ménh d& 2. Tim cia D Ia
F=x ((H,(D|H)), trong dé

Hz{xlz"'xzz"zK X" :n,e¢,le¥} la

r ’ - Zr 2
nhém con ciia G sinh boi {x,,}ne¥ .

]

Ménh aé 3. Gia st
a=x"+x'+K +x,' +K € D = K((G, D))
va F=Z(D). Khi ds Vne¥,
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F(anDyo[p, K o[p,) L vanh chia hit

han tam.

[

Ménh as 4. Gia s
a=x"+x'+K +x,'+K € D = K((G,®))
va F =Z(D). bat

D, = F(a,[p,[p. K).

Khi do:

1. D, khong la vanh chia dai s6 trén tam,
kéo theo no ciing khong la vanh chia hitu han
tam dia phuong.

2. Dy la vanh chia tuyén tinh.

O

Trong khudn khé bai nay ching t6i khong
thé trinh bay dly du chimg minh céc két qua vira
phat biéu. Céc chimg minh chi tiét dugc trinh
bay trong [1].

3. VANH CHIA HU'U HAN SINH

Trong Muc 2 ta da xay dung duoc vanh chia
tuyén tinh nhung khong hitu han tdm. Trong
muc nay ta s€ khao sat mét so tinh chat cua Vé.r}h
chia hitu han tdm dia phuong va vanh chia tuyén
tinh.

Bb dé 2. Cho truong K. Néu nhom nhdn
K * hiru han sinh thi K la trieong hitu han.

Chirng minh. Piu tién, ta ching minh
char(K)=p>0. Gia st char(K)=0.
Khi d6, trudng con nguyén t6 cia K 13 trudng
céc s6 hitu ti @ . Chu y 14 trong 1y thuyét nhom
giao hoan, mgi nhém con ctia nhom hiru han
sinh cling 1a nhom hitu han sinh [7, trang 113].
Ap dung didu nay cho K * va @ *suyra o *
hiru han sinh. Diéu nay, nhu da biét, khong thé
xay ra.

Nhu vay, char(K)=p>0. Khi do,
trudng con nguyén td cia K 13 trudng hitu han

F,, p nguyén t.

Gia st K*=<x,x,,K x, >. Khi do
K=Fp(x1,x2,K x,). Tiép theo ta ching
minh tat ca cdc X, déu dai sb trén F,. Gia su
X =X, siéuviét rén F . Khi do, F,[x] ding
cAu voi vanh da thac mot bién trén F , v
F,[x] déng cAu véi truong cc thuong cia
vanh mot bién trén F e Nhu vay, ta co thé xem
F,[x] nhu 1a vanh da thiac mot bién trén F,
va [ [x] 1a truong céc thuong cia F,[x]. Do

K* hiru han sinh nén F,(x)* ciing hiru han

sinh. Gia st
F (x)* = <f1(x) FACIY ’f,,,(x)>,
! g(x) g, (x) g,(x)
v6i

fi(x),&(x) € F[x], ,(x) #0,(f,(x), g,(x)) =1

. Xét sb nguyén [ thoa

[ > max{deg(f,(x)),deg(g,(x)):i=1,...,m}
va goi e la phan tor nguyén thuy trong trudng
F ;. Khi do da thirc bat kha quy p,(x) nim
trong F,[x] cobacla /.

Ta co,

(1@ (£ “ZK(f,,,m]"'” |
P (gl(x)] {gzmj o) “5F

Suy ra ton tai mot f;(x) hodc g,(x) chia
hét cho p,(x). Diéu nay la vo 1y vi bac cta
p.(x) 16n hon bac cua tit ca cac f;(x) va
g;(x).

Nhur vdy, tit ca céc X, déu dai sb tréen F -
Suy ra K =F,(x,x,,K x,) 1a truong hiru
han. [J

Gia thuyét 3. Trong vanh chia D, néu
D * hitu han sinh thi D la truong hitu han.
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Gia thuyét 3 rong hon Gia thuyét 1. Nhung
véi bd dé trén thi hai gid thuyét nay la tuong
duong nhau. Trong [2], tic gia chimg minh dugc
Gia thuyet 1 dung trong vanh chia hiru han tdm.
Ket hop vaoi bo de trén. Ta co ket qua sau.

Pinh 1y 2. Cho vanh chia D hitu han tam.
Néu D* hitu han sinh thi D la truong hitu
han.

Chirng minh. Do [2, Dinh Iy 1],taco D 1a
truong. Két hop véi bd dé trén, ta c6 D 1a
truong hiru han. [

Dé dang nhén thdy ring Gia thuyét 3 vén
con ding doi véi nhimg vanh chia hitu han tim
dia phuong va nhiing vanh chia tuyén tinh.

Pinh ly 3. Cho vanh chia D hitu han tam
dia phwong. Néu D* hitu han sinh thi D la
truong hitu han.

Chirng minh. D3t F=Z(D). Vi D*
hitu han sinh nén dim, D =dim, F(D¥*).
Theo Pinh 1y 2 thi D 1a trudng hitu han. [

Pinh Iy 4. Cho vanh chia D wyén tinh.
Néu D* hitu han sinh thi D la truong hitu
han.

Chitng minh. Pt F =Z(D). Vi D*
hitu han sinh nén D = F(D*) 1a vanh chia
hitu han tdm. Theo Dinh ly 2 thi D 1a truong
httu han. [

Dinh nghia 1. [8] Cho vanh chia D véi
tam £ . Nhom con G coa D* duoc goi 1a
tuyén tinh dia phwong trén tam F néu voi moi
nhém con hitu han sinh H cta G, tdn tai s tu
nhién 7 sao cho F[H] c6 thé nhung vio
M ,(F), trong d6 F[H] 1a vanh con cia D
sinhbsi F va H .

Pinh ly 5. Cho vanh chia D véi tam F va
gid sir D* hitu han sinh. Néu D' =[D*, D¥]
tuyén tinh dia phwong trén F thi D la truong
hitu han.

. Dé chimg minh dinh 1y nay, ta cAn mét sb
két qué sau:

Bb dé A. [5, Pinh Iy 2] Cho vanh chia D
véi tam F va D'=[D* ,D*] la nhém con
hodn tir ciia D*. Khi d6, néu D' dai 56 trén
F thi D la vanh chia dai sé trén tam.

Bb d& B. [2, Dinh Iy 2] Trong vanh chia D
dai s6 trén tam, néu D* hiu han sinh thi D'
ciing hitu han sinh.

B6 dé C. [5, B6 d& 3] Cho vanh chia D véi
tam F. Néu ton tai sé6 ww nhién n thod
dim, F(a)<n,YaeD', thi D hitu han
tam.

Chitng minh Pinh Iy 5. Do D' tuyén tinh
dia phuong nén

VeeD',3n>0,F(c)c M, (F).

Suy ra ¢ la phan tir dai s6 trén F . Do d6
D' dai s trén F'. Theo B6 dé A, D dai sb
trén £ . Do D* hitu han sinh nén theo B d&
B, D' cing hitru han sinh. Gia st
D'=<a,,a,,K ,a,>. Khi do, ton tai s6 tu
nhién m sao cho Fla,,a,,K ,a,] c6 thé nhing

vio M (F).DPéyla:
D'=<a,a,K ,a, >c Fla,,a,,K ,a,],

suy ra dim, F(c)<m’,ceD'. Theo
Bb dé C, D hiru han tam. Ap dung Pinh Iy 2,
suy ra D 1a truong hiru han. [

R4 rang trong dinh 1y nay, didu kien D' la
nhom tuyén tinh dia phuong tong quat hon dicu
kién D hitu han tdm dia phuong.

Cho vanh chia D véitam F' va a 1a mét
phén tir cia D . Khi d6,

Cy(a)={xeD:ax=xa} > F(a),

trong d6 F'(a) la trudng con ciia D sinh
boi F' va a . Ta c6 dinh nghia sau:

Pinh nghia 2. Phin tr a duoc goi la
khéng-giao-hodn néu Cy,(a)=F(a).
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Pinh 1y 6. Cho vanh chia D v6 han véi
tim F va gia siv a la phan tir khéng-giao-
hoan cia D . Khi @, néu a dai sé trén F thi
D * khéng hitu han sinh.

Chiing minh. Ta ¢6 Cy(a)=F(a). Vi
a dai s6 tren F nén dim, F(a)=n hin
han. Theo [3, Dinh 1y 1, trang 175],
dim, F(a)=dim,, , D =dim,, D. Suy

ra
dim, D =dim, F(a)dim,,, D = n.

Vay D hitu han tdm. Theo Dinh Iy 2, D *
khong hitu han sinh. [

Bay gio ¢6 thé phat biéu gia thuyét sau:

Gia thuyét 4. Cho vanh chia D dai sé trén
tam. Néu D* hitu han sinh thi ton tai ph&n tr
khong-giao-hoan a.

Ta nhan thy trong truong hop D la vanh
chia dai sO trén tam thi Gia thuyét 3 va 4 la
tuwong dwong nhau.

Pinh ly 7. Gid sir vanh chia D véi tam F
thod tinh chét: Véi a nﬁr{t trong D', tén tai da
thirc bat kha
quyp,(x)=x"+a, X" +K +ax+a,
tréen F sao cho a, = 1, hodc a, = -1, va
p,(a)=0. Khi @, néu D* hitu han sinh thi
D la truong hitu han.

Chiing minh. Do mdi phan tir @ nim trong
D' déu la nghiém ctia mot phuong trinh hé sb
trén F nén D' dai sb trén F . Lai mot lan
nira, stt dung B dé A, suy ra D dai sb trén F .

Hon nita, do D * hiru han sinh nén nhom
D*/D" ciing hitu han sinh va giao hoan. Suy
ra F*/(F*ND")Y=F*D' D' cling hitu
han sinh va giao hoan. Xét a € F *ND', do
aeD' nén c6 mot da thuc bit kha quy
p,(x)=x"+a, x""+K +ax+a, tén

F sao cho a,=1, hoic a,=-1, vi

p,(a)=0. Nhung do @ nam trong F nén
n=1.Suy ra p,(x)=x—a. Vay a=1
hosic a =1, kéo theo F'*1 D' hitu han. Do
d6 F * hitu han sinh, va 4p dung B d& 2, ta c¢6
F hitu han. Do D dai s6 trén F nén theo
Dinh 1y Jacobson [4, trang 219], D giao hoan.
Lai mot lan nira, 4p dung Bo dé 2, suy ra D
hiru han.[

4. ‘NH(')M CON HUU HAN SINH TRONG
VANH CHIA

Nhu d3 dé cap trong phin gidi thi¢u, trong
[2] va [6], cac tac gia dua ra gid thuyéet: “moi
nhom con N d chuén tdc hitu han sinh cuia D *
trong vanh chia déu giao hodan”. Cac tac gia da
chirg minh diéu nay dung trong truong hop D
1a vanh chia hitu han tdm. Chung t6i ching minh
ket qua van con ding trong vanh chia tuyén tinh
va hitu han tdm dia phuong.

Ta s€ khao sat nhom con hfru han sinh
“chira tam” thay vi la “4 chuén tac” nhu trong
gia thuyéet trén. Co thé dua ra gia thuyét sau:

Gia thuyét 5. Moi nhém con N hitu han
sinh chita F*=Z(D)* cia D* déu giao
hodn.

Ta ching minh gia thuyét nay dung trong
truong hop D la vanh chia hiru han tdm dia
phuong va vanh chia tuyén tinh dai so trén tam.

Pinh Iy 8. Cho vanh chia D tuyén tinh. Moi
nhém con & chudn tdc hitu han sinh N cia D *
déu giao hodn.

Chirng minh.

bit F=Z(D),K=F(N).Do N hitu

han sinh nén K hitu han tdm vé&i tam F1 Vi

N 1a nhém con 4 chuén tic caa D* nén N
ciing 1a nhom con 4 chuan ciia K*. Theo két qua
trong [6, Dinh ly 1] thi N < F|. Suyra N
giao hoan. []

Vi vanh chia hitu han tdm dia phuong la
vanh chia tuyén tinh nén ta c6 h¢ qua sau
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H¢ qua. Cho vanh chia D hitu han tam dia
phuong. Moi nhom con d chuan tac hitu han
sinh N cia D* déu giao hoan.

O

Béy gio ta s& phat bidu cac tinh chét cho
nhom con hitu han sinh chira F*.

Pinh 1y 9. Cho vanh chia D hitu han tim
dia phwong khong giao hoan. Moi nhom con
N chita F*=Z(D)* cia D* déu khong
hitu han sinh.

Chirng minh. Gia st N hitu han sinh. Bat
N'=[N,N]. Khi d nhém thuong
N,=N/N' 1a nhém giao hoan va hitu han
sinh. Suy ra nhoém con
F*/(F*IN)Y=ZF*N'/N' cia N, ciing
giao hodn va hitu han sinh.

Néu char(F)=0. Khi d6, nhém con
o */(a*IN'") cia F¥/(F*I N') ciing
hitu han sinh. Néu aed *I N' thi
a=cc,Kc, véic,=xyx 'y 1acac giao
hoan tir, va g € *

pat K=F({xyx 'y i=1..r})
thi dim, K <00,

pat n=dim,, K <dim, K. Liy

chuén N ’7 hai vé clia
Z(K)

Nhom con F,(u)*/(F,(u)*I N'") cta
F*/(F*1 N") ciing hitu han sinh.
Néu MGF(ZA)*IN', véi
gw) "’
J(X),8(X) e F[X],(f(X),g(X))=1,g()#0,
S ()
g(u)

cac giao hoan ttr.
Neu K=F(xyx 'y i=1..,r})
thi dim, K <o0.

. - S
thi =cc,Ke voi ¢, =xyx"y la

pat n=dim,, K <dim,.K. Liy
chuan N X hai vé cua
Z(K)

u 1 B 1 -
QM; =66K ¢ =3 1 %0 1 Ky

f1w /()
- = 1. Suy ra trong
g"(u) g(u)
khong xuét hién u (néu khong u dai sé trén F » ).
S ()
g(u)
* [ A * 1.~
F,(u)*I N' hitu han. Vay F,(u)™* hitu han
sinh. Theo B6 dé 2, £/, (1) hitu han. Ta c6 mot

ta duoc

Do do6

nim trong F,, kéo theo

-1 -1 -1 -1 -1.,-1ma4 3 5 i sb tré
a=cc,Kc, =xyx "y x,p,%" v, K x,y,x 'y ' miu thuin. Nhu viy F daisotrén F),. Suyra

ta dugc @" =1.Suyra a=1 hoiac a=-1.
Kéo theo & *I N' hiru han. Do d6 & * hiwu
han sinh, kéo theo X 1a truong hitu han, la
diéu vo ly. Vay char(F)= p >0, p nguyén
t5. Néu F khong dai sb trén F , thi ton tai
phan tir u trong F sao cho u siéu viét trén F .

Khi d6 F})(u) vo han.

D dai sb trén F > kéo theo D 1a truong, 1a
didu mau thuin vai gia thiét. 0

Lap lai ching minh trén, ta dugc Kkét qua
sau.

Dinh ly 11. Cho vanh chia D tuyén tinh,
dai 50 trén tam va khong giao hoan. Moi nhom
con N chita F*=Z(D)* cia D* déu
khong hitu han sinh. [
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LINEAR DIVISION RINGS

Mai Hoang Bien”, Bui Xuan Hai®
(1) Ho Chi Minh City University of Architecture
(2) University of Sciences, VNU-HCM

ABSTRACT: Let D be a division ring with the center F and suppose that D* is the multiplicative
group of D. D is called centrally finite if D is a finite dimensional vector space over F and D is locally
centrally finite if every finite subset of D generates over F a division subring which is a finite dimensional
vector space over F. We say that D is a linear division ring if every finite subset of D generates over F a
centrally finite division subring. It is obvious that every locally centrally finite division ring is linear. In
this report we show that the inverse is not true by giving an example of a linear division ring which is not
locally centrally finite. Further, we give some properties of subgroups in linear division rings. In
particular, we show that every finitely generated subnormal subgroup in a linear ring is central. An
interesting corollary is obtained as the following: If D is a linear division ring and D* is finitely
generated, then D is a finite field.

Keywords: division rings; linear, centrally finite; locally; finite.
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