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1. GIỚI THIỆU 

Positron khi vào môi trường vật chất sẽ bị nhiệt hóa và hủy với electron của môi trường. Giả 
thiết positron liên kết với electron của nguyên tử  môi trường tạo thành trạng thái giả bền trước 
khi hủy. Khi đó theo Boronski và Nieminen [3] năng lượng tổng của hệ gồm các electron và 
positron trong thế trường ngoài Vext  có thể được tính theo lý thuyết hàm mật độ như sau:  

[ ] [ ] [ ] ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) [ ]+−
−+−

+−+−+− +
′−

′
′−−++= ∫ ∫∫ n,nE

rr
rnrnrddrrnrnrdrVnFnFn,nE pe

cext       (1) 

Với F[n] là hàm mật độ một thành phần cho electron hoặc positron.  
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Với T[n] là động năng của hệ electron hoặc positron tự do; Exc[n] là năng lượng tương quan – 
trao đổi của electron – electron hoặc positron – positron; Vext là thế do những hạt nhân nguyên tử 
và những đám mây điện tích electron gây ra và Ec

e–p [n-, n+] là hàm năng lượng tương quan 
electron – positron. 

Áp dụng phương pháp Kohn – Sham [4], tìm mật độ electron và positron trong trạng thái cơ 
bản của hệ ứng với việc cực tiểu hóa năng lượng tổng E[n-, n+] trong phương trình (1) theo mật 
độ electron và positron. Theo Kohn – Sham hàm sóng tổng của hệ electron – positron được tính 
từ  những hàm sóng riêng của từng electron và positron thỏa hệ phương trình Schrodinger một hạt 
cho electron và positron. Khi đó thay cho việc cực tiểu hóa năng lượng tổng E[n-, n+] của hệ bằng 
việc cực tiểu hóa năng lượng riêng của từng electron và positron.  

2. PHƯƠNG PHÁP TÍNH 

Sử dụng phương pháp biến phân Monte – Carlo lượng tử  [1] để giải phương trình Kohn 
– Sham. Trong biến phân Monte – Carlo lượng tử, yếu tố quyết định kết quả tính toán  là mô 
hình xấp xỉ của Hamilton và dạng hàm sóng thử trong phương trình Kohn - Sham. Mô hình 
xấp xỉ  của Hamilton được sử dụng trong tính toán là mô hình của Born – Oppenheimer.   
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i , ∇∇  : lần  lượt là toán tử động năng của electron và positron. 

rij    : khoảng cách giữa electron thứ  i và thứ  j. 
rip   : khoảng cách giữa electron thứ  i và positron thứ  p. 
Rik : khoảng cách giữa electron thứ  i và hạt nhân nguyên tử thứ  k. 
Rpk : khoảng cách giữa positron thứ  p và hạt nhân nguyên tử thứ  k. 
Rhk : khoảng cách giữa hạt nhân nguyên tử  thứ  h và hạt nhân nguyên tử thứ  k. 
N   : là số electron trong hệ;  M  : là số positron trong hệ. 
Na: là số nguyên tử trong ô mô phỏng, trong cấu trúc mạng FCC thì Na = 13. 



Ở đây tương tác giữa electron – electron, electron – positron và hạt nhân nguyên tử – hạt 
nhân nguyên tử  được xấp xỉ theo tương tác Coulomb và đơn vị được sử dụng là đơn vị nguyên 
tử,  tức là e = m = h  = 1. 

Hàm sóng thử của electron và positron có cùng dạng giải tích nhưng chỉ khác nhau ở những 
tham số biến phân. Hàm sóng của đơn electron hoặc positron ( )ri

r
φ  được tách ra thành tích của 

hàm sóng xuyên tâm và hàm cầu. Trong đó  hàm sóng xuyên tâm của electron và positron trong 
nguyên tử được xấp xỉ theo những hàm sóng cơ sở Laguerre [2]. 

Hàm sóng của electron và positron trong mạng tinh thể được xấp  xỉ như  là tổ hợp tuyến tính 
các hàm sóng quỹ đạo, tức là hàm sóng của electron trong một nguyên tử trong mạng tinh thể sẽ 
có dạng : 
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Với ( )ki Rr
rr

−φ  là hàm sóng đơn electron và tổng được lấy trên tất cả các nguyên tử trong 

mạng. Nhưng theo mô hình xấp xỉ bậc một thì ta chỉ xét các nguyên tử  lân cận gần nhất. Do vậy 
tổng trong (4) sẽ được lấy trên tất cả các nguyên tử  lân cận và nguyên  tử  chứa  electron. Với Cki 
là hằng số chuẩn hóa. Khi đó hàm sóng toàn phần của hệ electron-positron sẽ có dạng: 
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trong đó ( )−− ee
rrΨ , ( )++ ee

rrΨ  là hàm sóng tổng của electron và positron (hai hàm sóng này được 

tính từ các hàm sóng đơn hạt trong công thức (4)), và ( )−+eeJ rrΨ  là hệ số Jastrow thể hiện sự 

tương quan electron-positron. Theo xấp xỉ Pade thì ( )−+eeJ rrΨ  có dạng : 
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Theo phương pháp biến phân Monte–Carlo lượng tử thì năng lượng của hệ được cho bởi: 
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Trong đó ΨT(R) là hàm sóng tổng của hệ được tính theo công thức (5). 
( ) 2

T RΨ là xác suất phân bố và một tập lớn hữu hạn các điểm được lấy mẫu từ phân bố xác 
suất này sử dụng thuật toán Metropolis. Nếu những điểm này là R1,..., RM, khi đó tính toán thống 
kê của tích phân là : 

( ) ( )∑
=









Ψ

Ψ
=

M

1i
iT

iT
T RĤ
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Công thức (8) là công thức quan trọng được sử dụng trực tiếp trong tính toán Monte – Carlo. 
Trong công thức này hai đại lượng quan trọng quyết định tính chính xác của quá trình tính toán là 
dạng xấp xỉ của hàm sóng thử ΨT(R) và mô hình xấp xỉ của Hamilton. Dạng xấp xỉ của hàm sóng 
ΨT(R) được cho sẽ có một dạng xấp xỉ giải tích phụ thuộc vào các tham số biến phân trong hàm 
sóng. 

3. KẾT QUẢ TÍNH TÓAN. 
Các tham số biến phân trong hàm sóng: Ze là thế hiệu dụng của hạt nhân nguyên tử đối với 

electron; Zp là thế hiệu dụng của hạt nhân nguyên tử đối với positron; β’, α’ là tham số biến phân 
của hệ số Jastrow thể hiện ảnh hưởng tương quan  giữa electron – positron. 
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Thực hiện các tính toán biến phân Monte – Carlo với số cấu hình 500 và số bước Monte – 
Carlo 10000 chúng tôi thu được các kết quả. 

3.1. Biến phân theo Ze 
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Hình 1. Đồ thị biễu diễn năng lượng toàn phần của hệ e- –e+ của nguyên tử Cu(FCC)  theo Ze. 
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Hình 2. Đồ thị biễu diễn sai số tương đối σ/E của hệ e- – e+ của nguyên tử Cu(FCC) theo Ze. 

Từ hai đồ thị trong hình 1 và hình 2, ta có giá trị tham số Ze = 1,46 tối  ưu ( tức là giá trị Ze  
làm cho năng lượng và phương sai có giá trị nhỏ nhất). 

3.2. Biến phân theo Zp  
Từ hai đồ thị trong hình 3 và hình 4, ta có giá trị tham số Zp = 0,285 tối  ưu (tức là giá trị Zp  

làm cho năng lượng và phương sai có giá trị nhỏ nhất 
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Hình 3. Đồ thị biểu diễn năng lượng toàn phần 
của hệ e- –e+ của nguyên tử Cu – FCC  theo Zp. 

Hình 4. Đồ thị biểu diễn sai số tương đối  σ/E  của 
hệ e- – e+  của nguyên tử Cu – FCC theo Zp. 

3.3. Biến phân theoβ′  
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Hình 5. Đồ thị biễu diễn năng lượng toàn phần của 
hệ e- –e+ của nguyên tử Cu (FCC) theoβ′ . 

Hình 6.Đồ thị biễu diễn sai số tương đối  σ/E  của 
hệ e- – e+  của nguyên tử Cu(FCC) theo β′  

Từ hai đồ thị trong hình 5 và hình 6 ta nhận thấy các giá trị năng lượng trong khoảng β′  = -3 
đến -1,5 có sai số tương đối thay đổi không đáng kể nên ta chọn  giá trị tham số β′  = -2,75 tối  ưu 
theo giá trị năng lượng (tức là giá trị β′  làm cho năng lượng có giá trị nhỏ nhất 

 

 

 

 

 

3.4. Biến phân theo α′  
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Hình 7. Đồ thị biễu diễn năng lượng toàn Hình 8. Đồ thị biễu diễn sai số tương đối  σ/E  của hệ 
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phần của hệ e- –e+ của nguyên tử Cu (FCC)  
theo α′ . 

e- – e+  của nguyên tử Cu(FCC) theo α′ . 

Từ hai đồ thị trong hình.7 và hình.8 ta có giá trị tham số α′  = 0,48 tối  ưu (tức là giá trị α′   
làm cho năng lượng và phương sai có giá trị nhỏ nhất). 

3.5. Năng lượng tương quan electron – positron trong kim loại Cu(FCC). 
Giá trị năng lượng tương quan electron – positron trong kim loại được tính theo tập hợp các 

tham số đã được tối ưu (Ze = 1,46; Zp = 0,285; α′ = 0,48; β′ = -2,75) thu được kết quả được cho 
trong bảng 1. 

 

Bảng 1. Các giá trị năng lượng tương quan e- – e+ trong kim loại  Cu. 
pe

cE −  (a)(eV) pe
cE −  (b)(eV) pe

cE −  (c)(eV) pe
cE −  (d)(eV) 

-10,28 ± 1,11 -9,5 -9,23 -9,33 

 
pe

cE −  (a): là năng lượng tương quan electron – positron được tính trong bài báo theo phương 
pháp biến phân Monte Carlo. 

pe
cE −  (b): là năng lượng tương quan electron – positron của R. M. Nieminen [6]. 

pe
cE −  (c):là năng lượng tương quan electron – positron của M. J. Puska và R. M. Nieminen theo 

xấp xỉ trong hệ tọa độ ba chiều [5]. 
pe

cE −  (d): là năng lượng tương quan electron – positron của M. J. Puska và R. M. Nieminen 
theo xấp xỉ Wigner – Seitz [5]. 

4. KẾT LUẬN 

Áp dụng lý thuyết hàm mật  độ hai thành phần và các phương pháp xấp xỉ, thực hiện các tính 
toán bằng phương pháp biến phân Monte – Carlo lượng tử  cho hệ e+ - e- trong kim loại Cu, 
chúng tôi đã chỉ ra:  các tham số thế hiệu dụng của hạt nhân nguyên tử đối với electron Ze = 1,46; 
thế hiệu dụng hạt nhân nguyên tử đối với positron Zp = 0,285; và các tham số của hệ số  Jastrow  
α′  = 0,48; β′ = -2,75 ứng với năng lượng tương quan giữa electron – positron là cực tiểu. Từ các 
tham số trên, năng lượng tương quan e+ – e- trong kim loại Cu(FCC) đã được tính  là pe

cE −  = -
10,28 ± 1,11 eV. Kết quả thu được là khá phù hợp với các kết quả của  R. M. Nieminen [6], M. J. 
Puska và R. M. Nieminen [5].  

Từ kết quả thu được đã cho thấy rằng phương pháp lý thuyết hàm mật độ kết hợp với biến 
phân Monte – Carlo lượng tử có thể áp dụng vào việc tính năng lượng  tương quan e+ - e- trong 
vật liệu có cấu hình (FCC). 
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