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1.  GIỚI THIỆU 
Trong thực tế có nhiều vấn đề đòi hỏi chúng ta phải giải quyết bài toán phân loại và nhận 

dạng hai tổng thể H1 và H2. Có nhiều cách khác nhau để giải quyết bài toán phân loại này. Một 
phương pháp phân loại có nhiều ưu điểm dựa trên hàm mật độ xác suất của hai tổng thể đó là 
phương pháp Bayes. Trong phân loại này người ta quan tâm đến tổng thể  H3 chứa những phần tử 
chung của H1 và H2, kết hợp từ mỗi tổng thể với tỷ lệ nào đó.  

Giả sử trên H1 và H2  ta quan sát biến ngẫu nhiên X, ký hiệu f1(x), f2(x) là hàm mật độ xác suất 
tương ứng của X trên hai tổng thể, và gọi v là tỷ lệ trộn của những phần tử của H1 trong H3 
(0<v<1), khi đó hàm mật độ xác suất của X trên H3 có dạng 1 21= + −g(x) f (x) ( ) f (x)ν ν . Tham 
số v thường không được biết một cách chính xác, vì vậy quan tâm của chúng tôi ở đây là tìm cách 
ước lượng v.  

Ước lượng này đã được nghiên cứu bởi Everitt (1985), McLachlan và Basford  (1988) [2] 
bằng phương pháp cực đại tỷ số hợp lý và phương pháp moment. Trước đó James (1978) dựa trên 
thực tế để ước lượng v. Một phương pháp ước lượng đáng chú ý phải kể đến của nhóm tác giả 
Pham-Gia, N. Turkkan và A. Bekker (2005) [4]. Họ đã sử dụng phương pháp Bayes để ước lượng 
cho v với giả thiết v có luật phân phối xác suất tiên nghiệm cụ thể beta và sử dụng phân tích nhận 
dạng dựa trên mẫu loại Bernoulli lấy từ H3 để xác định số phần tử thuộc H1 nằm trong H3 (điều 
này có thể làm được vì H1 và H2 đã được xác định), để từ đó tìm phân phối xác suất hậu nghiệm 
cho v.  

Trong bài viết này chúng tôi tiếp tục phát triển ý tưởng trên với giả thiết v có phân phối tiên 
nghiệm bất kỳ nào đó fprior(v) để tìm hàm mật độ xác suất hậu nghiệm cho v. Vấn đề trên cũng 
được chúng tôi xem xét cụ thể khi fprior(v) là hàm mật độ xác suất mũ và chuẩn chặt cụt trên (0, 1). 
Trong [4] xét phân phối beta chuẩn trên (0, 1) và đó là điều đương nhiên vì phân phối này xác 
định trên (0, 1). Tuy nhiên với phân phối chuẩn thì miền xác định là cả trục số. Để có thể có được 
tỷ lệ, mà tỷ lệ phải nằm trong khoảng (0, 1) vì vậy chúng tôi đưa ra ý tưởng mới là “chặt cụt” 
phân phối chuẩn trên khoảng (0, 1). Ngoài ra, hàm mật độ xác suất hậu nghiệm có dạng đóng của 
v được xác định, đó là hình thức tốt nhất giúp ước lượng v, điều này có ý nghĩa rất quan trọng 
trong phân loại và nhận dạng hai tổng thể. Bài báo cũng đưa ra chương trình tính toán soạn trên 
phần mềm MAPLE.  

2.HÀM MẬT ĐỘ HẬU NGHIỆM DẠNG ĐÓNG CỦA V TRONG THỐNG KÊ BAYES 
VỚI MẪU LOẠI BERNOULLI 

2.1  Định lý về hàm mật độ xác suất hậu nghiệm của v 

Định lý 1: Gọi v là tỷ lệ trộn của tổng thể  H1 trong tổng thể H3, τ  và δ  lần lượt là xác suất 
sai lầm khi phân loại giữa  H1 và H2. Nếu v có phân phối tiên nghiệm fprior(v)  và với n quan sát từ 
H3,  trong số đó có j quan sát thuộc H1 thì v sẽ có hàm mật độ xác suất hậu nghiệm là  

[ ] [ ]
n jj

prior(n, j ) f ( ) A B
( )

L(n, j)
ν ν ν

ϕ ν

−
− −

=
1 1

                                     (1) 

trong đó, 
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11 dvBvAv)v(f)j,n(L jnj
prior  

Chứng minh. 

Khi v là hằng số, trong phân loại của H1 và H2 ta có xác suất phân loại sai lầm: 
P(H | H )τ = 2 1 : Xác suất phân loại một phần tử vào H2  khi thật sự nó thuộc H1. 

P(H | H )δ = 1 2 : Xác suất phân loại một phần tử vào H1  khi thật sự nó thuộc H2. 

Khi lấy một mẫu từ H3 thì xác suất chọn được một phần tử của H1 làθ  có dạng 
   P(H )P(H | H ) P(H )P(H | H )θ = +1 1 1 2 1 2  
      δτ )v()(v −+−= 11  v)( τδδ −−+= 1  

trong đó, P(H | H )1 1  có nghĩa là xác suất phân loại một phần tử của H1 vào đúng H1. 
Hàm hợp lý khi lấy một mẫu gồm n phần tử từ tổng thể H3 có j phần tử thuộc H1 là 

                                        1 −= −j n j
likelihoodf ( ) ( )ν θ θ  

                                                          [ ] [ ] jnj v)((v)( −−−+−−−+= τδδτδδ 111  

                                                          jnjnjj )Bv()()Av( −− −−−= 111 δδ  
Nếu v không biết, ta xem v là một biến ngẫu nhiên với hàm mật độ xác suất tiên nghiệm là 

)v(f prior .  

Đặt 
1

0

1 −= = −∫ j n j
prior likelihoodK f ( ) f ( ) d ( ) L(n, j)ν ν ν δ δ , khi đó, hàm mật độ hậu nghiệm 

của v sẽ có dạng: 

                        
[ ] [ ]

n jj
prior likelihood prior(n, j ) f ( ) f ( ) f ( ) A B

( )
K L(n, j)

ν ν ν ν ν
ϕ ν

−
− −

= =
1 1

         !  

2.2   Một số trường hợp riêng của định lý 

Hệ quả 1: Khi v có phân phối tiên nghiệm Beta ( ),;v βα  với 0>βα ,  
a)  v có hàm mật độ xác suất hậu nghiệm 

      [ ] [ ] )B,A(P/BvAv).,;v(Beta)v( )j,n(jnj)j,n(
011 −−−= βαϕ                                              (2) 

trong đó ∫ −−− −−−=
1

0

11
0 111 dv)Bv()Av()v(v)B,A(P jnj)j,n( βα  mà ta có thể tính theo định lý 

Picard (xem [ ]4 ).  
  
 b)  Trung bình hậu nghiệm của v là 

  
)B,A(P
)B,A(P

).v()v( )j,n(

)j,n(

prior
)j,n(

0

1µµ =                    (3) 

c)  Phương sai hậu nghiệm của v là 
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)v(Var )j,n()j,n(

prior

prior)j,n(
202

0

1
1

α
µ

                                           

                        ))v(( priorµα +− ( ) }2
1 )B,A(P )j,n(                                                                     (4) 

Đây là định lý đã được tác giả T. Pham-Gia trình bày trong [ ]4 . 

Hệ quả 2: Khi v  có phân phối tiên nghiệm mũ chặt cụt trên (0,1) với tham số b > 0  
a) v  có phân phối hậu nghiệm:  

)v()j,n(ϕ =








∉

∈
−− −

),(v,

),(v,
)j,n(I

)Bv()Av)(b(Exp jnj

100

1011
                                               (4) 

trong đó, ∫ −− −−=
1

0

11 dv)Bv()Av(be)j,n(I jnjbv  mà ta có thể dùng tích phân truy hồi để tính 

(Xem phụ lục I). 
b)  Trung bình hậu nghiệm của v là 

 [ ])j,n(I)j,n(I
)j,n(I)AB(

)v()j,n( 1111
+−++

−
=µ                                 (5) 

c)  Phương sai hậu nghiệm của v là 

          [ −++
−

+
+++= )j,n(I

)j,n(I)AB(AB
BA)j,n(I

)j,n(I.AB
)v(Var )j,n( 11221

   (6) 

  ] [ ]211 )v(
AB

)j,n(I )j,n(µ−−+−  

Chứng minh. 

a) Thay fprior(v) bằng phân phối mũ chặt cụt trên (0,1) b

bv

prior e
be)v(f

−

−

−
=

1
vào (1), qua một số 

tính toán sơ cấp  ta có điều phải chứng minh. 

b)  Vì [ ])Bv()Av(
AB

v −−−
−

= 111   nên: 

                  ∫=
1

0

dv)v(.v)v( )j,n()j,n( ϕµ  

                                 [ ]dv)Bv()Av()Bv()Av(be
)j,n(I)AB(

jnjbv∫ −−−−−
−

= −−
1

0

11111  

       [ ])j,n(I)j,n(I
)j,n(I)AB(

1111
+−++

−
=  

c) Tương tự bằng cách thế 

             



 −−

−
+

+−
−
+

+−−= 1111112 )Bv(
BA
BA)Av(

AB
BA)Bv)(Av(

AB
v  

vào biểu thức [ ]∫ −=
v

)j,n()j,n()j,n( )v(dv)v(v)v(Var
0

22 µϕ  và qua một số bước tính sơ cấp ta có 

kết quả (6).  !  
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Hệ quả 3:  v có phân phối tiên nghiệm chuẩn chặt cụt trên (0,1)  với hai tham số σµ ,  
a)  v có phân phối hậu nghiệm là 

 ),(v,

),(v,
)j,n(L

)Bv()Av.(e
)v(

jnj
)x(

)j,n( 10

100

112

2

2

∈


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




∉

−−
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−
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ϕ                                              (7) 

Trong đó ∫ −
−−

−−=
1

0

2 112

2

dv)Bv()Av.(e)j,n(L jnj
)x(

σ

µ

  mà ta có thể dùng tích phân truy hồi để  

tính (Xem phụ lục II). 
b)  Trung bình hậu nghiệm của v là 

)]j,n(L)j,n(L[
)j,n(L)AB(

)v()j,n( 1111
+−++

−
=µ                   (8) 

c)  Phương sai hậu nghiệm của v là 

          
[

] [ ]211

11121
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)j,n(L
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Chứng minh. 

Hoàn toàn tương tự như chứng minh hệ quả 2, chỉ thay I(n,j) bởi L(n,j).   !  

3.  VÍ DỤ SỐ 

3.1.Bài toán. 
Giả sử H1 và H2 liên kết tạo ra tổng thể H3 mà trong đó H1 chiếm tỷ lệ là v. Giá trị chính xác 

của v chưa biết. Giả sử v là biến ngẫu nhiên có phân phối tiên nghiệm tuân theo luật chuẩn chặt 
cụt trên (0, 1) hay phân phối mũ chặt cụt trên (0, 1), và khi lấy một mẫu gồm 20 quan sát từ H3 có 
5 quan sát thuộc H1. Cần xác định hàm mật độ xác suất hậu nghiệm cho v.  

3.2.Giải. 
Nếu trên hai tổng thể H1 và H2 ta quan sát biến ngẫu nhiên X1 và X2 lần lượt có phân phối 

chuẩn X1 ~ N(5, 92), X2 ~ N(18, 62) thì phương trình f1(x) = f2(x) có hai nghiệm x1=11.198 và x2 = 
45.602. Vì vậy trong phân tích nhận dạng bằng phương pháp Bayes nếu kết quả quan sát là 

602.45198.11 ≤≤ x  thì quan sát đó được xếp vào H1, ngược lại xếp vào H2. Trong phân tích 
nhận dạng này hai xác suất sai lầm được tính cụ thể như sau: 

   ∫ ==
602.45

198.11
1 2455.0)( dxxfτ  

   ∫ ∫
∞−

+∞

=+=
198.11

602.45
12 1285.0)()( dxxfdxxfδ  

Với τ  và δ  trên thì  A = - 4.872, B = 0.718. 
Nếu v có phân phối tiên nghiệm chuẩn N(0.2; 0.092) chặt cụt trên (0,1), thì hàm mật độ xác 

suất tiên nghiệm của nó là: 
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2

2
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49474262955 ).v(.
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prior e..e.)v(f −−
−−

==
π

 

Khi đó, vì L (20, 5) = 0.56838, nên hàm mật độ hậu nghiệm của v theo hệ quả 3 sẽ là: 
  15520728461 718018724175941

2
)v.()v.(e.)v(f ).v(.

posteroor −+= −−  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

Hình 1: Đồ thị của hàm mật độ tiên nghiệm, hậu nghiệm chuẩn N(0.2, 0.092)  của v chặt cụt trên (0,1) 
                                                                     

Nếu v có phân phối tiên nghiệm mũ, v ~ Exp(5) chặt cụt trên (0,1) thì hàm mật độ xác suất 
tiên nghiệm của nó là: 
    fprior(v) = 5.034e-5v 

Khi đó, do I(20,5) = 1.9377 nên hàm mật độ hậu nghiệm của v theo hệ quả 2 sẽ là 
   1555 718018724158042 )v.()v.(e.)v(f v

posterior −+= −  
                                                    
                                                       
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Hình 2: Đồ thị của hàm mật độ tiên nghiệm, hậu nghiệm mũ Exp(5) của v chặt cụt trên (0,1) 

Các tham số trung bình, phương sai của phân phối tiên nghiệm mũ và chuẩn chặt cụt trên 
(0,1) và phân phối hậu nghiệm của v tính bởi (5), (6), (8) và (9) cho ở bảng sau: 

fposterior 

fprior 

fposterior 

fprior fprior 
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 priorµ  posµ  Varprior Varpos 

Phân phối mũ 0.20308 0.20197 0.00747 0.00581 
Phân phối chuẩn 0.19322 0.16383 0.03317 0.01241 

Như vậy phân phối hậu nghiệm của v trong cả hai trường hợp đều có phương sai nhỏ hơn 
đáng kể so với phân phối tiên nghiệm của nó, nghĩa là phân phối hậu nghiệm của  v gọn hơn, cho 
phép chúng ta đánh giá được v một cách chính xác hơn.  

4.  KẾT LUẬN 
 Bằng phương pháp phân loại và nhận dạng Bayes, bài báo đã đưa ra được công thức chung 

để xác định hàm mật độ xác suất của v, và xét cụ thể khi v cĩ phân phối chuẩn và mũ chặt cụt trên 
(0, 1). Chương trình tính toán bằng phần mềm MAPLE của bài báo có thể rất hữu ích trong thực 
tế. Sắp tới chúng tôi sẽ viết lại chương trình thân thiện hơn với người dùng dưới dạng cửa sổ.  

Việc ước lượng tham số v có một lợi ích rất lớn khi phân loại và nhận dạng hai tổng thể bằng 
phương pháp Bayes, đặc biệt là trong việc đánh giá sai số trong phân loại.  

Vấn đề trên sẽ phức tạp hơn rất nhiều khi phân loại hơn hai tổng thể, chúng tôi sẽ trình bày 
trong các bài báo sau. 

 

 
 
 
 
 
 
 

Phụ lục I 

Tính I(n,k) = ∫ −− −−
1

0

)1()1( dvBvAvbe knkbv  

Khi n = k = 0  thì  I(0,0) = 1- e-b 

Khi  k = 0. n > 0 thì I(n,0) =  )0,1()1(1)1(
1

0

−−−−=− −−∫ nI
b

nBBedvBvbe nbnbv  

Khi  n = k > 0 thì  I(n,n) =  )1,1()1(1)1(
1

0

−−−−−=− −−∫ nnI
b

nAAedvAvbe nbnbv  

Khi n > k > 0 , đặt   U = (1-Av)k(1-Bv)n-k  ta có dV = be-bvdv  và 
    dU = - kA(1-Av)k-1(1-Bv)n-k – (n-k)B(1-Av)k(1-Bv)n-k-1dv;  v = - e-bv 

Khi đó: 

I(n,k)    =  [ ] ∫−
1

0

1
0 VdUUV  

 =  [ ] )k,n(I
b

B)kn()k,n(I
b
kA)Bv()Av(e knkbv 11111

1
0 −

−
−−−−−−− −−   

 =  1- e-b(1 – A)k(1 – B)b –k - ),1()()1,1( knI
b

BknknI
b
kA

−
−

−−−   

Tích phân truy hồi này dẫn đến các tích phân I(0,0), I(p,0) vàI(p,p) có thể tính được ở trên. Như 
vậy bằng việc sử dụng các vòng lặp của tích phân truy hồi, I(n,k) được tính một cách tổng quát.  
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Và để tính I(p,q) với tham số b chúng tôi lập trình tính toán bằng phần mềm MAPLE:  

tp1:=proc(p,q::nonnegint); 
if p=0 then 
evalf[15](1-exp(-b)); 
else if  p>0 and q =0 then 
evalf[15](1-exp(-b)*(1-B)^p-((p*B)/b)*tp1(p-1,q)); 
fi; fi; end: 

tp2:=proc(p,q::nonnegint); 
if p=0  and q=0 then 
evalf[15](1-exp(-b)); 
else if p=q then 
evalf[15](1-exp(-b)*(1-A)^p-((p*A)/b)*tp2(p-1,q-1)); 
fi;fi;end: 

tp3:=proc(p,q::nonnegint); 
if q=0 and p=0 then evalf[15](1-exp(-b)); 
else if q=0 and p>0  then tp1(p,q); 
else if p=q and p>0 and q>0 then tp2(p,q); 
else if q>0 and p>0 and p>q then 
evalf[15](1-exp(-b)*((1-A)^q)*(1-B)^{(p-q)}-((q*A)/b)*tp3(p-1,q-1)-(((p-q)*B)/b)*tp3(p-1,q)); 
fi;fi;fi;fi;end: 
 

Phụ lục II 
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Tích phân truy hồi này sẽ dẫn đến các tích phân L(p,p), L(p,0) và L(p+1,p). 

LA(p) = L(p,p) được tính tổng quát bằng cách thay thế  n = k = p, cụ thể: 
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Bằng việc sử dụng các vòng lặp ta có thể tính được tích phân L(n,k). 
Chương trình tính L(p,q) với trung bình m và độ lệch chuẩn a bằng phần mềm MAPLE 

như sau: 

tp1:= proc(p,q::nonnegint); 
if p=0 and q=0 then 
evalf[15](int(exp(-(x-m)^2/2*a^2),x=0..1)); 
else if p=1 and q=0 then 
evalf[15] (int(exp(-(x-m)^2/2*a^2)*(1-B*x),x=0..1)); 
else if p>1 and q=0 then 
evalf[15](B*a^2*(exp(-(1-m)^2/2*a^2)*(1-B)^{(p-1)}-exp(-m^2/2*a^2)) 
       +(p-1)*B^2*a^2*tp1(p-2,0)+(1-B*m)*tp1(p-1,0)); 
 fi;fi;fi;end: 

tp2:=proc(p,q::nonnegint); 
 if q=0 then tp2(p,q) 
 else if p =1 and q =1 then 
 evalf[15](int(exp(-(x-m)^2/2*a^2)*(1-A*x),x=0..1)); 
 else if p=2 and q=1 then 
 evalf[15](int(exp(-(x-m)^2/2*a^2)*(1-A*x)*(1-B*x),x=0..1)); 
 else if p >2 and q=1 then 
 evalf[15](A*a^2*(exp(-(1-m)^2/2*a^2)*(1-B)^{(p-1)}-exp(-m^2/2*a^2)) 
     + (p-1)*A*B*a^2*tp2(p-2,0)+(1-A*m)*tp2(p-1,0)); 
 fi;fi;fi;fi;  end: 

tp3:=proc(p,q::nonnegint); 
if q=0 then tp1(p,q); 
else if q=1 then tp2(p,q); 
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else if q>1  then 
evalf[15](A*a^2*(exp(-(1-m)^2/2*a^2)*(1-A)^{(q-1)}*(1-B)^{(p-q)}-exp(-m^2/2*a^2))+(q-
1)*A^2*a^2*tp3(p-2,q-2)+(p-q)*A*B*a^2*tp3(p-2,q-1)+(1-A*m)*tp3(p-1,q-1)); 
fi;fi;fi; end: 
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