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Tóm tắt: Trong bài báo này tác giả 
dùng lý thuyết đầy đủ về dầm [3] và 
phương pháp mới – Phương pháp dùng 
hệ so sánh để nghiên cứu nội lực và 
chuyển vị của hệ dầm, chịu uốn có xét đến 
biến dạng trượt ngang do lực cắt Q gây ra. 
Để làm sáng tỏ nội dung phương pháp, 
tác giả trình bày các ví dụ tính toán cụ thể 
như tính toán dầm một nhịp dầm liên tục 
nhiều nhịp.

Từ khóa: Phương pháp so sánh, Biến 
dạng trượt, Ảnh hưởng của biến dạng trượt 
ngang, Dầm so sánh. 

Abstract: In this article, the authors use 
the full theory of beams [3] and new methods 
– Comparative method is used for studying 
the internal forces and displacements of 
the beam systems, bending considering the 
transverse shear deformation caused by Q 
cut forces. To clarify the method content, 
the author presents examples of specific 
calculations such as calculating one-span 
beams, continuous-spans beams.
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the effects of transverse shear deformation, 
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MỞ ĐẦU
Việc xác định nội lực và chuyển vị của 

kết cấu chịu uốn đã được nhiều tác giả trong 
và ngoài nước quan tâm nghiên cứu, kể cả 
bài toán có xét đến lực cắt ngang Q. Trong 
các nghiên cứu đó các tác giả đã sử dụng lý 
thuyết dầm truyền thống, lý thuyết dầm Euler 
– Bernoulli (Lý thuyết không đầy đủ về dầm, 
bỏ qua thành phần biến dạng trượt ngang 
do lực cắt Q gây ra) để xây dựng bài toán. Khi 
xây dựng các công thức tính toán nội lực và 
chuyển vị, giả thiết Bernoulli – giả thiết tiết 
diện phẳng (tiết diện dầm trước và sau khi 
biến dạng vẫn phẳng và vuông góc với trục 
trung hòa) được chấp nhận, tức là góc trượt 
do lực cắt Q gây ra đã bị bỏ qua, quan niệm 
tính toán này làm ảnh hưởng không nhỏ tới 
độ chính xác của kết quả các bài toán. Một số 
tác giả như X.P. Timoshenko, O.C. Zienkiewicz, 
J.K. Bathe, W.T. Thomson cũng đã đề cập tới 
ảnh hưởng của biến dạng trượt khi phân tích 
kết cấu chịu uốn, nhưng vấn đề thường được 
bỏ ngỏ hoặc không được giải quyết một cách 
triệt để kể cả trong các lời giải số. Vì vậy trong 
bài báo này, tác giả sử dụng phương pháp so 
sánh và lý thuyết đầy đủ về dầm [3] để tính 
toán chuyển vị và nội lực của dầm, nhằm khắc 
phục những tồn tại, nhận được kết quả chính 
xác của các bài toán.

PHƯƠNG PHÁP NGHIÊN CỨU 
Tác giả sử dụng phương pháp Nguyên 

lý cực trị Gauss [1] và sử dụng hệ so sánh để 
nghiên cứu nội lực và chuyển vị của hệ dầm 
có xét đến ảnh hưởng của biến dạng trượt 
ngang do lực cắt Q gây ra. 	

Phương pháp sử dụng hệ so sánh
Chuyển vị thực của dầm hoặc khung 

được tìm từ cực tiểu lượng cưỡng bức Z 
được viết như (1):

    
                                                           (1)
Trong công thức  trên dấu tổng lấy theo 

các đoạn i của dầm và khung, dấu tích phân 
lấy theo chiều dài     của đoạn thứ i,                 là 
momen uốn, độ võng và lực cắt của đoạn 
thứ i của hệ cần tính;                 là momen 
uốn, độ võng và lực cắt của đoạn thứ i của 
hệ so sánh cùng chịu lực ngoài giống như 
hệ cần tính. Nếu như các hàm   thoả mãn 
các điều kiện biên thì từ điều kiện cực tiểu 
của  Z theo (2):

                                                           (2)  
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sẽ nhận được hệ phương trình đại số để xác 
định các ẩn            . Như trên đã trình bày, 
          có thể là các hệ số của đa thức xấp xỉ, 
chuyển vị và góc xoay của phần tử hữu hạn 
khi dùng phương pháp phần tử hữu hạn, 
hoặc chuyển vị tại các nút của phương 
pháp sai phân hữu hạn. Các chuyển vị và 
biến dạng theo phương pháp nguyên lý 
cực trị Gauss phải được xem là độc lập đối 
với lực và ứng suất (chuyển vị và biến dạng 
ảo). Các phương trình nhận được từ điều 
kiện (2) là các phương trình đại số, không 
phải là các phương trình vi phân, biểu thị 
điều kiện cân bằng lực của kết cấu. Bởi vì 
giải hệ phương trình cân bằng nên bài toán 
luôn có nghiệm và nghiệm là duy nhất.

Nếu như các hàm     chưa thoả mãn 
đầy đủ các điều kiện biên thì ta phải đưa 
các điều kiện biên chưa thỏa mãn đó vào 
điều kiện ràng buộc của bài toán (1). Giả sử   
có k điều kiện biên chưa thỏa mãn ta có 
k điều kiện ràng buộc. Cuối cùng bài toán 
dẫn về tìm cực trị của (1) với k điều kiện 
ràng buộc đó.

Đưa bài toán tìm cực trị (1) với k điều 
kiện ràng buộc về bài toán tìm cực trị 
không có ràng buộc bằng cách xây dựng 
phiếm hàm mở rộng F như sau:

                                                        (3)

Trong đó:      là các thừa số Lagrange 
và cũng là các ẩn của bài toán. Từ điều kiện 
cực trị của bài toán (3), ta có hệ các phương 
trình đại số (4). 

  
                                                     (4)   

Giải hệ (4), ta sẽ nhận được các ẩn cần 
tìm là               ,  và   

KẾT QUẢ VÀ THẢO LUẬN
1.  Dầm hai đầu ngàm
Xác định nội lực và chuyển vị của dầm siêu 

tĩnh trình bày ở hình 1a. Chiều dài dầm     , độ cứng 
uốn           không đổi, tải phân bố đều      . 

 

Hình 1a. Dầm cần tính

 

Hình 1b. Dầm so sánh
Đường độ võng       và Q1 của dầm được 

tìm theo hàm đa thức:
           
                                                             (a)

Các hệ số                                                     là các 
ẩn cần xác định. Hàm   cần thỏa mãn thêm 
các điều kiện ràng buộc sau: Điều kiện góc 
xoay tại ngàm ở hai đầu và chuyển vị tại 
đầu phải dầm bằng không: 

             
                                                            (b) 

Biến dạng uốn       và biến dạng trượt     
 của dầm bằng:
 
                                                           (c)

Mô men uốn của dầm bằng:

                                                           (d)

Chọn dầm tĩnh định cùng chịu lực phân 
bó đều      làm hệ so sánh (hình 1b).

Momen uốn và lực cắt của dầm so sánh 
xác định theo công thức :

                                                   
                                                           (e)

Hai phản lực gối tựa trái        và phải       của 
dầm so sánh không có tác dụng lên dầm cần 
tính, cho nên từ biểu thức (1) lượng cưỡng 
bức Z của dầm được viết như sau

 
                                                          (f )

Khi tìm cực tiểu của Z còn phải thỏa 
mãn điều kiện ràng buộc (b) cho nên, theo 
phương pháp thừa số Lagrange, viết phiếm 
hàm mở rộng:

                                                                 (g)

Ở đây                          là các thừa số 
Lagrange cũng là các ẩn của bài toán,       xác 
định theo (g). Từ điều kiện cực tiểu của biểu 

thức (g) ta nhận được hệ phương trình sau:
                                                   
                                                         

                                                           (h)

Giải hệ phương trình (h) gồm 13 
phương trình                                                     

              và  ta tìm được 13 ẩn số. Từ đó 
tìm được:

- Hàm đường độ võng của dầm cần tính   
 

- Tại x=0.5*l có:   
- Hàm momen uốn và hàm lực cắt của 

dầm cần tính

- Hàm lực cắt của dầm cần tính      

- Biểu đồ mômen uốn và lực cắt trong 
trường hợp không xét biến dạng trượt có 
dạng như, hình 2.

 

Hình 2. Biểu đồ M và Q của dầm hai đầu ngàm
2. Dầm liên tục hai nhịp
 Xác định nội lực và chuyển vị của dầm 

liên tục hai nhịp, độ cứng uốn EJ=Const, chịu 
tải M và P như hình 3. Tiết diện dầm chữ nhật, 
có chiều cao     , hệ số ứng suất trượt                .

 

Hình 3. Dầm liên tục hai nhịp
Chia dầm thành bốn đoạn với các đoạn 

có chiều dài tương ứng là l1=l2= l3=l4=l/2.
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Giả thiết đường độ võng y1, y2, y3, y4 và 
đường lực cắt  Q1, Q2, Q3, Q4, của dầm có 
dạng đa thức như sau:

 
 
                                                                (a)

Trong đó:

là các ẩn của bài toán. Biến dạng trượt γ1, 
γ2, γ3, γ4; góc xoay                      ; biến dạng 
uốn                        , và momen uốn Mx1, Mx2, 
Mx3, Mx4, tương ứng với các đoạn 1, 2, 3 và 
4, cụ thể là:

Trong đó:     là hệ số xét sự phân bố không 
đều của ứng suất cắt tại trục dầm;      

là độ cứng cắt của dầm
Chọn hai dầm tĩnh định chịu mômen tập trung 

M và lực tập trung P  làm hệ so sánh tương ứng cho 
hai nhịp của dầm liên tục cần tính (hình 4b).

Mômen uốn và lực cắt của hai dầm so sánh 
xác định theo công thức:

             
                                                        (b)

Phản lực gối tựa trái       và gối tựa phải       của 
hai dầm so sánh không gây mô men  lên dầm 
liên tục cần tính, cho nên từ biểu thức (1) lượng 
cưỡng bức Z của dầm được viết như sau:

             

                                                    (c)

Hàm độ võng      phải thoả mãn các điều 
kiện ràng buộc sau:

          
                                                            (d) 

Đưa bài toán tìm cực trị (c) với các ràng 
buộc (d) về bài toán cực trị không ràng 
buộc bằng cách xây dựng phiếm hàm mở 
rộng Lagrange F như sau:

                                     
                                                                (e)

với                   là các thừa số Lagrange 
cũng là các ẩn của bài toán. Như vậy có 
tổng cộng 41 ẩn (4 hệ số     ,  4 hệ số      , 4 hệ 
số     , 4 hệ số      , 4 hệ số       4 hệ số    , 4 hệ 
số     , 4 hệ số      và 9 thừa số        ). 

Phương pháp nguyên lý cực trị Gauss 
xem các biến dạng uốn là độc lập với 
mômen tác dụng cho nên điều kiện cực trị 
của phiếm hàm mở rộng F là:

      

                                                             (f )
    

                                                              (f )

nhận được 41 phương trình bậc nhất 
để xác định 41 ẩn số. Giải  các phương trình 
trên ta nhận được kết quả tính đường độ 
võng  yi , moomen uốn Mi và  lực cắt  Qi   
như  sau:

Hình 7. Biểu đồ M và Q
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KẾT LUẬN VÀ KIẾN NGHỊ
Tác giả đã xây dựng được phương 

pháp so sánh để nghiên cứu nội lực và 
chuyển vị của hệ dầm có xét đến biến 
dạng trượt ngang do lực cắt Q gây ra. 
Cách đặt bài toán đơn giản và nhận được 
kết quả chính xác. Khi không kể đến biến 
dạng trượt ngang nhận được kết quả 
trùng khớp với kết quả giải bằng các 
phương pháp khác. Bài toán xác định nội 
lực và chuyển vị của hệ dầm có xét đến 
biến dạng trượt ngang tỏ ra rất đơn giản 
vì có thể so sánh cả hệ phức tạp với một 
hệ đơn giản. Hiệu quả của cách làm này 
càng cao khi hệ cần xét càng phức tạp. 

Phương pháp giải bài toán kết cấu bằng 
cách sử dụng hệ so sánh mở ra khả năng 
nhận được dữ liệu thực nghiệm của một 
kết cấu từ việc nghiên cứu thực nghiệm 
kết cấu khác - một phương pháp mới và 
có hiệu quả. 

Đây là một phương pháp mới và 
đúng nên có thể dùng nó như một công 
cụ phục vụ công tác giảng dạy và học 
tập. Phương pháp cho phép nhận được 
giữ liệu thực nghiệm từ việc thực nghiệm 
kết cấu khác nên có thể ứng dụng trong 
việc xây dựng mô hình mô phỏng. Dùng 
lý thuyết đã xây dựng ở trên để nghiên 
cứu nội lực và chuyển vị của các kết cấu 

chịu uốn khác như tấm, vỏ vv...có xét 
đến biến dạng trượt ngang do lực cắt Q 
gây ra. 
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