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TÓM TẮT  

Cho f là một hàm thuộc lớp C1,1 trên một tập mở khác rỗng trong không gian 
Hilbert H. Gọi M là hằng số Lipschitz của gradient f . Với một điều kiện của f tác 
giả chứng minh rằng 
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Từ khóa: C1,1-hàm, định lí thác triển Whitney. 

ABSTRACT 
Let f be a C1,1-function on a nonempty open subset of the Hilbert space H. 

Denote by M the Lipschitz constant of the gradient f . With an added condition 
of f, author prove the following inequalities 
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1. GIỚI THIỆU 
Giả sử H là một không gian Hilbert với tích vô hướng 

được kí hiệu bởi .,. .  Một hàm thực trên  được gọi là 

thuộc lớp C1,1 nếu nó khả vi và gradient của nó là một hàm 
đồng liên tục Lipschitz. Gọi E là một tập con của H. Mỗi cặp 
hàm f : E ,G : E Η  được gọi là một 1 - jet. Trong [4], 
Gruyer chứng minh rằng, điều kiện cần và đủ để một 1-jet (f, 
G) có thể thác triển lớp C1,1 lên toàn H là: 

2 2
x H a b E

f(a) f(b) G(a),x a G(b), x b
2supsup .

a x a x  

    
 

  
 

Từ kết quả trên Gruyer cũng đạt được một mở rộng của 
Định lí thác triển Whitney [2, 3, 4, 5] cho các hàm thuộc lớp 
C1,1. 

Theo [1], 1-jet (f, G) được gọi là thỏa mãn điều kiện CW1,1 
trên E nếu tồn tại hằng số M > 0 sao cho 

21
f(x) f(y) G(y),x y G(x) G(y)

2M
      

với mọi x,y E.  

Cũng trong công trình đó, Azagra và Mudarra chứng 
minh được rằng nếu f là một hàm lồi thuộc lớp C1,1 trên 

thì (f , f )  thỏa mãn điều kiện 
1,1.CW   

Mục đích của bài báo này là đưa ra một chặn trên cho 
f(x) f(y) G(y),x y    đối với hàm thuộc lớp C1,1 trên một 

tập mở thuộc H và mở rộng kết quả của Azagra và Mudarra 
[1] tới trường hợp mà ở đó điều kiện về tính lồi được giảm 
nhẹ. 

2. KIẾN THỨC CHUẨN BỊ 

Trong phần này, tác giả đưa ra một số khái niệm và kết 
quả liên quan. 

Cho (H, .,. ) là một không gian Hilbert. Đoạn thẳng nối 

hai điểm x, y thuộc H, kí hiệu bởi [x, y] là tập các điểm 
z tx (1 t)y    với t [0,1].  Kí hiệu H* là không gian đối ngẫu 
của H. Định lí biểu diễn Riesz khẳng định rằng ánh xạ 

*: H H  cho bởi (x)(y) : x,y là một đẳng cấu bảo toàn 

chuẩn.  

Xét E là một tập mở khác rỗng trong H và f : E  là một 
ánh xạ khả vi, với ánh xạ đạo hàm  

*f ' : E H .  

Gradient f của f là ánh xạ từ E vào H được cho bởi 
1f f '.     

Do đó, với mỗi )x E, f(x   là phần tử duy nhất của H 

thỏa mãn f(x),y f '(x)(y)   với mọi y H.  

Do 1  liên tục, nên nếu f thuộc lớp C1 thì f là ánh xạ 
liên tục. 

Ánh xạ f được gọi là thuộc lớp C1,1 nếu f thuộc lớp C1 và 
f  đồng liên tục Lipschitz. 

Đạo hàm theo hướng h H  của f tại x E được định 
nghĩa bởi 
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t 0

f(x th) f(x)
Df(x,h) lim .

t

 
  

Nếu f khả vi tại x thì f có đạo hàm theo mọi hướng tại x 
và Df(x,h) f '(x)(h).  

3. KẾT QUẢ CHÍNH 

Định lí 3.1. Cho E là một tập mở khác rỗng trong không 
gian Hilbert H và f : E   là một hàm thuộc lớp C1,1 Gọi M 
là hằng số Lipschitz của f . Khi đó: 

a)   
2M

f(x) f(y) f(y),x y x y
2

       với mọi x, y sao 

cho đoạn thẳng [x; y]  thuộc E. 

b) 21
f(x) f(y) f(x) f(y) f(y),x y

2M
        với mọi 

x, y thuộc E sao cho tồn tại dãy các số dương {tk} hội tụ đến 
0 thỏa mãn k kt x (1 t )y E    và 

k k k kf(t x (1 t )y) t f(x) (1 t )f(y).       

Chứng minh: 
Các kết luận của định lí là hiển nhiên đúng trong trường 

hợp x = y. Sau đây ta xét trường hợp x và y phân biệt. 

a) Ta có  
1 1

0 0

d
f(x) f(y) f(tx (1 t)y)dt f(tx (1 t)y), x y dt.

dt
             

Mặt khác: 
1

0

f(y), x y f(y), x y dt.      

Do đó:  
1

0

f(x) f(y) f(y),x y f(tx (1 t)y) f(y),x y dt.           

Từ đó, ta có: 
1

0

1

0

1
2 2

0

f(x) f(y) f(y),x y f(tx (1 t)y) f(y),x y dt.

f(tx (1 t)y) f(y) x y dt

M
Mt x y dt x y .

2

         

     

   







 

b) Cố định x, y thỏa mãn điều kiện trong kết luận b). Xét 
hàm h : E   xác định bởi: 

 
1

h(z) f(z) f(y) f(y), z y .
M

      

Ta có: 

h(y) 0  và  
1

h(x) f(x) f(y) f(y),x y .
M

      

Ta cũng có: 

f(z) f(y)
h(z)

M
 

              (1) 

Do đó h(y) 0.   

Để chứng minh kết luận, ta giả sử điều ngược lại: 

21
f(x) f(y) f(x) f(y) f(y),x y

2M
        

và chỉ ra điều mâu thuẫn.  
Từ giả thiết này và những điều trên ta có: 

2 2

2

1 1
h(x) f(x) f(y)

2 2M
f(x) f(y) f(y), x y

h(x)
M

   

   
 

           (2) 

Ta có: 

 

 

 

k k k k k

k k

k
k

1
h(t x (1 t )y) f(t x (1 t )y) f(y) f(y), t (x y)

M
1

t (f(x) f(y)) f(y), t (x y)
M
t

f(x) f(y) f(y),x y t h(x).
M

        

    

     

 

Do h(y) 0   nên đạo hàm theo phương x – y của h tại y 
triệt tiêu. Do đó: 

k k

k k
k k

h(y t (x y)) t h(x)
0 Dh(y,x y) lim lim h(x).

t t 

 
      

Kết hợp cùng (2) ta được h(x) 0.   

Đặt a h(x) 0, b h(x) 0      và 
h(x)

v .
h(x)


 


 

Xét hàm số φ :   cho bởi φ(t) h(x tv).    

Ta có: 
φ(0) b,φ'(0) h(x), v a.      

Hơn nữa, do ν có chuẩn bằng 1, f  có hằng số Lipschitz 
bằng M nên từ (1) ta cũng có: 

φ'(t) φ'(s) h(x tv),v h(x sv),v

h(x tv) h(x sv),v

f(x tv) f(x sv)
,v

M

f(x tv) f(x sv)
t s .

M

      

    

   


   
  

 

Vậy φ’ có hằng số Lipschitz không vượt qua 1. Áp dụng 
Định lí Lagrange, ta có: 

2t
φ(t) b at φ(t) (φ(0) φ'(0)t .

2
       

Mặt khác, từ (2) ta có 21
b a .

2
  Do đó: 

2
2 a

h(x av) φ(a) a b 0.
2

        

Đặt x' x av.   Do h(y) = 0 nên x' y.  Ta có 

 

 

 

k k k k k

k k

k
k

1
h(t x (1 t )y) f(t x' (1 t )y) f(y) f(y),t (x' y)

M
1

t (f(x') f(y)) f(y), t (x' y)
M
t

f(x') f(y) f(y),x' y t h(x').
M

        

    

     
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Do h(y) 0  nên đạo hàm theo phương x’ - y của h tại y 
triệt tiêu. Do đó: 

k

k
k

k

k
k

h(y t (x' y))
0 Dh(y,x' y) lim

t

t h(x')
lim h(x') h(x av).

t





 
  

   

 

Ta dẫn tới điều mâu thuẫn. Từ đó ta có điều phải chứng 
minh. 

4. KẾT LUẬN 
Trong bài báo này, tác giả đã đạt được một số đánh giá 

sai phân tại địa phương. Chúng tôi hy vọng rằng trong các 
nghiên cứu tiếp theo, bài toán thác triển sẽ được mở rộng 
tương ứng. 
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