CONG NGHE

P-ISSN 1859-3585 | E-ISSN 2615-9619

SU TON TAI NGHIEM CUA LGP PHUGNG TRINH KHUECH TAN

DI THUGNG

ON THE EXISTENCE FOR ANOMALOUS DIFFUSION EQUATIONS

TOM TAT

Béng phuong phap diém bt dong, ching tdi chiing minh dugc su ton tai
nghiém trén thang Hilbert cho Idp phuong trinh vi phdn khong dia phuong niia
tuyén tinh, 16p phuong trinh nay dugc sir dung dé mo ta cac hién tugng khuéch
tan di thudng. Két quéa thu dugc c6 thé ap dung cho nhiéu md hinh thuc té véi
phan phi tuyén tang trudng dang da thic.

Tir khéa: Phuong trinh vi phdn khdng dia phuong, khuéch tdn di thuong, su
ton tai nghiém.
ABSTRACT

We analyze the existence of solutions on Hilbert scales for a class of
anomalus diffusion equations by using fixed point arguments. The obtained
results may be applied to concrete models with polynomial growth.
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1. GIOI THIEU
Cho Q Ia mot mién bi chan trong khong gian R" véi
bién tron 0Q . Xét phuong trinh
at[k*(u—uo)]+(—A)vu:f(u),t>0,er, (1)
véi diéu kién ban dau
u(0,x) = @(x),x € Q, )
va diéu kién bién Dirichlet
u(t,x)=0,t>0,x € 0Q. (3)
Trong (1), nhan keL}oc(R*), y>0va f:R>RIaham

cho trudc. Ky hiéu * la ky hiéu tich chap Laplace vdi bién
t
thai gian, ticla (k*v)(t,x)= Ik(t —s)v(s,x)ds.
0
Trong tai liéu [14], cac tac gia da chi ra rdng hang t dau
tién cha phuang trinh (1) cho thay phuong trinh nay thudc
vao |6p cac phuong trinh vi phan dao ham riéng khong dia
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phuang theo bién thai gian. N6 dung lam mé hinh dé méo
ta cac qua trinh khuéch tan di thudng. Hon niia, (1) con la
mo hinh t8ng quat cGla mdt s6 phuang trinh khi chon ham
nhan k khac nhau.

Trong bai bao nay, ching t6i sit dung gia thiét dugc s
dung phé bién cho ham k sau day:

Gia thiét (K): Ham k el (R) khéng am va khéng tdng,
va tén tai mét ham le L, (R) sao cho k¥ =1trén (0,).

Dua theo gia thiét nay, ching ta c6 thé 1dy mét sé vi du
minh hoa vé tinh t8ng quat cia mé hinh néi trén. Cu thé,

a-1

. Khi @6,

v6i ham gamma T'(a),a >0, ta dat g, (t)= F( )
a

(1) Ia phuong trinh mé ta qua trinh
e khuéch tan cham: k(t)=g, ,(t) va I(t)=g,(t) Vi
€ (0;1). Phuong trinh (1) la phuong trinh vi phan phan
thu, day la I6p phuong trinh dugc nghién cdu rong rai va c6
rat nhiéu Gng dung.

1
e khuéch tan siéu cham: k(t)=IgB(t)dB va
0

P

© __pt
I(t) =.[1e dp,t> 0, thi ta c6 phuong trinh véi bac phan
o ITP
phoi.
Mat khdc, (1) la phuaong trinh vi phan phan thi da hang

t&r néu chon k(t)= > ug, , (t) V6i o e(0;1) va p >0.
i=1

Trong trudng hgp phuong trinh (1) la phuong trinh
tuyén tinh thi su ton tai va dang diéu nghiém da duoc
nghién ctu trong [5]. Trong trudng hgp nita tuyén tinh,
tinh 6n dinh Lyapunov dugc cong bd trong cong trinh [4, 5,
6]. Gan day, ching téi nghién ctu vé tinh giadi dugc ciing
nhu tinh &n dinh cho trudng hop khéng cé tré, va co tré vai
phan nhiéu phi tuyén tang trudng dudi tuyén tinh trong
khong gian Hilbert va két qua dugc céng bé trong [1, 2].

Muc dich clia bai bdo nay la nghién ctu su ton tai
nghiém clGa hé néi trén trong thang Hilbert véi phan phi
tuyén yéu hon. Cau tric ctia bai bao nhu sau: Trong phan
chuan bi, ching téi trinh bay vé phuaong trinh tich phan
Volterra, thang Hilbert va cac toan t lién quan dén nghiém
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nhe cling céc tinh chat cla chiung. Cac tinh chat nay cling
la nhitng déng gép clia chung t6i trong viéc lam phong
phu nghién ctu vé nhiing toan ti tuyén tinh lién quan dén
nghiém cda phuong trinh vi phan trong khéng gian Hilbert.
Phan két qua chinh trinh bay vé su tén tai nghiém va én
dinh nghiém. Cac két qua nghiéu ctu nay sé lam tién dé
cho nghién clu ti€p vé sy ton tai trén cac khong gian
Sobolev phan thi bang cach st dung phuong phap nhing.
2. KIEN THUC CHUAN BI
2.1. Phuong trinh tich phan Volterra
Goi s var la cac nghiém cta phuong trinh Volterra loai 2
s(t) +p.(I*s) (1) =1, t>0
r)+p(I*r)(H) =It), t>0

Su ton tai nghiém va tinh duy nhat nghiém da dugc
chiing minh trong [3]. Ching t6i nhac lai & duéi day mot s
tinh chat quan trong ctia cac nghiém s(-,u) va r(-u).

Ménh dé 1. (xem [1, 6]) Gia st (K) dugc théa man. Khi dé
s(-1), r(5H) €Ll (R) v6i méi u > 0. Thém nifa, ta c6 cac
tinh chat:

(a) Ham s(-,u) khong am va khong tang va

t
s(t,p)[Hujl(T)dT]SL Vt>0, vi thé néuleU(R),
0
thi lims(t,n)=0.
t—ow
(b) Ham r(~,u) I3 khéng am va

t

s(tn) =1=k[r(tu)dr=k*r(ap)(t), t20.

t
Nén J.I’(T,p)dl' <pu L vt>o0.
0

(© V6i méi t > 0, cic ham s6 pr— s(t,p) va
ui- r(t,u) khong tang.
2.2, Thang Hilbert

Ky hiéu {e}r_, la cdsd truc chuan ctia khéng gian L(Q)
gém cac ham riéng cla toan ti -A vai diéu kién bién
Dirichlet thuan nhat, tuc la

—Ae, =\e, trong Qvae,=0trén 0Q.

Khi d6, ta c6 thé gid st rdng cac gia tri riéng théa man
O<A <A, <---<A, >0 khin—> 0.

Véi B > 0, ta dinh nghia cac khéng gian
P :{veLz (Q): X (v.e, ) <oo},
n=1
& day ky hiéu (,) dugc hiéu 1a tich vé hudng trong

L2(Q)). Khi @6 HP la cac khéng gian Hilbert véi tich vé hudng
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(UaV)HB = nZ::)\pn (u’en )(V’en)

va chuén xac dinh nhu sau:
[Vl = 2%, (ve,)".
n=1

Pay la cac khong gian con cda L*(Q) véi ¢é tinh nhing
nhu sau H* < H® khi B, > B, , tinh don diéu giam.

Hon nira, cac phép nhing H* <2 (Q) la compact va ta
c6 thé xac dinh H® bang cach coi né chinh la khéng gian
d6i ngau cdia HP véi tich vé hudng <~,~>7ﬁﬁ va chuan nhu

sau:

I =0 ()

Cac khéng gian H® don diéu tang theo B bai vi ta 6 cac
phép nhing H™® cH™® .

Céc khong gian Hilbert H®, B € R duoc goi la cac thang
Hilbert ctia L*(Q).

Trén thang Hilbert, toan tuf (—A)V xac dinh nhu sau

(A v=3X.(v.e, )e,.v e HY.

n=1
2.3. Toan tii gidi - tinh chat va Pinh nghia nghiém cta hé
Dua vao cac nghiém cda phuong trinh tich phan
Volterra va céc gia tri riéng cta toan tir (-A)', ta dinh
nghia cac toan t s(t) va R(t) nhu sau

S(tv = Zs(t, N)(v.e)e,, t=0,vel?(Q) 4)

n=1

R(t)v = Zr(t, N)(v.e,)e,, t>0,vel?(Q) (5)

n=1

dé thay S(t) va r(t) 1a cac toan td tuyén tinh. Sau day
chuing t6i dua ra mot s6 tinh chat dong vai tro chinh trong
phan su ton tai nghiém.

Ménh dé 2. Xét cac toan tu S(t) va r(t) dugc dinh nghia
bdi (4) va (5), ta cd

(i) v6i v e H° thi
Is(t)v].. Ss(t,)\‘:)”v

(i) V6i geC([0,T];H") thi R*geC([0,T]:H"), & day

H He "

v=0-y(n+1) va ne(0;1).Hon nla, ta c6

[R*a(t)

] , 2
’ {J‘ (T;n lat-0lf, dr} .

o (1%l

Ching minh: Phép ching minh la tuong tu nhu phép
ching minh ctia Lemma 2.3 trong [1].
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Trong phan ti€p theo, chung téi s& dung ki hiéu u(t)
thay cho u(t,-) va xét u la mot ham xac dinh trén [0, T] va

ldy gid tri trong HP, Be R. V6i ge C([0,T];*(Q)), ta xét

bai toan tuyén tinh

o [k*(u—ug) |+(-
véi diéu kién ban dau
u(0)=uq, (7)

Dua vao cac toan t S(t) va R(t), ta c6 dinh nghia nghiém
nhe cho bai toan (6)-(7) nhu sau

Pinh nghia 1. Ham u(t) eH’,t[0,T],6 20 dugc goi
la nghiém nhe cta bai toan (6)-(7) trén [0, T] néu: vGi

A) u=g(t),t>0,xeQ, (6)

te[0.T], u(t) = S(tyug + [Rt-ig(v)d
0

Dua vao Dinh nghia trén, ta c6 dinh nghia sau cho bai
toan (1)-(3).

Pinh nghia 2.

Ham u(t) eH’,t€[0,T],6 >0 dugc goi la nghiém nhe
clia bai toan (1)-(3) trén [0, TI néu: véi t €[0,T],

t
u(t) = S(t)p + J.R(t —f (u(1)dt ®)
0

3.5V TON TAI NGHIEM TREN THANG HILBERT

Trong phan nay chung t6i dua ra diéu kién da cho su
ton tai nghiém trén thang Hilbert va tinh 8n dinh nghiém.

Gia thiét F.

Gid st ham f:H° > H" v6i 020 va 0-2y<v<o-vy,
théa man cac diéu kién sau

I (@)~ F . < C(lullz + 15 v

vdi cac hdang s6 cho trudc C >0, m > 0 va f(0) =
Chu y 1. VGi gia thiét 0 -2y <v <a-vy, thiludn tén tai

Yu,veH® (9)

He

sO n, =97V 4 théaman n. €(0,1), va ta sé st dung s6 n-
Y
mot cach thudng xuyén trong chiing minh clia cac két qua
chinh duéi day.
Chu y 2. Néu f(u)=[uP,p>1, thi gid thiét trén dugc

théa man.

Véi s6 P > 0, sit dung ham trong w, (t) = ﬁ,t >0,
dé xay dung khéng gian Banach sau:

V= vl (O D) | Mo o @ vl [, <]

Chay rang, ham trong la ham tang trén (0, T) vi

iwp(t) = ! )2 [1—et”’ —%e”"j >0,t>0.

a0 ey
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Do d6: 0 <esssupw,(t) SL_T/P.
te(0,T) 1-e

(10)

Pinh li 3.1 (Vé sy ton tai nghiém)
Cho @ e H°. Néu gia thiét F dugc thoadn man, thi tén tai
o <O thi bai toan (1)-(3)
c6 duy nhat nghiém trong mot hinh cdu cta khéng gian
Ve

Chiing minh.

Chung ta chiing minh bang cach ap dung nguyén li anh
Xa co Banach cho anh xa dugc xac dinh nhu sau

F :Bp o V°°
trong d6

cac s6 duong , P sao cho: khi [|¢

— Ve

t
Fu)(t) = S(t)p+ j R(t—Df (u(m)dt, t e[0,T] (11)
0

véi ueBg,d day Br la hinh cau dong trong khéng gian
V>, véitdm & géc va béan kinh R > 0.

Trudc hét ta xét hang t&r dau trong vé tréi cda (11), s
dung tinh chat (i) trong Ménh dé 2, ta c6 udc lugng sau

[s(t)e o)

< efes((?g)p(wp(t)||5(t

2,0
Ve

<o

u t
o €sssup(w,(1)

(12)

& day ta da strdung s(t,\) <1 véi t>0,theo Ménh dé
1 (b), va uéc lugng (10).

Lay mot phan tir bat ki ue Vp"°, ta udc lugng hang ti
thd hai trong (11).

Truéc hét, st dung Ménh dé 2(ii) véi g(t) = f(u(t)), ta
dugc:
t
I(r) 2
f(ut-1)|, dt
| o < [erifet-ok
t
CZJ~ |(T " ( 2(m+1) dt (13)
0 ‘I*l

3 day chung ta da s dung (9) véi f(0) =
duaratrong Chuy 1.

Ta théy, voi hau khdp t e(0,T) thi:
ju)l, <w ]

Hon niia, st dung bat déng thic sa cdp 1-e ™ <x,x >0
ta duoc

Ova s6 n- dugc

(14)

0.0
Ve

wy (1) = < (15)

v6i t€(0,T).
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SU dung cac udc lugng nay, ta ti€p tuc uéc lugng (13)
nhu sau:

Ref(ue)of, <

Vi j( () 4

o (%)™ (1)
_ C? 2(m+1) (1*|)Hh Q)]
= pam EEEC
()™M pme

- Pz(m+1) 1- n "U Vo

G day, ta da s dung tinh don diéu tdng cda ham
t (141)" (b).

Do d9¢, ta dugc:
ull (16)

0,0
Vo

on,
c (1) M,
Jyi-n.
Két hop cac udc lugng (10) va (16), ta thu dugc
-n
c ()2 (M 7 me
Pmﬂ( \/3—n T Jullss - (17)

Tu dinh nghia cla toan ti nghiém F duara & (11), két
hgp cung véi cac udc lugng (12) va (17), ta dugc:

[R*f(u0)®l, <

P(m+1)

T C (1*|)1% M T

||‘7:(u)"v;°° < "(p"H" -I_e—T/P + Pm+1 ﬂ 1— efT/p m+1 (1 8)

Do lim ”:/P =1, nénta cé thé chon s6 P > 0 sao cho
Poo]—@”
T/P
P <2. (19)

Ta chon R =2¢|, T

— ’
H 1—e T/P

1 Ji- "

Vé 6 = 2(2m+3)/m -1,

(1*|) 2 (T)
Tirdé, néu ||, <5 va ueB, thi
( ) Mz m ) M TP

T - eT/P(Pj "

e m ﬁ_—f) T{'i,P< 2o, "R

F

i,
e
sc“ﬁz_m(] T/I:/Pj (258
_rL —e
<R
2

Tu d6 udc lugng (18) tré thanh
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T R
|7 @le <ol =745
2 2

véi ueB, . Nhu vay, toan ti nghiém gitia bat bién hinh
cau B, .Tucla ]—'(ER)cﬁR.

Tiép theo, chiing t6i sé chi ra rang toan ti nghiém la co
trén hinh cau B, . That vay, ta ldy hai phan ti bat ki

uv e Br va sUf dung (11), thi dugc
t
F(u)®-F(v)(®)= J.R(t—r)[f(u(r))—f(v(r))] dr,te[0,T].
0

Tiép tuc st dung Ménh dé 2(ii) va (9) trong gia thiét F,
thi ta dugc
t

o [ '(T) -]

0

2m t
szzcz(EJ .[ o '(T) ||u(T) v

||]-' u)(t) - F (v

Hv

P e ¢

2 T-n.
e[ RY™ - Vllvm ()™M
P P 1-n.
g day ta cling da st dung thém cac uéc lugng (14) va
(15).
Nhu vay, ta dugc:

.
lu=vheo (1) 2 (1
P 1_n*
St dung (14) va (15) mot lan niia, ta dugc

]

,te(O,T).

|F(w@-F(v) o), <2C(Pj

-,
T/ (1%1) 2 (T)"u_V|

1-e ™ fi-n.

||f t) - ]—"()

Vay toan tir nghiém la todn tl co trén E

Ap dung nguyén li anh xa co Banach ta dugc diéu phai
chidng minh.

Dinh li ti€p theo sé chi ra nghiém phan ra vai téc d6 dac
trung béi ham l

Jt
Pinh li 3.2 (V& su 8n dinh nghiém). Néu gia thiét cta
Pinh i 3.1 dugc thda man, thi
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He °

Ju(o)],, J—||<P

v6i hau khdp noi t (0, T).

Chitng minh.
Goi ula nghiém ctia bai toan (1)-(3) thu dugc tu Binh li
3.1, khi dé
T

Két hop véi (), ta dugc:

ess sup[{(—w,”u

te(O,T)

Do doé

Ju()

—t/P

<
: t/P

s

t/P
f;&f(m”“(t)
Tos el ||

vGi hau khdp te (O,T), & day ta da sir dung bat dang

)

o

. 1-e™ 1 y
thic so cap < ,X>0. Phép chiing minh két
X V1+x
thac.
4, KET LUAN

Bang cach xay dung khéng gian c6 trong cung véi st
dung nguyén li anh xa co Banach, chung t6i da chi ra diéu
kién du dé bai toan (1)-(3) c6 nghiém trén thang Hilbert vdi
phan phi tuyén co thé tang truéng da thic, ndéi dung dugc
phat biéu trong Dinh Ii 3.1. Ngoai ra, ching téi chiing minh
dugc tinh 8n dinh nghiém trong Dinh Ii 3.2.

Huéng phat trién tiép theo clia nghién ctu nay la xét su
tén tai nghiém trong khéng gian Sobolev phan thi va
nghién ctu tinh chinh qui ctia nghiém.
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