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DA �là�kh��

ngh�ch�Drazin�c�a� A .�Ta�s���ánh�giá�c�n�tr�n�c�a�sai�s��t��ng���i�
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�v�i��i�u�ki�n�c��th��

nào��ó.��C�n�tr�n�c�a�sai�s��nghi�m�c�a�h��ph��ng�tr�nh�tuy�n�tính Ax b= ,�v�i� Imb A� ,�c�ng�s��

���c�nghi�n�c�u�trong�bài�báo�này.

T��khóa� Ch��s�,�kh��ngh�ch�Drazin,�h��ph��ng�tr�nh�suy�bi�n..

PERTURBATION�OF�THE�DRAZIN�INVERSE

ABSTRACT��Let� A �and� E ��be�square�matrices�of�order� n ��and� B A E= + .�Denote�the�Drazin�

inverse�of� A �by�
DA .�We�give�an�upper�bound�for�the�relative�error�

|| ||

|| ||

D D

D

B A

A

−
�under�certain�

circumstances.�An� error� bound� of� the� solution� for� the� linear� system� , ImAx b b A= � � is� also�

considered.�.
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1.�GI�I�THI�U

�i�u�ki�n�c�n�và������i�v�i�tính�li�n�t�c�c�a�kh��ngh�ch�Drazin�������c�Campell�và�

Meyer���a�ra�vào�n�m�1975�3�,�nh�ng�kh�ng�m�t�nghi�n�c�u�chi�ti�t�nào�v��c�n�tr�n�

���c���a�ra.�C�ng�trong�bài�báo�này,�h��ch��ra�hai�khó�kh�n�trong�vi�c���a�ra���c�l��ng�

chu�n�c�a�kh��ngh�ch�Drazin.�Th��nh�t,�kh��ngh�ch�Drazin�là�lo�i�y�u�c�a�“lu�t�gi�n�

��c”�và�có�ph�n�khó�làm�vi�c�h�n�theo�ph��ng�pháp���i�s��so�v�i�kh��ngh�ch�Moore-

Penrose.�H�n�n�a,�d�ng�chu�n�t�c�Jordan�kh�ng�ph�i�là�hàm�li�n�t�c�t�� n n n n� ��� � ,�

trong�khi��ó�th��kh��ngh�ch�Drazin�có�th��coi�là�m�t�d�ng�chu�n�t�c�Jordan.��V��nh�ng�

lí�do�này�mà�h��cho�r�ng��khó�có�th���ánh�giá�chu�n���i�v�i�kh��ngh�ch�Drazin.
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Trong bài vi�t này, ta ký hi�u n n��  là t�p h�p các ma tr�n ph�c c�p n ; Im A  và  

ker A  theo th� t� là �nh và  h�t nhân c�a ma tr�n A . Ký hi�u || . ||  là chu�n bán nhân 

tính nào �ó trên n n��  th�a mãn || || 1nI = , v�i nI  là ma tr�n ��n v� c�p n  .  

Ta s� nghiên c�u chi ti�t v� c�n trên ��i v�i sai s� t��ng ��i  
|| ||

|| ||

D D

D

B A

A

-
 c�a 

, ,DA A E B A= -  v�i nh�ng �i�u ki�n c� th�.  

2. ������T������H��H 

��nh ngh�a 2.1. Cho ma tr�n n nA ��� . S� nguyên không âm k  nh� nh�t th�a mãn: 

 1Im Imk kA A+ = , (1) 

���c g�i là ch� s� c�a ma tr�n A  và ký hi�u là ind( )A . 

Nh�n xét. Ch� s� c�a ma tr�n luôn t�n t�i.  

��nh ngh�a 2.2. Cho ma tr�n n nA ���  v�i ind( )A k= . Ma tr�n n nX ���  ���c 

g�i là kh� ngh�ch Drazin c�a A  n�u nó th�a mãn các �i�u ki�n sau 

 1, , kAX XA XAX X A X A+= = =

 

(2) 

Ký hi�u kh� ngh�ch Drazin c�a ma tr�n A  là 
DA . Khi ind( ) 0A =  ho�c ind( ) 1A =   

thì DA  ���c g�i là ngh�ch ��o nhóm c�a A , và ký hi�u là gA . 

Nh�n xét. N�u A  là ma tr�n l�y linh b�c k  thì ind( )A k=  và DA O= ; còn n�u A  

là ma tr�n kh� ngh�ch thì ind( ) 0A =  và 1DA A-= .  

Cho 
n nA ���  khác ma tr�n l�y linh và d�ng chu�n t�c Jordan c�a A  là 

 11

2

A O
A P P

O A
- � �

= � �
� �

, (3) 

A A ind( )A

trong �ó 1A  là ma tr�n kh� ngh�ch và 2A  là ma tr�n l�y linh. Khi �ó ta có ind( )A  

b�ng b�c l�y linh c�a 2A  và kh� ngh�ch Drazin c�a A  là: 

1
1 1D A O

A P P
O O

-
- � �

= � �
� �

. 

��nh ngh�a 2.3. Ma tr�n n nE ���  ���c g�i là ma tr�n nhi�u t��ng thích c�a A  

n�u nó th�a mãn các �i�u ki�n sau: 

 D DAA E EAA= , (4) 

 m D mE AA E= , v�i m��  nào �ó (5) 

 ( ) ( )D D
n nAE I AA EA I AA- = - . (6) 

B� �� 2.1. Cho ma tr�n n nA ���  có phân tích nh� � (3). Khi �ó ma tr�n n nE ���  

là nhi�u t��ng thích c�a A n�u và ch� n�u  

 11

2

E O
E P P

O E
- � �

= � �
� �

, (7) 

Chu�n�bán�nh�n�tính� || . || �tr�n� n n�� �là�chu�n�th�a�m�n�

|| . || || || . || ||, , n nA B A B A B �� ∀ ��
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v�i kh�i ma tr�n t��ng thích v�i 
1

2

A O

O A

� �
� �
� �

, còn 2E  là ma tr�n l�y linh, giao hoán 

v�i 2A . 

Ch�ng minh. Gi� s� E  là ma tr�n nhi�u t��ng thích c�a A . ��t: 

1D
n

s

O O
A I AA P P

O I
- � �

= - = � �
� �

. 

Khi �ó �i�u ki�n (4) t��ng ���ng v�i A E EA= . ��t  

11

2

E U
PEP

V E
- � �
= � �
� �

. 

Ta có 

11 1 1

2 2

( )( ) .
s

O OE U O U
PEA P PEP PA P

O IV E O E
- - - � �� � � �
= = =� �� � � �

� � � �� �
  

11 1 1

2 2

( )( ) .
s

O O E U O O
PA EP PA P PEP

O I V E V E
- - - � � � � � �
= = =� � � � � �

� � � �� �
 

T� �i�u ki�n A E EA= , suy ra ,U O V O= = .V�y ��ng th�c (7) th�a mãn. B�i 

�i�u ki�n (5) thì 

1 1
2

2 2

m m
n s m

m m

I OE O E O
E O

O OO E O E

-� � � �� �
= � =� � � �� �
� �� � � �

. 

Cu�i cùng, �i�u ki�n (6) t��ng ���ng v�i �i�u ki�n 

1 1 1 1

2 2 2 2s s

O O O OA O E O E O A O

O I O IO A O E O E O A

� � � �� � � � � � � �
=� � � �� � � � � � � �

� � � � � � � �� � � �
, 

hay  

2 2 2 2

O O O O

O A E O E A

� � � �
=� � � �

� � � �
. 

V�y 2 2 2 2A E E A= .  

Ng��c l�i, gi� s� ma tr�n n nE ���  th�a mãn �i�u ki�n (7) v�i 2E  là ma tr�n l�y 

linh, ta có th� ki�m tra l�i các �i�u ki�n (4), (5) và (6) ��u th�a mãn v�i phép nhân các 

ma tr�n kh�i. 

B� �� 2.2. Cho ma tr�n 
n nF ��� và  || || 1F < . Khi �ó nI F+  là ma tr�n không suy 

bi�n và 

1 1
|| ( ) ||

1 || ||
nI F

F
-+ �

-
. 

��nh lý 2.1. Cho  ma tr�n n nE ���  là nhi�u t��ng thích c�a ma tr�n n nA ���   sao 

cho || || 1DA E < . ��t B A E= + , khi �ó: 
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 B A= , (8) 

 1 1( ) ( )D D D D D
nB I A E A A I EA- -= + = + , (9) 

 || || || ||

|| || 1 || ||

D D D

D D

B A A E

A A E

-
�
-

     (11) 

 || || || ||
|| ||

1 || || 1 || ||

D D
D

D D

A A
B

A E A E
� �

+ -
 (12) 

 

Ch�ng minh. Ta có  
11

11 1 1 11

2

D n s
n n

s

E O I A E OA O
I A E I P P P P

O E O IO O

--
- - -

� �� � +� �
+ = + = � �� � � �

� �� � � �
 . 

Theo b� �� 2.2 thì ma tr�n D
nI A E+  kh� ngh�ch vì || || 1DA E < , do �ó các ma tr�n 

1
1 1 1 1,n sI A E A E-

- + +  kh� ngh�ch vì 
1 1

1 1 1 1 1( )n sI A E A A E- -
- + = + . 

B�i b� �� 2.1 thì 2E   là ma tr�n l�y linh, giao hoán v�i 2A , do �ó 2 2A E+  c�ng là 

ma tr�n l�y linh, cho nên  

1 11

2 2

.
A E O

B P P
O A E

-
+� �

= � �+� �
 

Do �ó 1

s

O O
B P P A

O I
- � �

= =� �
� �

. Tính toán ta ���c: 

11 1
1 1 1 1 1( )D D n s

n

s

I A E O A O
I A E A P P

O I O O

-- -
- - -

� � � �+
+ = � � � �

� �� �
 

                            
1 1 1

1 1 1 1( )n s

s

I A E O A O
P P

O I O O

- - -
- -
� � � �+

= � � � �
� �� �

 

             
1

1 1 1( ) DA E O
P P B

O O

-
- � �+

= =� �
� �

 

��ng th�c th� hai c�a (9) ���c ch�ng minh t��ng t�. 

Áp d�ng B� �� 2.2, ta ���c 

1 1
|| ( ) ||

1 || ||
D

n D
I A E

A E
-+ �

-
. 

L�i có 1|| || || ( ) ||D D D D D
nB A I A E A A-- = + -  

                    1|| ( ) [ ( )] ||D D D
n n nI A E I I A E A-= + - +   

                    1|| ( ) ||D D D
nI A E A EA-= +    

                    1|| ( ) || . || || . || ||D D D
nI A E A E A-� + . 
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T� �ó ta có �ánh giá 

|| || || ||

|| || 1 || ||

D D D

D D

B A A E

A A E

-
�

-
 

1 1 || ||
|| || || ( ) || || ( ) || . || ||

1 || ||

D
D D D D D

n n D

A
B I A E A I A E A

A E
- -= + � + �

-
 

|| || || ( ). || || || . || || || || (1 || ||)D D D D D D D
n nA I A E B B I A B A E= + � + � + . 

 Suy ra 

|| || || ||
|| ||

1 || || 1 || ||

D D
D

D D

A A
B

A E A E
� �

+ -
. � 

H� qu� 2.1. Gi� s� n nA ���  và 1{ }k kE �
=  là dãy các nhi�u t��ng thích c�a A sao 

cho || || 0D
k kA E= � . Khi �ó 

 || || .
|| ( ) || 0

1

D
D D k

k

k

A
A E A+ - � �

-
, khi k �� . (13) 

�i�u ki�n || || 0D
k kA E= �  trong h� qu� 2.1 có th� thay th� b�i gi� thi�t m�nh 

h�n, �ó là || || 0kE � , khi �ó (13) v�n th�a mãn v�i || || . || || 0D
k kA E� � . Tuy 

nhiên, � ví d� d��i �ây cho ta th�y �i�u ki�n || || 0D
kA E �  không kéo theo || || 0kE � . 

Ví d� 1. Cho  

1

2 2

, k

k

A O F O
A E

O A O A

� � � �
= =� � � �
� � � �

 , 

� �ây 1A  là ma tr�n kh� ngh�ch, 2A  là ma tr�n l�y linh khác ma tr�n không và 

kF O�  . Khi �ó  m�i kE  là m�t nhi�u t��ng thích c�a A , và 

2

k

O O
E O

O A

� �
� �� �

� �
. 

Tuy nhiên 
1

1D k
k

A F O
A E O

O O

-� �
= �� �
� �

. 

��nh lý 2.1 m� r�ng k�t qu� c�a Wei và Wang [7], h� �ã nghiên c�u nhi�u c�a kh� 

ngh�ch Drazin và thu ���c �ánh giá ��i v�i chu�n || ||D DB A-  v�i �i�u ki�n 

 D DAA EAA E=  và || || 1DA E < . (*) 

�� th�y ���c m�i liên h� gi�a k�t qu� c�a h� và ��nh lý 2.1, ta xét m�nh �� sau: 

M�nh �� 2.1. Các �i�u ki�n sau �ây là t��ng ���ng v�i gi� thi�t là n nA ���  là 

m�t ma tr�n v�i ind( )A k= , và n nE ��� : 

(i) D DAA EAA E= . 

(ii) A E O EA= = . 
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(iii) Im Im kE A�  và ker kerkA E� . 

(iv) N�u A có phân tích (3) v�i 1A  là ma tr�n không suy bi�n và 2A  là ma tr�n l�y 

linh thì E  có phân tích (7) v�i 2E O= . 

Ch�ng minh.  

(i) (ii)� . Nh�c l�i r�ng D
nAA I A= - . N�u (i) th�a mãn, khi �ó 

2( )D D D D DEA A AA E AA AA EAA E= = = , 

và EA O= . T��ng t� thì A E O= .  

Ng��c l�i, n�u (ii) th�a mãn, ta có  
D D D D D DA E O E AA E EAA AA EAA E AA EAA= � = � = � = . 

T��ng t� n�u ( )D D
nEA O E I AA O E EAA= � - = � = , suy ra 

D D DAA E AA EAA= . 

Vì ( ) ( )D D D D
n nA E EA I AA E E I AA AA E EAA= � - = - � = , do �ó 

D D DE AA E AA EAA= =  

(ii) (iii)� . Chú ý r�ng Im ker kA A=  và ker Im kA A= . 

T� A E O= , suy ra  

Im ker Im kE A A� = . 

T� EA O= , suy ra  

Im ker ker kerkA E A E� � � . 

Ng��c l�i, n�u Im Im kE A�  và ker kerkA E�  thì  

Im Im kerkE A A A E O� = � =  . 

Im ker kerkA A E EA O= � � = . 

(ii) (iv)� . N�u A E O EA= =  thì ta có �i�u ki�n (4), (5), (6) ��u th�a mãn, t�c 

E  là ma tr�n nhi�u t��ng thích c�a A . Theo B� �� 2.1 thì ma tr�n E  có phân tích 

11

2

E O
E P P

O E
- � �

= � �
� �

 . 

Ta có 

11 1

2 2

.
s

O O E O O O
O A E P P P P

O I O E O E
- -� � � � � �

= = =� � � � � �
� � � �� �

. 

Suy ra 2E O= . Ng��c l�i, gi� s� 

1 1 1; ;
s

O OE O
E P P A P P

O IO O
- -� �� �

= = � �� �
� � � �

 

Khi �ó A E EA O= = . � 

Nh�n xét. N�u ma tr�n n nA ���  v�i ind( )A k=  th�a mãn �i�u ki�n (*), khi �ó 

các gi� thi�t c�a ��nh lý 2.1 ���c th�a mãn v�i nhi�u có d�ng sau: 
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1 11

2

.
A E O

B A E P P
O A

-
+� �

= + = � �
� �

 

T� (8) ta có B A=  và chú ý r�ng và ker Im kA A= , suy ra Im Imk kA B= .  

L�i có Im ker Im ker ker kern k k k k k kA A B B A B= � = � � =� .  

Ví d� 2. Ta s� ch�ng t� r�ng n�u A  và các ma tr�n kE  th�a mãn �i�u ki�n (*), khi 

�ó �i�u ki�n || || 0D
k kA E= �  t��ng ���ng v�i �i�u ki�n || || 0kE � .  

Th�t v�y, gi� s� || || 0D
k kA E= � , ta có: 

|| || || || || || . || || || || . 0D D
k k k kE AA E A A E A= � = � . 

�i�u ng��c l�i là rõ ràng. �i�u này có ngh�a r�ng, v�i �i�u ki�n (*) thì 

( )D D
k kA E A E O+ � � � . 

3. �ng d�ng  

Trong ph�n này, ta s� ��a ra �ng d�ng ��i v�i nhi�u c�a h� ph��ng trình tuy�n tính. 

Cho ma tr�n n nA ���  v�i ind( )A k= . Khi �ó Im kern k kA A= �� .  

Xét h� ph��ng trình tuy�n tính  

 , Im kAx b b A= �   (14) 

Ph��ng trình (14) có nghi�m 0
Dx A b=  và là nghi�m duy nh�t thu�c Im kA   

Th�t v�y, do Im k kb A b A v� � = . Khi �ó 
1( )D D k k D kA A b AA A v A A v A v b+= = = = . 

V�y 0
Dx A b=  là nghi�m c�a h� ph��ng trình (14). L�i có  

0 ( ) ImD D k k D kx A b A A v A A v A= = = � . 

Gi� s� Imk ku A c A= �  là nghi�m khác c�a (14), suy ra 0 Im ku x A- � . Ta có  

1

1

1
( ) 0

k k

k D

D k D k

Au b A u A b
A u A b

AA b b A A b A b

+

+

+

= � =� �
� � - =� �

= =�� �
, 

hay 1ker kerD k ku A b A A+- � = . Do �ó  

0ker Im {0}D k k Du A b A A u A b x- � = � = =I . 

Nghi�m t�ng quát c�a h� ph��ng trình (14) là kerDA b A+ . 

��nh ngh�a 3.1. Cho ma tr�n n nA ��� . S� �i�u ki�n c�a kh� ngh�ch Drazin ���c 

��nh ngh�a là: 

( ) || || . || ||D
D A A A= . 

��nh lý 3.1. Cho ma tr�n n nA ���  v�i ind( )A k= , n nE ���  là ma tr�n nhi�u 

t��ng thích c�a A th�a mãn || || 1DA E < , ��t B A E= +  và , Im kb u A� . N�u nx��  

là nghi�m c�a h� ph��ng trình Ax b=  và ny�� là nghi�m c�a ph��ng trình 

Ay b u= + . Khi �ó 



T�P�CH��KHOA�H�C, S��48,�tháng�9�n�m�2021

 || ( )( ) || || || || ||
. || ||

|| ( ) || 1 || || || |

D
n

D D
n

I A y x A u
E

I A x A E A b

�- -
� +�- - �

 

(15) 

H�n n�a, n�u || || . || || 1DA E <  thì 

 || ( )( ) || ( ) || || || ||
.

|| |||| ( ) || || || || ||1 ( ).
|| ||

n D

n
D

I A y x A E u

EI A x A bA
A

� �- -
� +� �- � �-

 
  (16) 

Ch�ng minh. Xét 0 0, ( )D Dx A b y B b u= = + . T� (9) ta có: 

( )D D D D D D D
nB I EA A B A B EA+ = � - = - . 

Do �ó 0 0 0( )D D D D Dy x B A b B u B Ex B u- = - + = - + , suy ra 

0 0 0|| || || || .(|| || || ||)Dy x B Ex u- � + . 

Áp d�ng (11) v�i �i�u ki�n || || 1DA E < , ta ���c: 

0 0 0 0

|| || || ||
|| || (|| || || ||) (|| || . || || || ||)

1 || || 1 || ||

D D

D D

A A
y x Ex u E x u

A E A E
- � + � +

- -
, 

0 0

0 0

|| || || || || || || || || ||
|| || || ||

|| || 1 || || || || 1 || || || ||

D D

D D D

y x A u A u
E E

x A E x A E A b

� � � �-
� � + = +� � � �- - � �� �

 

V�y (15) th�a mãn khi 0 0,x x y y= = . 

N�u Ax b=  và By b u= + , khi �ó 0 1x x x= +  và 0 1y y y= +  v�i  

1 ker ker kx A A� � , 1 ker ker kerk ky B B A� � = .  

Chú ý r�ng 1 1 ker ker( )k
ny x A I A- � = - , suy ra 

0 0 1 1( )( ) ( )( ) ( )( )n n nI A y x I A y x I A y x- - = - - + - -  

                                      0 0 0 0( )( )nI A y x y x= - - = -  

Nh�ng 0 0 0 0 0Im k ky x A y x A u- � � - = , do �ó 

0 0 0 0 0 0( )( ) D k k
nI A y x AA A u A u y x- - = = = -  

V�y 0 0( )( ) ( )nI A y x y x- - = - . T��ng t� thì 0( )nI A x x- = , do �ó  

|| ( )( ) || || || || ||
. || ||

|| ( ) || 1 || || || ||

D
n

D D
n

I A y x A u
E

I A x A E A b

� �- -
� +� �- - � �

  

Ti�p theo, ta có 1 || || 1 || || . || || 0D DA E A E- � - >  và 

1 || ||
|| || || || . || ||

|| || || ||
D D

D

A
b AA b b A A b

A b b
= � � � � . 

Suy ra 
|| ( )( ) || || || || || . || ||

. || ||
|| ( ) || 1 || || . || || || ||

D
n

D
n

I A y x A A u
E

I A x A E b

� �- -
� +� �- - � �
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.
|| |||| ( ) || || || || ||1 ( )
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n D
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I A y x A E u

EI A x A bA
A

� �- -
� +� �- � �-

. � 

4. K�t lu�n 

Tính liên t�c c�a kh� ngh�ch Drazin �ã ���c m�t s� tác gi� nghiên c�u, nh�ng l�i ít 

có các nghiên c�u chi ti�t v� �ánh giá v� c�n trên c�a sai s�. K�t qu� chính v� tính liên 
t�c c�a kh� ngh�ch Drazin � các bài báo [4,6] nói r�ng n�u ( )nA  là dãy các ma tr�n 

trong n n��  h�i t� v� ma tr�n A , khi �ó D D
nA A�  khi và ch� khi kA A� . Tuy 

nhiên,  có nhi�u khó kh�n khi �ánh giá sai s� || ||D D
kA A- . M�t s� tác gi� �ã ��a ra 

�ánh giá sai s� c�n trên v�i nh�ng �i�u ki�n quá “ch�t”.  

Trong bài báo này, ta �ã m� r�ng các k�t qu� c�a bài báo [3], �ánh giá sai s� 

|| ||D D
kA A-  v�i nh�ng �i�u ki�n “nh�” h�n, �ó là �i�u ki�n || || 0D

kA E � , trong khi 

�ó m�t s� tác gi� yêu c�u || || 0kE � (chú ý n�u || || 0kE �  thì || || 0D
kA E �  vì chu�n 

ta xét là chu�n bán nhân tính, �i�u ng��c l�i không �úng �ã ch� ra � Ví d� 1).  ��ng 

th�i ta c�ng ��a ra ���c �ánh giá sai s� c�a nghi�m c�a h� ph��ng trình tuy�n tính.  
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