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TÓM�TẮT: Trong�bài�báo�này,�chúng�tôi�giới�thiệu�một�phương�pháp�lặp�mới�giải�bài�toán 

cân�bằng�với�song�hàm�đơn�điệu.�Phương�pháp�dựa�trên�phương�pháp�lặp�của�Ronald�và�

Bruck�và�kỹ�thuật�bài�toán�phụ�của�Noor�kết�hợp�với�tính�chất�của�ma�trận�đối�xứng�xác�

định�dương.�Thuật�toán�được�đề�xuất�khá�đơn�giản,�hơn�nữa,�nó�giảm�nhẹ�các�giả�thiết�cần�

thiết�để�thu�được�sự�hội�tụ�về�nghiệm của�bài�toán�cân�bằng.�Cụ�thể�các�phương�pháp�trước�

đây�thường�yêu�cầu�điều�kiện�đơn�điệu�mạnh�và�liên�tục�Lipschitz�của�song�hàm.�Trong�

phương�pháp�chúng�tôi�đề�xuất�chỉ�yêu�cầu�tính�đơn�điệu�của�song�hàm�và�không�cần�tính�

liên�tục�Lipschitz.�Bên�cạnh�đó,�định�lý�hội�tụ�của�thuật�toán�cũng�được�thiết�lập�và�chứng�

minh�một�cách�chi�tiết�trong�bài�báo.

Từ�khóa: Bài�toán�cân�bằng; Tính�đơn�điệu; Kỹ�thuật�bài�toán�phụ; Phương�pháp�lặp�

A ITERATIVE METHOD 

FOR  MONOTONE EQUILIBRIUM PROBLEM 

ABSTRACT: In this paper, we introduces  a new iterative method for solving monotone 

equilibrium problem. The method is based on the iteration mothod of Ronald and Bruck 

and the auxiliary problem principle of Noor, combining the usage of symmetric and 

positive definite matrices. The proposed algorithm is quitely simple, moreover, it 

simplifies the assumptions necessary in order to converge to the solution. Specifically, 

whereas previous methods require strong monotonicity and Lipschitz-type continuous 

conditions. Our proposed method only requires monotonicity without Lipschitz-type 

continuos conditions. Besides that,  the convergence theorem  is olso  established  and to 

be proved a detail in the paper.

Key words: Equilibrium problem; Monotone; Auxiliary problem principle. Iterative 

method. 
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1.�GIỚI�THIỆU

- Cho là�một� tập� con� lồi,� đóng,� khác� rỗng� của�không�gian� nR , xét song hàm 

sao cho với�mọi� .�Xét�bài� toán�cân�bằng� (Equilibrium 

problem)�và�được�ký�hiệu�là� ):

- Tìm sao cho 

- Tập�nghiệm�của�bài�toán�trên�được�ký�hiệu� .

- Xét�ánh�xạ�đa�trị� .�Khi�đó,��bài�toán:

Tìm và sao cho , được�gọi�là�bài�toán�bất�

đẳng� thức� biến� phân� đa� trị� (ký� hiệu� ).� Bằng� cách� đặt�

,�khi�đó�bài�toán� và là�tương�

đương�với�nhau�[15].

- Bài toán được�giới�thiệu�lần�đầu�tiên�bởi�H.�Nikaido�và�K.�Isoda�[3]�

vào�năm�1955.�Tuy�bài�toán�phát�biểu�khá�đơn�giản�nhưng�nó�lại�bao�hàm�được�nhiều�

lớp�bài�toán�quan�trọng�thuộc�nhiều�lĩnh�vực�khác�nhau�như�bài�toán�tối�ưu,�bài�toán�

bất đẳng�thức�biến�phân�đa�trị,�đơn�trị,�bài�toán�điểm�bất�động,�cân�bằng�Nash,�v.�v…[2,�

9].�Điều�này�cũng�giải�thích�vì�sao�bài�toán�cân�bằng�ngày�càng�được�nhiều�người�quan�

tâm�nghiên�cứu.

Một�song�hàm� được�gọi�là

i) Đơn�điệu�mạnh trên với�hằng�số� ,�nếu�và�chỉ�nếu

ii) Đơn�điệu trên nếu�và�chỉ�nếu�

iii) Giả�đơn�điệu trên C ,�nếu�và�chỉ�nếu

iv) Liên�tục�kiểu�Lipschitz trên với�các�hằng�số� và ,�nếu

Dễ�thấy�từ� .

Ánh�xạ�đa�trị� được�gọi�là�đơn�điệu�nếu� với�mọi� và�với�

mọi�
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Với� .� Khi� đó� được� gọi� là� phép� chiếu�

metric�của� lên .

- Dễ�thấy� có�các�tính�nhất�sau:

Với� thì được�gọi�là�nón�pháp�

tuyến�của� tại� ;

được� gọi� là�

dưới�vi�phân�của� theo�biến�thứ�2�tại� .

Một�hàm� được�gọi� là� nửa� liên� tục�dưới� trên� nếu�với�mọi� , 

ta có

2.�TỔNG�QUAN�NGHIÊN�CỨU

Các�hướng�nghiên�cứu�chính�của�bài�toán�cân�bằng� bao�gồm:�Nghiên�

cứu�sự�tồn�tại�nghiệm,�cấu�trúc�và�tính�ổn�định�của�tập�nghiệm�[7,�8];�hướng�thứ�hai�là�

nghiên�cứu�các�thuật�giải�và�sự��hội�tụ�của�các� thuật�giải�[13,�15];�cuối�cùng�là�ứng�

dụng�của�bài�toán�vào�các�vấn�đề�thực�tế�đặc�biệt�là�các�mô�hình�kinh�tế�[5, 6]. Trong 

các�hướng�nghiên�cứu�trên�thì�các�phương�pháp�giải�đóng�một�vai�trò�rất�quan�trọng.�

Một�số�phương�pháp�giải�đáng�chú�ý�cho�bài�toán�cân�bằng�là�phương�pháp�điểm�gần�

kề�[13],�nguyên�lý�bài�toán�phụ�[4]�và�đặc�biệt�là�phương�pháp�chiếu�và�các�biến�thể�

của�nó�[14].�

Vào�năm�1977�Ronald�và�Bruck�[10]�đã�giới�thiệu�một�phương�pháp�lặp�khá�đơn�

giản�để�giải�bài�toán�bất�đẳng�thức�biến�phân�đa�trị�như�sau:�Chọn� 1x C� và�dãy�số�dương�

.�Tại�mỗi�bước�lặp� ,�thực�hiện�các�tính�toán

Chọn� ;

Tính ;

Đặt� .
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Với�các�giả�thiết�tập�nghiệm�của�bài�toán� khác�rỗng,� đơn�điệu�trên�

và , thì dãy sinh� ra�bởi� thuật� toán� trên�

hội�tụ�yếu�về�một�nghiệm�của�Bài�toán� .

Bằng�cách�sử�dụng�mối�qua�hệ�tương�đương�giữa�bài�toán�bất�đẳng�thức�biến�phân�

đa�trị� và�bài�toán�cân�bằng�với�song hàm:

, và� với� , thì

, chúng� tôi� đề� xuất� một� thuật�

toán�lặp�mới�để�giải�bài�toán�cân�bằng� với�song�hàm�đơn�điệu�mà�không�cần�

điều�kiện�liên�tục�Lipschitz�của�nó.�

3.�NỘI�DUNG�NGHIÊN�CỨU�

3.1�Thuật�toán

Bước�0. Cho�trước�ma�trận� vuông�cấp� đối�xứng,��xác�định�dương�và� . 

Chọn� và .

Bước�1. Giải�bài�toán�lồi�mạnh�

Tính .�Nếu� thì�dừng,�ngược�lại�thì�chuyển�sang�Bước�2.

Bước�2. Tính .

Bước�3. Gán chuyển�về�Bước�1.

3.2�Sự�hội�tụ�của�thuật�toán

Để�chứng�minh�sự�hội�tụ�của�thuật�toán�trên�ta�cần�sử�dụng�tới�các�bổ�đề�kỹ�thuật�

sau�đây.

Bổ�đề�3.1�([1]) Cho và là�3�dãy�số�thực�không�âm�thỏa�mãn�bất�đẳng�

thức� ,

Với�mọi�số�tự�nhiên� ,�trong�đó�
1

k
k

b
�

=

 +�� và .



TẠP�CH��KHOA�H�C,�S��54, tháng 9 - 2022 17

Thì tồn�tại.

Bổ�đề�3.2�([11]) Cho và là�2�dãy�số�thực�không�âm�thỏa�mãn�các�điều�

kiện và 

Thì ta có

Sự�hội�tụ�của�thuật�toán�được�thể�hiện�qua�định�lý�sau.

Định�lý�3.1 Giả�sử�song�hàm� đơn�điệu,�nửa�liên�tục�dưới�và�lồi�theo�biến�thứ�2�

trên , và .

Khi�đó,�nếu�thuật�toán�kết�thúc�tại�bước�lặp�thứ� nào�đó�thì� là�một� nghiệm�

của�bài�toán� .�Ngược�lại,�dãy� sinh�ra�bởi�Thuật�toán�1,�hội�tụ�về�một�nghiệm��

.

Chứng�minh. Nếu�thuật�toán�kết�thúc�tại�điểm�lặp� kx với� thì là�nghiệm�

của�bài�toán� [9].�Do�đó,�ta�có�thể�nói� là�một� nghiệm�của�bài�toán�

nếu�và�chỉ�nếu� Trong�trường�hợp�ngược�lại,�chứng�minh�định�lý�được�chia�làm�

các�bước�sau.

Bước�1. Chứng�minh�tồn�tại� . Trong�đó�

Từ , suy ra 

, trong�đó� là�hàm�chỉ�trên� . 

Do�đó,�tồn�tại� và sao cho 

Theo� định� nghĩa� của� , thì ,� do� đó�

Mặt� khác,� vì� nên� với� mọi� , ta có
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Do� đó� ,� , 

trong�đó�� .�Vì�vậy

Sử� dụng� giả� thiết� với� mọi� và� tính� đơn� điệu� của� , ta có 

Áp�dụng� với� , ta có

Từ� bổ� đề� và� giả� thiết� với� , 

,�suy�ra�tồn�tại� .�Bước�1�được�chứng�minh�xong.

Nhận�xét. Theo�Bước�1,� ta�có� Lại� có� là�ma� trận�xác�định�

dương�nên�tồn�tại� sao cho ,

Và�do�đó�dãy� bị�chặn.�Từ�đó� cũng�bị�chặn,�suy�ra�tồn�tại�dãy�con� hội�

tụ�về� .

Bước�2. Chứng�minh� .

Theo ta có

Dựa�vào�tính�đơn�điệu�của� ,�tức�là� với�mọi� ,�ta�thu�được

Áp�dụng�liên�tiếp�bất�đẳng�thức�trên�suy�ra

11 2 2 1

1 1

|| || || || 2 ( , ) 2 ( , ) .
j j

j

k k
k i i i

M M j i
i i

x x x x f x x f x x x C
+ +

= =

− − − � +  �� �
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Vì�vậy, . 

Từ�giả�thiết��song�hàm� lồi�theo�biến�thứ�2�và�theo�định�nghĩa�của� ta có

Đặt� thay vào và ,� ta� được

Cho ,�và�sử�dụng� nửa�liên�tục�dưới�theo�biến�

thứ�2�và� , ta có .�Do�đó� là�một�nghiệm�của�bài�toán�cân�

bằng�đối�ngẫu� .�Theo�giả�thiết� đơn�điệu�nên�ta�cũng�có� .�Như�

vậy�Bước�2�được�chứng�minh�xong.

Bước�3. Chứng�minh dãy hội tụ�về��� .

Theo� giả� thiết� tập� khác� rỗng� và� song� hàm� đơn� điệu� trên� nê� tập�

lồi� và� tồn� tại� duy� nhất� điểm� sao cho 

Ký�hiệu� ,�sử�dụng� và�bất�đẳng�thức� ta 

thu�được

Vì�vậy�,�ta�có�� (6)

Theo�định�nghĩa� nên 
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Kết�hợp�với� , ta có

(7)

Do�đó�

Từ�giả�thiết� suy ra .�Vì�vậy,�tồn�tại�

.�Kết�hợp�điều�này�với� ta có là�dãy.�Do�đó� tồn� tại�giới�hạn�

.� Mặt� khác,� từ� định� nghĩa� của� và� chứng� minh� trên,� ta� có�

,� với� mỗi� và� với� mọi� ta có 

và

2 2

2

2

2 2 2

|| || || ||

|| (1 ) ||

|| ( ) ( ) ||

|| || 2 ( ), || || .

k k k

M M

k k

M

k k k

M

k k k k k k

M M

x u x x

y u x

y u u x

y u M y u u x u x

− � −

= + − −

= − + −

= − + � − − � + −

Vì�vậy,�� Cho ta�được

.

Thay bởi� thì   ( ), 0 .k k kM z u x u k� − − � � 

Do�đó,�

trong�đó� .�Nhận�hai�vế�bất�đẳng�thức�trên�với�
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ta�được

Vì , nên suy ra

Áp�dụng�Bổ�đề� với� và ,�ta�được

khi (9)

Trong�đó� và . 

Tương�tự�ta�cũng�có� khi . 

Kết�hợp� và dẫn�tới�kết�luận� , hay .�Do�đó�dãy�

hội�tụ�về� .�Suy�ra�với�mọi� sao cho  thì  , 

trong�đó� Giả�sử� không�hội�tụ�về� .�Khi�đó,

sao cho 

Do�đó�tồn�tại�dãy�con� thỏa�mãn� Vì bị�chặn�nên�chứa�

dãy con hội� tụ� về� . Điều� này� mâu� thuẩn.� Như� vậy� phải� hội� tụ� về�

Định�lý�hoàn�toàn�được�chứng�minh.��������������������������������������������������������������������������������������

4. K�T LUẬN 

Trong�bài�báo�tác�giả�đã�đề�xuất�một�cách�tiếp�cận�mới�để�giải�bài�toán�cân�bằng.�Tại�

mỗi�bước�lặp� ,�hàm�toàn�phương�dạng�chuẩn�tắc� được�tổng�quát� �bằng�một�

hàm�toàn�phương�dạng� ,�trong�đó� là�một�ma�trận�đối�xứng�xác�định�

dương�cấp� trong không gian .�Tác�giả�đã�chứng�minh�được�sự�hội�tụ�của�thuật�toán�

về�nghiệm�của�bài�toán�cân�bằng� chỉ�với�giả�thiết�đơn�điệu�và�không�cần�đến�

tính�liên�tục�Lipschitz�của�song�hàm� .
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