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TÓM�TẮT: Trong bài báo này, thông qua độ�ráp�của�hàm�mô�hình�theo�hệ�hàm�cơ�sở�cho�
trước,�chúng�tôi�đưa�ra�công�thức�xác�định�tham�số�phi�trung�tâm�của�thống�kê�kiểm�định�F�
cho�mô�hình�hồi�quy�tuyến�tính�hai�pha.�Tham�số�này�phụ�thuộc�vào�kích�thước�mẫu,�và�tăng�
theo�tỉ�số�giữa�độ�ráp�và�sai�số�của�mô�hình.�Các�kết�quả�này�được�sử�dụng�để�tính�xác�suất�
mắc�sai�lầm�loại�II�khi�tiến�hành�kiểm�định�điểm�chuyển�cho�mô�hình�hồi�quy�tuyến�tính�hai�
pha.�Hơn�nữa,�dựa�vào�một�số�kết�quả�về�sự�hội�tụ�cũng�như�tốc�độ�hội�tụ�của�độ�ráp�theo�sự�
hội�tụ�yếu�của�dãy�thiết�kế,�bài�báo�cũng�chỉ�ra�một�số�hệ�quả�và�giới�hạn�của�xác�suất�mắc�
sai�lầm�loại�II.

Từ�khóa:�độ�ráp,�sai�lầm�loại�II,�hàm�mô�hình,�điểm�chuyển.

APPLICATION OF THE ROUGHNESS OF THE MODEL FUNCTION FINDING NON-CENTRAL 

PARAMETERS OF F-TEST FOR TWO-PHASE LINEAR REGRESSION 

ABSTRACT: In this paper, by using the roughness of the model function based on the given 
basis function system, the author will present an explicit formula for the non-centrality 
parameter of F-test statistic for two-phase model function. This parameter depends on the 
sample size and increases with the ratio between the roughness and the error of the model. 
The findings are used for calculating the hypothesis of the type II error for change-point of 
two-phase model function. Furthermore, based on some findings of the convergence as well 
as convergence speed of the roughness based on the weak convergence of the design 
sequences. The author also points out some consequences and the limit of probability of the 
type II error.

Keywords: roughness, type II error, the model function, change-point.

1. GIỚI�THIỆU

Nhiều�quá�trình�trong�thực�tế�tuân�theo�mô�hình�hồi�quy�tuyến�tính�hai�pha,�ở�đó�các�tham�
số�điều�khiển�mô�hình�giữ�nguyên�giá�trị�trong�pha�đầu,�tại�một�thời�điểm�nào�đó�nó�chuyển�
sang�giá�trị�khác�và�giữ�nguyên�trong�pha�còn�lại.�Việc�nghiên�cứu�mô�hình�có�thay�đổi�trạng�
thái�như�vậy�được�gọi�là�mô�hình�điểm�chuyển�- đã�được�phát�triển�trong�nhiều�thập�kỉ�gần�đây�
và�được�áp�dụng�rộng�rãi�trong�nhiều�lĩnh�vực�khác�nhau.�Có�nhiều�phương�pháp�đã�được�đề�
xuất�để�xem�xét�liệu�một�hàm�mô�hình�có�xảy�ra�điểm�chuyển�tại�một�vị�trí�nào�đó�hay�không:�
phương�pháp�sử�dụng�tỉ�số�hợp�lý�[1],�phương�pháp�sử�dụng�tiêu�chuẩn�thông�tin�[6],�sử�dụng�
thống�kê�CUSUM�để�phát�hiện�điểm�chuyển�được�nghiên�cứu�bởi�Berkes,�I.�và�cộng�sự�[4].�…
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Trong�trường�hợp�sai�số�có�phân�bố�chuẩn�với�phương�sai�hằng�số,�Chow,�G�[5]�đã�đưa�
ra�tiêu�chuẩn�kiểm�định�cho�bài�toán�hồi�quy�hai�pha�dựa�vào�thống�kê�F�- có�phân�bố�Fisher-
Snedecon�dưới�giả�thuyết�gốc�không�có�sự�chuyển�đổi.�Để�xác�định�được�xác�suất�mắc�sai�
lầm�loại�2�khi�kiểm�định,�việc�tìm�phân�bố�của�F�dưới�đối�thuyết�là�một�việc�cần�thiết.�Rõ�
ràng,�khi�mô�hình�có�sự�thay�đổi�trạng�thái�thì�hàm�mô�hình�đã�bị�"bẻ�gãy",�tức�là�không�còn�
"thẳng,�"trơn"�nữa.�Vì�vậy,�trong�mục�2,�chúng�tôi�giới�thiệu�tổng�quan�về�độ�ráp�của�hàm�
mô�hình�theo�hệ�hàm�cơ�sở�và�một�số�kết�quả�về�sự�hội�tụ�của�nó.�Ở�mục�3,�là�kết�quả�chính�
của�bài�báo,�chúng�tôi�chỉ�ra�độ�ráp�của�hàm�mô�hình�theo�hệ�hàm�cơ�sở�cho�trước�không�phụ�
thuộc�vào�hệ�số�của�pha�đầu�mà�chỉ�phụ�thuộc�vào độ�lệch�hệ�số�giữa�hai�pha.�Từ�đó,�chúng�
tôi�chỉ�ra�phân�bố�F�dưới�đối�thuyết�là�phân�bố�F�phi�trung�tâm,�ở�đó�tham�số�phi�trung�tâm�
được�biểu�diễn�thông�qua�kích�thước�mẫu,�độ�ráp�của�hàm�mô�hình�và�phương�sai�của�sai�số�
ngẫu�nhiên.�Trong�mục�này�một�số�kết�quả�cũng�được�đưa�ra�để�đánh�giá�độ�tốt�của�thống�kê�
kiểm�định�F�được�xây�dựng�thông�qua�giới�hạn�của�xác�suất�mắc�sai�lầm�loại�II.

2. TỔNG�QUAN�NGHIÊN�CỨU

Để�xét�sự�chuyển�đổi�trạng�thái,�chúng�ta�xem�xét�hàm�mô�hình�f(x)�được�xác�định�bởi:

11 1 1p p

21 1 2p p

z (x) ... z (x) khi a x x ,
f (x)

z (x) ... z (x) khi x x b,





� + + � ��
= �

 + +  ���

(1) ở�đó� đã�biết�

và�các�tham�số� chưa�biết.

Chúng�ta�quan�tâm�đến�bài�toán�kiểm�định�giả�thuyết�xem�có�sự�thay�đổi�hàm�mô�hình�

tại�điểm�chuyển� đã�biết�hay�không,�tức�cần�kiểm�định�cặp�giả�thuyết 0 1 2H : = =

với� 1 1 2H : � (2)

Nếu�xảy�ra�H1,�tức�là�tại�thời�điểm�k*�tương�ứng�với�điểm�chuyển�x*,�hàm�mô�hình�
không�còn�giữ�nguyên�"dáng�điệu"�cũ�mà�chuyển�sang�"dáng�điệu"�mới,�tức�là�nếu�xét�với�hệ�

cơ�sở� thì�hàm�mô�hình�đã�bị�"bẻ�cong".

Để�nghiên�cứu,�mức�độ�bị�"bẻ�cong"�của�hàm�mô�hình�sau�thời�điểm�k*,�các�tác�giả�
trong�[2,�3]�đã�đề�xuất�khái�niệm�"độ�ráp"�của�hàm�mô�hình�và�đã�thu�được�một�số�kết�quả.�

Để�tiện�theo�dõi,�chúng�tôi�sử�dụng�một�số�kí�hiệu:� là�ma�trận�có�phần�tử� ở�dòng�i�

cột�j;� nI là�ma�trận�đơn�vị�cỡ�n;� là�ma�trận�chuyển�vị�của�ma�trận� A ; ||A||�là�chuẩn�max�

của�ma�trận�A.�Hơn�nữa,�không�gian�con�sinh�bởi� 1 m,...,d d được�kí�hiệu�bởi� 1 m{ ,..., }d dL ; 

phép�lấy�tổng�trực�tiếp�của�hai�không�gian�con�bởi�� ;�phép�chiếu�trực�giao�lên�V�bởi� ; 

dãy� hữu� hạn� 1 n{x ,..., x } bởi� i n{x } .� Đối� với� hàm� phân� bố� F(x)� có� giá� trên� I,� kí� hiệu�

F I
h,g h(x)g(x)dF(x)  = � là�tích�trong�của�hai�hàm�h,�g�theo�độ�đo�dF- độ�đo�Lebesgue-

Stieltjes�tương�ứng�với�F(x).

Để�xấp�xỉ�hàm� theo�hệ�hàm tại�các�điểm�

cho�trước� 1 nx ,..., x I� ta xét mô hình (3)

với�sai�số� là�xác�định.�Kí�hiệu
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1 1 1 1 1

p n p n n

z (x) (x ) f (x )

(x) . . . , . . . , ... . . . , ... .

z (x) (x ) f (x )

�� � � � � � � � � �
� � � �� � � � � �

= = = = =� � � �� � � � � �
� � � � � �� � � ��  � � � � � �� � � �

z

z Z , f

z

Khi�đó,�mô�hình�(3)�được�viết�lại�dưới�dạng� Ở�đây,�chúng�ta�luôn�giả�sử�

nên� ước� lượng� của� làm� cho� tổng�
n

2
i i

i 1

f (x ) (x )
=

�−� z nhỏ� nhất� là�

.

Định�nghĩa�2.1. Ước�lượng�cho�sai�số�của�mô�hình�(3)

n
22

i n i i
i 1

1
ˆS (f , ,{x } ) f (x ) (x )

n =

�= −�z z

được�gọi�là�độ�ráp�của�hàm�f(x)�đối�với�hệ�hàm� 1 n{z (x),..., z (x)} dựa�trên�thiết�kế� i n{x } .

Định�nghĩa�2.2.�Thiết�kế F(x)�được�gọi�là�tương�thích�với�hệ�hàm�

trên�I�nếu�nó�có�giá�trên�I�và�ma�trận� khả�nghịch.

Để�nghiên�cứu�trường�hợp�giới�hạn,�chúng�ta�coi�mỗi�hàm�phân�bố�có�giá�trên�I�và�giá�
đó�chứa�ít�nhất�p�điểm�phân�biệt�là�một�thiết�kế�trên�I.

Chúng�ta�xét�một�số�giả�thiết�sau.

(A1) Hàm mô hình liên�tục�từng�khúc�và�bị�chặn,�tồn�tại�đạo�hàm� f (x)�

liên�tục,�bị�chặn,�trừ�một�số�hữu�hạn�điểm.

(A2)�Hệ�hàm� liên�tục.

(A3)�Thiết�kế�được�sử�dụng�tương�thích�với�hệ�

Đôi�khi,�chúng�ta�có�thể�thay�(A2)�bởi:

(A2’)�Hệ�các�hàm� là�khả�vi�liên�tục.

Nếu� các� giả� thiết� (A1)-(A3)� thỏa� mãn� thì� vector� tham� số� làm� cực� tiểu

được�ước�lượng�bởi
1

F Fˆ , , f ,
−�� �  z z z

với� .

Định�nghĩa�2.3. Với�các�giả�thiết�(A1)-(A3),

được�gọi�là�độ�ráp�của�hàm�mô�hình�f(x)�đối�với�hệ�hàm dựa�trên�

thiết�kế�F(x).

Sự�hội�tụ�của�độ�ráp�được�chỉ�ra�trong�[2],�và�tốc�độ�hội�tụ�được�chỉ�ra�trong�[3]�thông�
qua�định�lý�sau.

Định�lý�2.4�([2]) Với�giả�thiết�(A1)-(A3),�dãy�thiết�kế� hội�tụ�yếu�về�thiết�kế�

G(x).�Gọi�
(n)ˆ ˆ, , 2 2

nS (f , ,G ), S (f , ,G)z z là�ước�lượng�của�tham�số�và�độ�ráp�của�hàm�
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mô�hình�f(x)�dựa�trên�thiết�kế nG (x), G(x) tương�ứng.�Giả�sử� f(dG)(D ) 0,= với� là�tập�

điểm�gián�đoạn�của�f(x),�khi�đó

(i)

(ii) .

Định�lý�2.5�([3]) Giả�sử�(A1),�(A2’)�và�phân�bố�đều�rời�rạc� nF (x) có�giá�tại�các�

điểm� i{x a (b a)i / n, i 1,..., n}= + − = và� phân� bố� đều� tương� thích� với� hệ�

Kí� hiệu�
(n)ˆ ˆ, , tương� ứng� là� ước�

lượng�của�tham�số�và�độ�ráp�của�hàm�mô�hình�f(x)�dựa�trên�thiết�kế� i n{x } và . 

Khi�đó (4)

(5)

Tiếp�tục�với�bài�toán�(2),�không�mất�tính�tổng�quát,�ta�xét�hàm�mô�hình�f(x)�tại�các�quan�sát�

ix I [a, b], i=1,...,n� = và 1 2 nk k 1
x x ... x x x ... x 



+
� � � �  � � ,�khi�đó�mô�hình�được�

viết�dưới�dạng:

i

11 1 i 1p p i i
i i

21 1 i 2p p i i

z (x ) ... z (x ) , i 1,..., k ,
y f (x )

z (x ) ... z (x ) , i k 1,..., n,





� + + +  =�
= +  = �

 + + +  = +��

(6)

với�giả�thiết� i{ } là�dãy�các�biến�ngẫu�nhiên�độc�lập�cùng�phân�bố ,�ở�đó�

chưa�biết.�Kí�hiệu

1 k 1 1 k 1 i1

1 2 1 2 i

n n ipk k

(x ) y(x ) y

. . . , . . . , . . . , . . . , . . . , i 1,2,

(x ) (x ) y y

 

 

+ +
�� � � �� � � �� � �

� � � �� � � � � �
= = = = = =� � � �� � � � � �

� � � �� � � � � �� �� � � � � �� � � �� � � �

zz

Z Z Y Y

z z

1 k 1
1 1 1

1 2
2 2 2

nk

. . . , . . . , , , .
Z Y

Z = Y =
Z Y





+
� �� �
� �� � � � � � � �

= = � �� � � � � � � �
� � � � � �� �� � � � 

� � � �

Khi�đó,�mô�hình�(7)�được�viết�lại

i i i i , i 1, 2= + =Y Z hay 
1 1 1

2 2 2

� � � �
= + = +� � � �
� � � �

Z
Y f

Z
(7)

Để� thực�hiện�kiểm�định,�chúng� ta� luôn�giả� sử�ma� trận 1 2Z , Z , Z có�đủ�hạng,� tức� là�

1 2Rank( ) Rank( )= =Z Z

Dưới ,�ước�lượng�bình�phương�nhỏ�nhất�cho� được�xác�định
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và� tổng� bình� phương� phần� dư� tương� ứng� là�

n 2

T i i
i 1

ˆSSE y (x ) .
=

�= −� z

Dưới�H1,�ước�lượng�bình�phương�nhỏ�nhất�cho� , 2 dựa�trên� kquan�sát�đầu�và�

quan�sát�sau�được�xác�định:
1 1

1 1 1 1 1 2 2 2 2 2
ˆ ˆ( ) , ( ) ,− −� � � �= =Z Z Z Y Z Z Z Y (8) và�tổng�

bình�phương�phần�dư�tương�ứng�là

.

Trong�Chow,�G.�[5],�Lehman�và�cộng�sự�[7],�đã�chỉ�ra�dưới�H0,�thống�kê�kiểm�định

T 1 2

1 2

SSE (SSE SSE ) / p
F

(SSE SSE ) / (n 2p)

− +
=

+ −
(9) có�phân�bố� .�Do�đó,�với�mức�ý�nghĩa�  , 

giả�thuyết�H0 bị�bác�bỏ�nếu F f (p,n 2p). − (10)

3.�KẾT�QUẢ�NGHIÊN�CỨU

Để� đánh� giá� bài� toán� kiểm� định� (2),� ta� viết� lại� hàm� mô� hình� (1)� dưới� dạng

1 2 1 (x ,b]
f (x) (x) (x)( )I (x)= + −Z Z .

Đặt� 2 1= − ,�khi�đó�ta�viết�
1, ,x

f (x) thay cho 1 (x ,b]
f (x) (x) (x) .I (x)= +Z Z

.

Định�lý�sau�sẽ�chỉ�ra�độ�ráp�của�hàm�mô�hình�f(x)�không�phụ�thuộc�và�hệ�số�của�pha�

đầu�mà�chỉ�phụ�thuộc�vào�độ�lệch�hệ�số�giữa�hai�pha� 2 1− .

Định� lý� 3.1 Với� giả� thiết� (A2)-(A3) thì ở� đó,�

, x , ,x (x ,b]
f (x) f (x) (x) .I (x)z  �= = .

Chứng�minh.�Gọi� và là�các�tham�số�ước�lượng�làm�cực�tiểu

1

2

, ,x
I

(f (x) (x) ) dF(x) �−� z và 2

,x
I

(f (x) (x) ) dF(x) �−� z

Khi�đó,

1 1

2 2

, ,x , , x
I

2
1,x

I

2 2
0,x ,x

I

ˆS (f , , F) (f (x) (x) ) dF(x)

ˆ(f (x) (x)( )) dF(x)

ˆ(f (x) (x) ) dF(x) S (f , , F).

 



 

�= −

�= − −

�� − =

�

�

�

z z

z

z z

Tương�tự,� ,�từ�đó�ta�có�điều�phải�chứng�minh.�
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Hơn�nữa,�cũng�bằng�kí�hiệu�trên,�từ�việc�xét�bài�toán�kiểm�định�điểm�chuyển�cho�hàm�

mô hình 
1, , x

f  ta�chuyển�về�bài�toán�kiểm�định�điểm�chuyển�cho�hàm�mô�hình� . Khi 

đó,�bài�toán�(2)�trở�thành 0H : với� 1H : 0� (11)

Tiếp�theo,�chúng�tôi�sẽ�chỉ�ra�phân�bố�F�dưới�H1 thông�qua�độ�ráp�bởi�định�lý�sau.

Định�lý�3.2. Với�giả�thiết�(A2)-(A3),�dưới� thống�kê�kiểm�định�F�xác�định�bởi�(12)�

có� phân� bố� Fisher� phi� trung� tâm� F( , p, )� với� tham� số� phi� trung tâm

. (12)

Chứng�minh. Để�đơn�giản,�chúng�ta�vẫn�kí�hiệu�ước�lượng�hệ�số�cho�pha�đầu�(hệ�số�0) 

là và là�ước�lượng�hệ�số�dựa�trên�toàn�bộ�số�liệu,�chúng�ta�ước�lượng�hệ�số�cho�pha�sau�

(hệ�số� )�bởi� .�Đặt� 1 1 2 2 T 1 2W SSE SSE , W SSE (SSE SSE ).= + = − +

Rõ ràng
2 2

1 1 2 1 1 1 2 2
ˆ ˆW SSE SSE  .Y Z Y Z= + = − + −

Vì 
2

2 2 *
1 1 1

ˆ (k p),− =   −Y Z
2

2 2 *
2 2

ˆ (n k p)Y Z− =   − − và�chúng�độc� lập�

nên 
2 2

1W (n 2p)=  − .�Mặt�khác,

1 1 1 1ˆ − − − −� � � � � � � �= = + = +Z Z Z Y Z Z Z f Z Z Z f Z Z Z (13) với� kí� hiệu�

2

0
f

Z

� �
=� �
� �

Dễ�dàng�kiểm�tra�được� 1 1 1 1 11 1 2 2 2 2
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ    0Y Z Z Z Y Z Z Z
� �

− − + − − = nên

2 2
2 1 1 1 1 11 1

T

2 2 2 2

ˆ ˆ ˆ
ˆSSE

ˆ ˆ ˆ

Y Z Z Z
Y Z

Y Z Z Z

− −
= − = +

− −

Do�đó,�
2

2 T 1 2W SSE (SSE SSE ) || ||= − + = ,�với�
1 1 1

2 2

ˆ ˆ
.

ˆ ˆ

Z Z

Z Z

� �−
� �
� �−� �

Hơn�nữa,�từ�(7),�(8)�và�(13)

11
1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 11
1 1 1 1 1 1 1

ˆ ˆ ( )

( )

Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z f

Z Z Z Z f Z Z Z Z Z Z Z Z

−−

− −−

� � � �− = − +

� � � � � �= − + − 
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Tương�tự,

Nên

1 11 1 1 1 1

2 2 22 22 2

11 1 1 1

2 2 2 2

ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ

− −

−

� �− � �� �
� � � �= − + −� � � �� �� �− � � � �� �

� � � �
� �− + − + −� � � �

� � � �

Z Z P0
Z Z Z Z f Z Z Z Z

Z PZ Z

P P
= f Z Z Z Z Z P

P P

Với� nˆ ,= − �f Z và 
11

i i i i i( ) ,
−−� � � �= =P Z Z Z Z P Z Z Z Z tương�ứng�là�các�phép�

chiếu� trực�giao� lên�không�gian� con�sinh�bởi�các�cột� của�ma�trận� .�Với� j=1,…,p,�đặt

jj j 1 j j j nk k 1

j j j j 1 j n

(z (x ),...,z (x ),0,...,0) , (0,...0,z (x ),..., z (x )) ,

(z (x ),...,z (x ) , j 1,...,p,

 +
� �= =

�= + = =

u v

e u v

Ta có nên�viết�được� K L L⊥= � ,�ở�đó� là�phần�bù�trực�giao�của�L�trong�K.�

Từ� 1 2dim(L ) dim(L ) dim(L) p= = = suy ra dim(K) 2p= , và Hơn�nữa,

1 2

1 1 1
L L K L

2 2

( ) , ( ) ,−� �
�= + = =� �

� �

P
P P P Z Z Z Z P

P

nên 

Do�đó� với�
2 , k  kí�hiệu�của�phân�bố�khi�bình�

hương�phi�trung�tâm�với�k�bậc�tự�do�và�tham�số�phi�trung�tâm� Bởi�vì� 1 2W , W độc�lập

nên với�

2
i n,x2 2

2 2 2

nS (f , ,{x } )1 1
ˆ|| || ||

z
f Z



= −  =
  

.

Từ�đó�ta�có�điều�phải�chứng�minh.�

Nhận�xét�3.3.�Công�thức�(12)�cho�thấy�tham�số�phi�trung�tâm�phụ�thuộc�vào�độ�ráp�-

thể�hiện�sự�"không�thẳng"�hoặc�"không�trơn"�của�hàm�mô�hình�theo�hệ�hàm�cơ�sở�cho�trước.�

Hơn�nữa,�ta�có
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Thực�vậy,�

Lại�có,

2
2 21

n
2

2 2
n

ˆ ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ,

0
Z f Z Z Z Z f I P f P

Z

I P f P

−� �
� �− = − + = − +� �

� �

= − +

22 2
1

1 1 2 2 1 1 1 1 1

2 2 2 21
2 2 2 2 2 2 2 1 1 2 2

ˆ ˆ ( ) )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

Z Z Z Z Z Z Z

Z Z Z Z Z Z P P P

−

−

� �+ − = − +

� �+ − + = + =

nên 
2 22 2

n ˆ.VP ( )( ) . = − = − =  I P f f Z

Tiếp� theo,� ta� đặt� và .� Khi� đó,�

dưới�H1,�thống�kê�kiểm�định�F�có�phân�bố� nên�từ�(10)�ta�hoàn�toàn�tính�

được�xác�suất�mắc�sai�lầm�loại�2�tương�ứng�là

II i n n,x
P (f , ,{x } ) P F nR , p,n 2p f p,n 2pz = −  −� �� � .

Hệ�quả�3.4�Với�giả�thiết (A2’),�(A3),�ta�có

II i n 2,x

1
P (f , ,{x } ) P F nR O(1), p,n 2p f p,n 2p ,z 

� �� �
= + −  −� �� �

� �� �
(14)

với� và .

Hơn�nữa,�nếu� thì II i n
n
lim P (f , ,{x } ) 0.
��

=z

Chứng�minh.�Từ�(5),�

Nên�ta�suy�được�ngay�(14).�Phần�kết�luận�còn�lại�là�hiển�nhiên.�

4.�KẾT�LUẬN

Bài�báo�đưa�ra�khái�niệm�về�độ�ráp�của�hàm�mô�hình�và�đã�chỉ�ra�được�tính�chất�

khá�thú�vị�của�nó�đối�với�mô�hình�hồi�quy�tuyến�tính�hai�pha:�không�phụ�thuộc�vào�hệ�

số�của�pha�đầu�mà�chỉ�phụ�thuộc�vào�độ�lệch�hệ�số�của�hai�pha.�Điều�này�sẽ�giúp�việc�

tính toán,�nghiên�cứu�độ�ráp�tiện�lợi�hơn�khi�các�hàm�mô�hình�được�"phân�lớp"�dựa�trên�

độ� lệch�hệ�số�của�hai�pha.�Từ�đó,�bài�báo�đã� chỉ� ra�được�công� thức� tính� tham�số�phi�

trung�tâm�của�tiêu�chuẩn�kiểm�định�F�và�xác�suất�mắc�sai�lầm�loại�II�cho�bài�toán�kiểm�

định�sự�tồn�tại�điểm�chuyển�của�mô�hình�hồi�quy�tuyến�tính�hai�pha.�Cùng�với�một�số�
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kết�quả�về�sự�hội�tụ�và�tốc�độ�hội�tụ�của�độ�ráp,�bài�báo�cũng�đã�đánh�giá�được�giới�hạn�

về�xác�suất�mắc�sai�lầm�loại�II�đó.
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