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TÓM TẮT:  Một vành R được gọi là SEP phải nếu mọi 
R-môđun phải đơn được nhúng cốt yếu vào một R-
môđun phải xạ ảnh. Trong bài báo này, chúng tôi chứng 
minh rằng vành R là PF phải khi và chỉ R là nửa hoàn 
chỉnh, SEP phải và ( )RE R  là xạ ảnh, đồng thời cũng 

thu được một số kết quả về vành SEP.   
ABSTRACT: A ring R is called right SEP if every 

simple right R-module is essentially embedded in a 

projective right R-module. In this paper, we prove that 

a ring R is right PF if and only if R is semiperfect, right 

SEP with   is projective, some results on SEP rings are 

also obtained.  

 

1. Giới thiệu vấn đề nghiên cứu  

Trong bài báo này, chúng ta luôn giả thiết 

vành R đã cho là vành kết hợp có đơn vị 

1 0  và mọi R-môđun được xét là môđun 

unita. Ta viết RM  (hay M) để chỉ M là một 

R-môđun phải, kí hiệu N M  để chỉ N là 

môđun con của M.  Môđun con N M được 

gọi là cốt yếu trong M, nếu với mọi ,A M  
0N A =  thì phải có 0A= , kí hiệu 

essN M ;  Môđun con N M được gọi là 

đối cốt yếu trong M, nếu với mọi ,A M  
N A M+ =  thì phải có A M= , kí hiệu 

.smN M  Môđun con N được gọi là một 

hạng tử trực tiếp của M, nếu có môđun con 

A M  thỏa mãn 0, ,A N A N M = + =  

khi đó ta viết ,M N A=   M được gọi là 

môđun không không phân tích được nếu M  

không có hạng tử trực tiếp khác không.  

Môđun UR  được gọi là nội xạ, nếu với mỗi 

đồng cấu :f A U⎯⎯→  và mỗi đơn cấu 

:g A B⎯⎯→  của những R-môđun A, B bất 

kỳ, đều tồn tại đồng cấu :h B U⎯⎯→  sao 

cho ,hg f=  nghĩa là biểu đồ sau giao hoán: 
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Môđun RP  được gọi là xạ ảnh nếu với mỗi 

đồng cấu :f P B⎯⎯→  và mỗi toàn cấu 

:g A B⎯⎯→  của những R-môđun A, B bất 

kỳ, tồn tại một đồng cấu :h P A⎯⎯→  sao 

cho hg f= , tức biểu đồ sau giao hoán: 
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Khái niệm môđun là một mở rộng khái niệm 

không gian véc tơ, khi xét vành R thay cho 

trường vô hướng. Các khái niệm môđun nội 

xạ và xạ ảnh đóng vai trò quan trọng trong lý 

thuyết môđun.  
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Nếu R-môđun phải Q là nội xạ và tồn tại đơn 

cấu cốt yếu : M Q ⎯⎯→  ( Im ess Q  ), thì 

ta gọi Q là bao nội xạ của M, kí hiệu 

( )Q E M= . Nếu R-môđun phải P là xạ ảnh 

và tồn tại toàn cấu đối cốt yếu :p P M⎯⎯→  

( Ker smp P ) thì P được gọi là phủ xạ ảnh 

của M. Bao nội xạ của một môđun bất kỳ luôn 

tồn tại duy nhất sai khác một đẳng cấu, tuy 

nhiên phủ xạ ảnh của một môđun không phải 

lúc nào cũng có và nếu có là duy nhất sai khác 

một đẳng cấu.  

Môđun A  được gọi là đơn nếu A không có 

môđun con thực sự, hay nói cách khác A chỉ 

có hai môđun con tầm thường là 0 và A, 

môđun B được gọi là nửa đơn nếu B là tổng 

trực tiếp của các môđun con đơn. Ta gọi tổng 

tất cả các môđun con đơn của R-môđun phải 

M  là đế của môđun M và kí hiệu là ( )soc M

; tổng của tất cả các môđun con đối cốt yếu 

của R-môđun phải M  được gọi là căn của M, 

kí hiệu là ( )rad M . Ta viết ( )J J R=  để chỉ 

căn của vành R, ta có 

( ) ( ) ( )R RJ R rad R rad R= =  là một iđêan hai 

phía của vành R.  

Vành R được gọi là địa phương nếu  vành 

thương R J  là một thể, điều đó tương đương 

với R có duy nhất một iđêan phải (hoặc trái) 

cực đại; R được gọi là vành nửa địa phương 

nếu vành thương R J  là Artin  nửa đơn.  

Phần tử e R  được gọi là lũy đẳng nếu 
2e e= , lũy đẳng e R  được gọi là lũy đẳng 

địa phương nếu ( )eRe End eR  là vành địa 

phương. Hai phần tử lũy đẳng ,e f R  gọi là 

trực giao nếu 0,ef fe= = ta gọi lũy đẳng 

e R  là nguyên thủy nếu eR  (Re) là một 

môđun không phân tích được.  Một tập các 

lũy đẳng  1, , ne e R  được gọi là trực 

giao nếu ,i je e  là trực giao với mọi i j .  

Tập các lũy đẳng nguyên thủy  trực giao 

 1, , ne e R  được gọi là đầy đủ nếu 

1 2 1ne e e+ + + = . 

Với I  là một iđêan của R, phần tử lũy đẳng 

của vành thương e I R I+   được gọi  là 

nâng được theo modulo I, nếu tồn tại 
2f f R=   thỏa mãn e f I−  . Vành R 

được gọi là vành nửa hoàn chỉnh nếu vành 

thương / ( )R rad R  là vành nửa địa phương 

và mọi lũy đẳng của / ( )R rad R  nâng được 

theo modulo ( )rad R . Sau đây là một số đặc 

trưng của vành nửa hoàn chỉnh. 

Định lý 1.1. [NY, Theorem B.9] Các điều 

kiện sau đây là tương đương đối với vành R: 

1) R là nửa hoàn chỉnh; 

2) R J  là nửa đơn và mọi iđêan phải 

(trái) không chứa trong J đều chứa một 

lũy đẳng khác không ; 

3)  R không chứa một tập vô hạn các lũy 

đẳng trực giao và mọi iđêan phải (trái) 

không chứa trong J đều chứa một lũy 

đẳng khác không ; 

4) R không chứa một tập vô hạn các lũy 

đẳng trực giao và mọi lũy đẳng nguyên 

thủy trong R đều là lũy đẳng địa 

phương ; 

5)  1 21 ne e e= + + + , trong đó ie  là các 

lũy đẳng địa phương và trực giao. 

Với vành nửa hoàn chỉnh R thì mọi R-môđun 

phải (trái) hữu hạn sinh đều có phủ xạ ảnh, 

tương đương với mọi R-môđun phải (trái) 

đơn đều có phủ xạ ảnh.  

Khi nghiên cứu phân loại giữa môđun trung 

thành và vật sinh, tác giả Osofsky (xem 

[Osofsky]) đã định nghĩa một vành R là PF 

phải (pseudo Frobenius) nếu mọi R-mô đun 

phải trung thành đều là vật sinh (xem [BLO]). 

Hiện có nhiều đặc trưng của vành PF qua các 

điều kiện nội xạ và một số mở rộng của nó 

được đưa ra, sau đây là một số đặc trưng của 

vành PF.  
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Định lý 1.2. [NY, Theorem 1.56] Các mệnh 

đề sau là tương đương đối một vành  R: 

1) R là vành PF phải; 

2) R là vành tự nội xạ phải và thỏa mãn 

( )Rsoc R  là hữu hạn sinh và cốt yếu 

trong ;RR   

3) R là vành nửa hoàn chỉnh, tự nội xạ 

phải và ( ) ess
R Rsoc R R .  

Từ Định lý 1.2 chúng ta thấy trên vành PF 

phải thì mỗi R-môđun phải đơn đều nhúng 

cốt yếu vào một môđun xạ ảnh. Đặt vấn đề 

ngược lại, trong bài báo này chúng tôi nghiên 

cứu đặc trưng vành PF phải qua điều kiện 

mỗi R-môđun phải đơn đều nhúng cốt yếu 

vào một môđun xạ ảnh.  

Những khái niệm và kết quả cơ bản liên quan 

đến bài viết nhưng không được đề cập đến, 

chúng ta có thể tham khảo trong [AF] và 

[NY].  

2. Cơ sở lý thuyết và phương pháp nghiên 

cứu 

Lý thuyết vành QF (quasi Frobenius) có 

nguồn gốc từ lý thuyết biểu diễn nhóm hữu 

hạn, đó là lớp các vành Artin hai phía và mỗi 

iđêan một phía đều là một iđêan linh hóa tử 

hữu hạn sinh. Trên vành QF thì mỗi môđun 

trung thành đều là vật sinh. Sự phân loại giữa 

môđun trung thành và vật sinh trong phạm trù 

R-Mod (Mod_R), đã tạo ra các lớp vành tổng 

quát của vành QF. Năm 1966, tác giả 

Osofsky đã chứng tỏ tồn tại vành mà mọi 

môđun trung thành đều là vật sinh nhưng 

không phải là vành QF, và đã định nghĩa 

vành PF (pseudo Frobenius) phải (trái, tương 

ứng) là vành mà mọi R-môđun phải (trái, 

tương ứng) trung thành đều là vật sinh. Các 

vành PF được nhiều tác giả quan tâm nghiên 

cứu, cấu trúc nội tại của vành PF cũng được 

mô tả, Định lý 1.2 là một trong các kết quả 

mô tả cấu trúc vành PF.  

Các tác giả thường sử dụng phương pháp 

khảo sát tính chất nội tại (tính chất các phần 

tử, tính chất các iđêan,…) của vành để nghiên 

cứu cấu các lớp vành QF, PF. Ngoài ra, người 

ta cũng sử dụng phương pháp nghiên cứu tính 

chất của các lớp môđun trên vành để từ đó 

biết được cấu trúc của vành. Trong [JL], các 

tác giả đã đặc trưng lớp vành QF qua tính 

chất CEP. Trong bài báo này chúng tôi sử 

dụng phương pháp nghiên cứu cấu trúc vành 

PF qua tính chất của lớp môđun SEP (Định 

nghĩa 3.1) trên nó và thu được một số kết quả. 

3. Kết quả nghiên cứu và bàn luận 

Chúng tôi nêu định nghĩa về vành SEP, 

khái niệm vành SEP là một tổng quát hóa của 

khái niệm vành CEP (mọi R-môđun phải 

cyclic đều được nhúng cốt yếu vào một R-

môđun xạ ảnh) đã được nghiên cứu trong [JL] 

và nhiều công trình khác.  

Định nghĩa 3.1.  Một vành R được gọi là SEP 

phải  nếu mọi R-môđun phải đơn đều được 

nhúng cốt yếu vào một R-môđun xạ ảnh.  

Như vậy, nếu R là vành SEP phải và S là một 

R-môđun phải đơn, thì tồn tại một mô đun xạ 

ảnh RP  và R-đơn cấu  :f S P⎯⎯→  thỏa 

mãn Im essf P . 

Hiển nhiên, mọi vành CEP đều là vành SEP, 

như vậy lớp các vành SEP là phong phú. 

Ví dụ 3.2.    

1) Xét vành đa thức [ ]K x  trên trường K, 

( )2x  là iđêan sinh bởi 2x . Khi đó, vành 

thương ( )2[ ]R K x x=  là vành SEP. Thật 

vậy, các môđun đơn [ ] ( )K K x x  nhúng 

cốt yếu được vào R. 

2) Vành các số nguyên Z  không là vành 

SEP. Thật vậy, các Z--môđun đẳng cấu với 

pp =Z Z Z , trong đó p là số nguyên tố. Dễ 

thấy, không tồn tại đơn cấu từ pZ  vào Z . 

Mệnh đề sau đây cho ta một lớp các vành 

SEP.  
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Mệnh đề 3.3. Giả sử R là vành PF phải, 

 1 2, , , ne e e  là tập đầy đủ các lũy đẳng 

(nguyên thủy trực giao). Khi đó  ta có:  

1) 1R nR e R e R=   , ( ) ess
i isoc e R e R  

với mọi 1, ,i n=  ; 

2) R là vành nửa hoàn chỉnh, SEP phải và 

trái.  

Chứng minh: 

1) Theo Định lý 1.2 ta có R là vành nửa hoàn 

chỉnh, tự nội xạ và ( ) ess
R Rsoc R R . Áp 

dụng Định lý 1.1, ta có 1R nR e R e R=   . 

Vì R là tự nội xạ, các ie R  là không phân tích 

được nên suy ra các ie R  là đều và 

( ) ess
i isoc e R e R  với mọi 1, ,i n= .  

2) Đánh số lại các lũy đẳng (nếu cần) để được 

 | 1, ,i ie R e J i k=  là tập đại diện các lớp 

đẳng cấu môđun đơn, và với j k  thì tồn tại 

 1, ,i k  sao cho j ie R e R  và j ie R e R

i j =  với mọi  1, ,i k . Ngoài ra, ta có 

i i j je R e J e R e J  khi và chỉ khi i je R e R  

(xem [AF, Proposition 17.18]). Từ đó suy ra 

mọi R-môđun đơn đều nhúng cốt yếu trong 

một môđun xạ ảnh không phân tích được. 

Vậy R là vành SEP phải. Áp dụng [NY, 

Theorem 5.31] ta có ( ) ess
i isoc Re Re  với 

mọi 1, ,i n= .  Lập luận tương tự như trên 

ta có R là vành SEP trái.  

Tiếp theo, chúng ta nêu một ứng dụng đặc 

trưng vành PF phải qua điều kiện vành SEP 

phải. Kết quả Định lý Krull-Schmidt cần thiết 

trong phép chứng minh, để thuận tiện việc 

theo dõi, chúng ta nêu ra sau đây. 

Bổ đề 3.4. Giả sử R-môđun phải M có phân 

tích thành tổng trực tiếp các môđun không 

phân tích được 
1 1

n m

i j
i j

M M N
= =

=  =  , trong đó 

vành các tự đồng cấu ( )iEnd M , ( )jEnd N  

là vành địa phương, với mọi  1,2, ,i n , 

với mọi  1,2, ,j m . Khi đó, m n=  và  

tồn tại phép thế   của tập  1,2, , n  thỏa 

mãn ( )i iM N  với mọi   1,2, ,i n . 

Chứng minh: Xem [AF, Theorem 12.9]. 

Định lý 3.5. Giả sử R là vành nửa hoàn chỉnh 

và SEP phải, P là một R-môđun phải xạ ảnh. 

Khi đó: 

1) ( ) essSoc P P . 

2) Nếu Q là một R-môđun phải xạ ảnh và 

thỏa mãn ( ) ( )Soc Q Soc P , thì Q P . 

Chứng minh:  

1) Vì R là vành nửa hoàn chỉnh, ta có biểu 

diễn 1 2R nR e R e R e R=    , trong đó 

 1 2, , , ne e e  là tập đầy đủ các lũy đẳng trực 

giao của R và  1 , , ke R e R=P  ( k n„ ) là 

tập đại diện các lớp R-môđun xạ ảnh không 

phân tích được. Gọi  

   1 1 1, , , ,k k kS S e R e J e R e J= =S  là 

tập đại diện các lớp đẳng cấu R-môđun đơn. 

Với bất kỳ môđun đơn iS , theo giả thiết tồn 

tại một R-môđun xạ ảnh P  sao cho có đơn 

cấu :i iS P →  thỏa mãn ( ) ess
iS S P  . 

Suy ra ( )iS  là môđun đơn và P  là môđun 

xạ ảnh không phân tích được, do đó 

jP e R P  và ( ) esssoc P P . Hơn nữa, ta 

có j ie R e R  khi và chỉ khi 

j j i ie R e J e R e J . Như vậy ta có song ánh: 

:f ⎯⎯→S P , ( )i i jS f S e R= . 

Suy ra ( ) esssoc P P , với bất kỳ môđun xạ 

ảnh không phân tích được P.  

Tiếp theo, ta xét P là mô đun xạ ảnh bất kỳ 

thỏa mãn ( ) esssoc P P . Vì R là vành nửa 

hoàn chỉnh nên tồn tại các tập chỉ số 

, 1, ,iA i k=  sao cho ( )
( )

1

i
k

A

i
i

P e R
=

   (xem 

[AF, Proposition 27.10]). 
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 Vì ( ) ( )( )
( )( )

1 1

i
i

k k AA
i i

i i
soc e R soc e R

= =

 
 =  
 

( )
( )

1

i
k

Aess
i

i
e R

=
  , suy ra ( ) essSoc P P . 

2) Giả sử ( )
( )

1

i
k

B

i
i

Q e R
=

=   thỏa mãn 

( ) ( )Soc Q Soc P , ta có  

( )( ) ( )( )
( ) ( )

1 1

i i
k kB A

i i
i i

Soc e R Soc e R
= =
   . 

Áp dụng Bổ đề 3.4,  ta có song ánh  

: i iA B , 1, ,i k= . Từ đó suy ra  P Q

. 

Định lý sau đây cho ta đặc trưng vành PF qua 

điều kiện vành SEP. 

Định lý 3.6.  Cho vành R bất kỳ, các phát 

biểu sau là tương đương: 

1) R là PF phải; 

2) R là nửa hoàn chỉnh, SEP phải và thỏa 

mãn ( )RE R  xạ ảnh.  

Chứng minh: 

Với giả thiết 1), vành R là tự nội xạ nên 

( )R RE R R  là xạ ảnh. Áp dụng Mệnh đề 3.3,  

ta được  1)  2). 

Ngược lại, với giả thiết 2), áp dụng Định lý 

3.5 ta có ess( )R Rsoc R R . Ngoài ra, do 

( )ess
R RR E R , ta có ( ( )) ( )R Rsoc E R soc R . 

Áp dụng Định lý 3.5 lần nữa ta được 

( )R RE R R , và do đó R là vành tự nội xạ.  

Phép chứng minh 2)  1) được hoàn thành. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4. Kết luận 

Bài báo đã đưa ra khái niệm vành SEP, các 

ví dụ và Mệnh đề 3.3 chứng tỏ lớp vành SEP 

phong phú để nghiên cứu, đặc trưng được lớp 

vành PF phải qua điều kiện vành SEP phải 

(Định lý 3.6).  
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