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TOM TAT: Mot vanh R duoc goi ld’ SEI,Jphdi néu moi
R-modun phai don dwoc nhung cot yéu vao mot R-
modun phai xa anh. Trong bai bao nay, ching toi chimg
minh rang vanh R la PF phdi khi va chi R la mita hoan
chinh, SEP phai va E(Ry) la xa anh, dong thoi ciing
thu dwoc mot sé két quad vé vanh SEP.

ABSTRACT: A ring R is called right SEP if every
simple right R-module is essentially embedded in a
projective right R-module. In this paper, we prove that
a ring R is right PF if and only if R is semiperfect, right
SEP with
also obtained.

is projective, some results on SEP rings are
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1. Gi6i thiéu van dé nghién ctru

Trong bai bao nay, chung ta ludn gia thiét
vanh R da cho 1a vanh két hop co don vi
1#0 va moi R-mdédun duge xét 1a moédun
unita. Ta viét M, (hay M) dé chi M 1a mot
R-modun phai, ki hiéu N c M dé chi N la
modun con cua M. Mo6dun con N ¢ M duoc
goi la cot yéu trong M, néu voi moi Ac M,
NMnA=0 thi phai c6 4=0 , ki hiéu
Nc® M ; Mbdun con N ¢ M dugc goi la
ddi cbt yéu trong M, néu voi moi Ac M,
N+A=M thi phai c6 A=M , ki hi¢u
N ™ M. Mddun con N duoc goi 1a mot
hang tir tryc tiép ciia M, néu c6 mddun con
AcM théa midn ANN=0, A+ N=M,
khi d6 ta viét M =N@® A, M dugc goi la
modun khong khong phan tich dugc néu M
khong c6 hang tir truc tiép khac khong.
Modun Ur duogc goi 1a noi xa, néu v6i mdi
dong cau f:A——U va mdi don ciu

g: A—> B clia nhilng R-mddun 4, B bt

25

ky, déu ton tai dong cdu h:B——U sao
cho hg = f, nghia 1a biéu do sau giao hoan:

0—>A—L 5B

g»l«Dh
U

Modun P, dugc goi 1a xa anh néu véi mdi
dong cau f:P——>B va mdi toan ciu
g:A——>B cla nhitng R-mddun A, B bat
ky, ton tai mot déng cu h:P—> A sao
cho hg = f, tirc biéu do sau giao hoan:
P
nl

A—5 5 B— 0
Khai niém moédun 1a mdt mé rong khai ni€m
khong gian véc to, khi xét vanh R thay cho
treong vo huong. Cac khai niém modun noi
xa va xa anh dong vai tro quan trong trong ly
thuyét modun.



Néu R-modun phai Q 14 ndi xa va ton tai don
cau cot yéu a: M ——Q (Ima = Q), thi
ta goi O la bao ndi xa cua M, ki hiéu
O =E(M). Néu R-mddun phai P 1a xa anh
va ton tai toan cau dbi cot yéu p: P—— M
(Kerp <™ P) thi P dugc goi la phu xa anh
ctia M. Bao ndi xa ciia mot modun bat ky luén
ton tai duy nhat sai khac mot ding céu, tuy
nhién phu xa anh cuia mot moédun khong phai
lic ndo ciing c6 va néu co 1a duy nhét sai khac
mot dang cau.

Moédun 4 duoc goi 1a don néu A khong co
moddun con thuc su, hay noéi cach khac 4 chi
c6 hai modun con tim thuong 13 0 va A,
mddun B dugc goi la ntra don néu B 1a téng
truc tiép cta cac moédun con don. Ta goi tong
tat ca cac moédun con don ciia R-modun phai
M 1a d&é cia médun M va ki hiéu 1a soc(M)
; tong cua tat ca cac moédun con dbi cot yéu
ciia R-mddun phai M dugc goi la can ciia M,
ki hiéu 1a rad(M). Ta viét J =J(R) dé chi
can cua vanh R, ta co
J(R)=rad(R,)=rad(,R) 1a mt idéan hai
phia ctia vanh R.

Vanh R duoc goi la dia phuong néu vanh
thuong R/J 1a mot thé, didu d6 tuong dwong
v6i R ¢6 duy nhat mot idéan phai (hodc trai)
cuc dai; R dugc goi 1a vanh nira dia phuong
néu vanh thuong R/J 1a Artin nira don.
Phan tir ee R duoc goi la liy ding néu
¢’ =e, lily dang e € R dugc goi 1a lily dang
dia phuong néu eRe = End(eR) 1a vanh dia
phuong. Hai phan tir lily dang e, f € R goila
truc giao néu ef = fe=0, ta goi lily dang
ecR 1 nguyén thiy néu eR (Re) la mot
modun khong phéan tich dugc. Mot tap cac
liy dang {e,...,e,} R dugc goi la truc

giao néu e, e,

e, la truc giao voi moi i# ;.

Tap cac lily dang nguyén thuy truc giao
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le,....e,} c R dugc goi la ddy du néu
e+e +-+e =1.

Vé&il 1a mot idéan cua R, phan tir lily dang
cua vanh thuong e+/7 e R/l dugc goi la
ning dugc theo modulo 7, néu ton tai
f?=f€R théa min e—fel . Vanh R
dugc goi 1a vanh nira hoan chinh néu vanh
thuong R/rad(R) la vanh nua dia phuong
va moi lily dang cia R/rad(R) ning duoc
theo modulo rad(R). Sau dy 1a mot s6 dic
trung cia vanh nira hoan chinh.

Pinh 1y 1.1. [NY, Theorem B.9] Cdc diéu
kién sau day la trong dwong doi véi vanh R:

1) R la nita hoan chinh;

2) R/J la mia don va moi idéan phdi
(trdi) khong chira trong J déu chiva mét
lity dang khéc khéng ;

3) R khong chira mot tdp vé han cac liy
ddng triee giao va moi idéan phdi (trdi)
khéong chira trong J déu chita mét lily
dang khac khéng ;

4) R khong chita mot tdp vé han cdc liy
ddang triee giao va moi liy ddang nguyén
thiy trong R déu la liy dang dia
phuong ;

5) 1=e+e,+---+e,, trong do e, la cac
lity dang dia phirong va triee giao.

V61 vanh nira hoan chinh R thi moi R-moédun
phai (trai) hitu han sinh déu c6 phi xa anh,
tuong duong voi moi R-modun phai (trai)
don déu c6 phu xa anh.

Khi nghién ctru phan loai gitra médun trung
thanh va vat sinh, tdc gid Osofsky (xem
[Osofsky]) da dinh nghia mdt vanh R 1a PF
phai (pseudo Frobenius) néu moi R-mé dun
phai trung thanh déu 14 vat sinh (xem [BLO]).
Hién c6 nhiéu dic trung ciia vanh PF qua cac
diéu kién ndi xa va mot s6 mo rong cua nd
dugc dua ra, sau ddy 1a mot sé dic trung cia
vanh PF.



DPinh ly 1.2. [NY, Theorem 1.56] Cac ménh
dé sau la twong dwong déi mét vanh R:

1) R la vanh PF phai;

2) R la vanh ty ndi xq phdi va thoa man
soc(Ry) la hitu han sinh va cot yéu
trong Ry;

3) R la vanh nwa hoan chinh, tw ndi xa

phaiva soc(R,) = R,.

T Pinh 1y 1.2 ching ta thiy trén vanh PF
phai thi mdi R-modun phai don déu nhiing
cot yéu vao mot moédun xa anh. Dat van dé
nguoc lai, trong bai bao nay chiing t6i nghién
ctru dic trung vanh PF phai qua diéu kién
mdi R-modun phai don déu nhung cbt yéu
vao mot modun xa anh.
Nhirng khai niém va két qua co ban lién quan
dén bai viét nhung khong dugc dé cap dén,
chung ta c6 thé tham khao trong [AF] va
[NY].
2. Co s6 1y thuyét va phwong phap nghién
ciru

Ly thuyét vanh QF (quasi Frobenius) c6
ngudn gdc tir 1y thuyét biéu dién nhom hiru
han, d6 12 16p cac vanh Artin hai phia va moi
idéan mot phia déu 1a mot idéan linh héa tir
hitu han sinh. Trén vanh QF thi mdi modun
trung thanh déu 1a vat sinh. Sy phan loai gitta
modun trung thanh va vat sinh trong pham tru
R-Mod (Mod_R), da tao ra cac 16p vanh tong
quat cua vanh QF. Nam 1966, tac gia
Osofsky dd chung t6 ton tai vanh ma moi
modun trung thanh déu 13 vat sinh nhung
khong phai 1a vanh QF, va da dinh nghia
vanh PF (pseudo Frobenius) phai (trai, twong
ung) la vanh ma moi R-modun phai (trai,
tuong tng) trung thanh déu 13 vat sinh. Cac
vanh PF duoc nhiéu tac gia quan tim nghién
clru, cAu trac ndi tai ctia vanh PF cling duogc
mo ta, Dinh 1y 1.2 1a mot trong cac két qua
md ta cau trac vanh PF.
Céc tac gia thuong st dung phuong phap
khao sét tinh chat noi tai (tinh chét cac phan
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tir, tinh chat cac idéan,...) cia vanh dé nghién
ctru cau cac 16p vanh QF, PF. Ngoai ra, nguoi
ta cling sir dung phuong phéap nghién ctru tinh
chat cta cac 16p modun trén vanh dé tir do
biét dwoc ciu triic cta vanh. Trong [JL], cac
tac gia da dac trung 16p vanh QF qua tinh
chat CEP. Trong bai bao nay chung toi st
dung phuong phap nghién ctru ciu triic vanh
PF qua tinh chat ciia 16p modun SEP (Dinh
nghia 3.1) trén n6 va thu dugc mot s6 két qua.
3. Két qua nghién ctru va ban luin

Chung t6i néu dinh nghia vé vanh SEP,
khai niém vanh SEP 1a mot tong quét hoa cia
khai niém vanh CEP (moi R-mddun phai
cyclic déu duge nhung cbt yéu vao mét R-
modun xa anh) da dugc nghién ctru trong [JL]
va nhiéu cong trinh khac.
DPinh nghia 3.1. Mt vanh R dugc goi la SEP
phai néu moi R-mddun phai don déu duoc
nhang cbt yéu vao mot R-modun xa anh.
Nhu vay, néu R 1a vanh SEP phai va S 1a mot
R-mo6dun phai don, thi ton tai mot mo dun xa
anh P, vd R-don cdu f:S——>P thoa

man Im f ™ P.

Hién nhién, moi vanh CEP déu 1a vanh SEP,
nhu vay 16p cac vanh SEP 1a phong phu.

Vi du 3.2.

1) Xét vanh da thic K[x] trén truong K,
(¥*) 1a idéan sinh béi x* . Khi d6, vanh
thuong R =K[x]/(x*) 1a vanh SEP. That

vay, cdac moddun don K = K[x]/(x) nhing
cdt yéu dugc vao R.

2) Vanh cic s6 nguyén Z khong 1a vanh
SEP. That vay, cac Z-mddun dfmg cAu véi
Z/pZ=17,, trong d6 p la s6 nguyén t6. D&
thiy, khong ton tai don cau tir Z, 6 vao Z.
Ménh dé sau day cho ta mot 16p cac vanh
SEP.



Ménh dé 3.3. Gid sit R la vanh PF phi,
{el,ez,...,en} la tdp day di cdc lity dcfng
(nguyén thuy tryc giao). Khi do ta co:

1) Ry=eR®---®e,R , soc(eR)="" eR
voimoi i=1,...,n ;

2) R la vanh nwra hoan chinh, SEP phai va
trdi.

Chung minh:

1) Theo Pinh 1y 1.2 ta ¢6 R 1a vanh ntra hoan
chinh, ty ndi xa va soc(R,) =™ R, . Ap
dung Pinh 1y 1.1,taco R, =¢R®---De R.
ViR 1a tu ni xa, cac e R la khong phan tich
dugc nén suy ra cac eR la déu va
soc(eR) =™ eR voimoi i=1,...,n.

2) Panh s6 lai cac lily dang (néu can) dé duoc
{eR/eJ | i=1,...,k} la tp dai dién cac 16p
dang cau modun don, va véi j > k thi ton tai
i€{l,...,k} sao cho ¢e,R=¢eR va e,R=¢R
<i=j véimoi ie{l,...,k}.Ngoaira, taco
eR/eJ =e,R/e.J khiva chi khi eR=e R
(xem [AF, Proposition 17.18]). Tu d6 suy ra
moi R-mddun don déu nhung cdt yéu trong
mdt modun xa anh khong phan tich dugc.
Vay R 1a vanh SEP phai. Ap dung [NY,

ess

Theorem 5.31] ta c¢6 soc(Re) =™ Re, véi
moi i=1,...,n.
ta co R la vanh SEP trai.

Tiép theo, chung ta néu mot Gmg dung dic

Lap luan tuong tu nhu trén

trung vanh PF phai qua diéu kién vanh SEP
phai. Két qua Dinh Iy Krull-Schmidt can thiét
trong phép chimg minh, dé thuan tién viéc
theo ddi, chung ta néu ra sau day.

B6 dé 3.4. Gid sir R-médun phai M c6 phdn
tich thanh téng truc tiép cdc médun khong
phdn tich dwoc M = l_GZr)lMi :jér);Nj, trong do

vanh cac tw dong cau End(M,), End(N))

la vanh dia phwong, voi moi i €{1,2,...,n},
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vOi moi je{1,2,...,m}. Khi do, m=n va
ton tai phép thé o cia tip {1,2,...,71} thoa

man M, = N,

Chung minh: Xem [AF, Theorem 12.9].
Dinh ly 3.5. Gia sur R la vanh nita hoan chinh
va SEP phdai, P la mot R-modun phdi xa anh.
Khi do:

1) Soc(P)c™ P.

2) Néu Q la mét R-médun phdi xa anh va

thoa man Soc(Q) = Soc(P), thi Q= P.

Chung minh:

VOimoi ie {1,2,...,n}.

1) Vi R 1a vanh nira hoan chinh, ta c6 biéu
dién R, =eR®e,R®---@e R, trong do

{e,e,,....e,} latap diy du céc lity dang truc
giao ciia R va P ={¢R,....,e R} (k,, n)la
tap dai dién cac 16p R-mddun xa anh khéng
phén tich duoc. Goi
S ={S,.....5, }={eR/eJ.....eR/e,J} i
tap dai dién cac 16p dang cdu R-modun don.
Véi bat ky modun don S,, theo gia thiét ton
tai mot R-modun xa anh P sao cho c6 don
cau ¢ :S, — P théa min S=¢(S,) =™ P.
Suy ra ¢(S;) la médun don va P la médun
xa anh khong phan tich dugc, do do
P=eReP va soc(P)c™ P. Hon nita, ta
c6 eR=eR khi va chi khi
e,R/eJ =eR/eJ . Nhu viy taco song anh:

S S—>P ., S f(S)=¢R.

ess

Suy ra soc(P) = P, vé6i bat ky médun xa

anh khong phan tich dugc P.
Tiép theo, ta xét P 1a md dun xa anh bat ky
théa man soc(P)c™ P. Vi R 1a vanh nura

hoan chinh nén ton tai cac tap chi sb
k

A,i=1,... .k sao cho P;Q_Bl(el.R)(A’) (xem

[AF, Proposition 27.10]).



TP =
P =

1

i SOC( (eiR)(A'>j:. l(soc(el.R))““

i=1
— é(e[_R)“" , suy ra Soc(P)c™ P.

k
2) Gid st Q=®(eR)" thoa man

Soc(Q) = Soc(P) , ta co

é(Soc(eiR))(Bf) ~ l(j;Bl(Soc(e[R))(Af) '

Ap dung B6 & 3.4, ta c6 song anh
c:4B,i=1..,k. Tedésuyra P=Q

Dinh 1y sau day cho ta ddc trung vanh PF qua
diéu kién vanh SEP.
Pinh 1y 3.6. Cho vanh R bat kp, cdc phat
biéu sau la twong dwong:

1)R la PF phai,

2)R la nuita hoan chinh, SEP phai va thoa

man E(R,) xa anh.

Chitng minh:
Véi gia thiét 1), vanh R 13 ty ndi xa nén
E(R,) =R, laxaanh. Ap dung Ménh d¢ 3.3,
ta dugc 1) = 2).
Nguoc lai, voi gia thiét 2), ap dung Pinh Iy
3.5 ta c6 soc(R,)<=™ R, . Ngoai ra, do
R, =™ E(R,), ta c6 soc(E(R;))=soc(R;).
Ap dung Dinh 1y 3.5 lan nita ta duogc
E(R,)=R;, va do d6 R la vanh tu ndi xa.

Phép chung minh 2) = 1) dugc hoan thanh.
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4. Két luan

Bai bao da dua ra khai niém vanh SEP, cac
vi du va Ménh dé 3.3 chimg to 16p vanh SEP
phong phu dé nghién ctru, dic trung duoc 16p
vanh PF phai qua diéu kién vanh SEP phai
(Pinh 1y 3.6).
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