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Tém tit:

Khong gian topo la mot ngi dung quan trong cua Giai tich hién dai. Xét trong chuwong trinh Todn
hoc bdc dai hoc, no lién quan mdt thiét dén nhiéu khdi niém trong do co sy hoi tu va ham lién tuc. Do
la nhitng khdi niém quan trong duoc trinh bay trong cac hoc phdan nhw Gidi tich ham mét bién s6, Gidi
tich ham nhiéu bién sé ciing nhw Gidi tich phitc. Do do, hdu hét cac két qua ciia khong gian nay la tong
qudt hoa trén cdc khong gian cu thé. Trong bai viét nay, cach tiép can trong giang day hoc phan Khong
gian topo theo huéng tir khéng gian cdc so thuc sé duwoc phdn tich. Cdc vi dy dién hinh va mot so thdo

ludn ciing duoc trinh bay.

Tir khéa: Topo tong qudt, giang day khong gian topo, phiong phdp giang day

1. Mé dau

Theo [7], topo tong quat duoc dinh hinh mot
cach hoan chinh vao nira dau thé ky XX. No la két
qua cua mot loat cac v tudng cua nhitng nha toan
hoc. Nhiing nguoi thudc phong trao di tim nhiing gi
co ban nhat. Cac khai niém gi6i han va lién tuc dwoc
tim hiéu boi cac nha toan hoc Hy Lap tr khi ho )
ging lam cho cac khai niém S6 hoc dwoc 16 rang.
Tuy nhién, cho dén khi Cauchy (1821) va Abel
(1823) xuat hién thi cac khai niém vé day va chudi
héi tu, khai niém vé ham lién tuc méi duoc dua ra.
Riemann (1851) ngudi co quan diém vé bai toan mo
rong [7] trong bai giang hoan chinh V& cac gia
thuyét phuc vu cho co so hinh hoc. Ong da vach ra
mdt chwong trinh day tham vong. Do la nghién ciu
mdt dbi twong mang tinh phd quat voi sb chiéu bat
ky nhu cac khong gian ham va cac tap. Tuy nhién,
chuong trinh nay khong thanh cong néu chung ta
khong ¢6 hiéu biét sdu hon vé duong thang thuc nho
dai dién 1a Dedekin va ham sé la Riemann,
Weierstrass. Nhiing dbi tuong duoc phat biéu ca
ngdn ngir cu thé va triu twong. Sau d6, Cantor
(1873) nguoi tao ra ngbn ngir nay va da md ra canh
ctra dé budc vao thé gidi méi. Mot thoi ky dep dé va
trang 16 bat dau. Mic du o phia nguoc lai, nhitng nha
toan hoc khac lai huéng dén nhiing y tuong mdi me.
Trao luu nay tai Phap c6 Poincaré, Hadamard, Borel,
Baire, Lebesgue va tai Puc la Klein va Mittage-
Leffler. Piéu nay nhanh chong dua viéc nghién ciru
ham trén dudng thang thwc va sang tao ra giai tich
ham gom Ascoli, Volterra va Hilbert. D6 1a budc
dAu tién trong qua trinh hién thuc héa chwong trinh

Riemann. Nhung lai mét 1an nita can c6 mot ngon
ngit ciing nhu nén tang toan hoc phu hop dé nghién
ciru. Va khong gian metric dugc dinh nghia boi
Fréchet. N6 cung cip cong cu thiét yéu dé nghién
ciru lién tuc déu va hoi tu déu. Déng thoti, nd cling
thuan ti€n cho viéc nghién ciru cAu tric topo. Cudi
cung, Hausdoff thanh c¢ong trong viéc tim ra cac ti€n
dé. Va mot hé tién d¢ don gian 1a nén mong cua topo
téng quat ngay nay. RS rang tir tién trinh lich sir
trén, chuong trinh Toan giai tich bac dai hoc xay
dung ndi dung va trinh tu phu hop véi su phat trién
do. Tuc 13, khi hoc dén khong gian topo, ngudi hoc
di hoan tat cac hoc phan Phép tinh vi tich phan ham
mét bién s6 cling nhu nhiéu bién s6. Tuy nhién, vi
nhiéu li do khac nhau nhu thoi lwong danh cho
chwong trinh; y tuong cia nguoi viét hay dbi twong
nguoi doc nén mot s6 tai lidu v& ndi dung nay cé
nhiing cach tiép can khac nhau. Cu thé, ndi dung
khong gian topo s€ dugc trinh bay ngay sau khi gidi
thiéu khong gian metric va cac tinh chit lién quan
nhu trong [2], [3]. Cach tiép can nay dwa vao viéc
nim cac két qua trén khong gian metric trude vi dé
kiém chimg. Sau do bing con duong tong quat hoa.
Tac gia di xdy dung cac kién thirc lién quan dén
khong gian topo. Mot con duong nguoc lai, do la ndi
dung cua khong gian topo va cac tinh chat lién quan
s& duoc trinh bay dudi mét ngon ngit tbng quat. Sau
do, noi dung cua khong gian metric s€¢ dwoc trinh
bay nhu [4], [6] va [9].

Ngoai ra, mét cach tiép can khac cling duoc
st dung lam nhe tinh triru tuong cua khong gian
topo béng cach trinh bay topo trén duong thing thuc
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ma cac tac gia & [7], [10] da lam. Cach tiép can nay
¢6 vu diém 13 rét 1a cac kién thirc o cac hoc phﬁn
trude d6 duoc tai hién va la nén tang dé phat bleu
cac két qua triru tuong hon. Song trén tat ca, néu
nhin nhin mét cach k¥ cang, chung ta co thé thdy
rang néu két hop hai cach tiép cén cua cac tac gia o
[2] va [7] d4 lam s& co mdt cach tiép can xuyen sudt.

Trong do, tir cac két qua trén khong gian day du R
va metric théng thuong s& 1a nén tang dé phat bicu
cac két qua twong tu trén khong gian metric bat ky.
Sau do. tu day voi viéc xay dung topo tir cac hinh
cau mo, ngay lap tirc cac khai niém va tinh chat cua
khéng gian topo ciing dan hién 1. Cach tiép can nay
con ¢o uu diém 1a phu hop vdi tién trinh lich sur phat
trién cta Giai tich toan hoc nhu da trao dbi & trén.

Cach lam nay da dugc trinh bay mot phan trong [1].

Cau truc cua phan tiép theo sé la trinh bay cach tiép
can ndi dung khong gian topo lan lugt qua khong
gian cac so thuc va khong gian metric. Va cudi cung
1a mét sb trao doi.

2. Cich tiép cin

Nhu di trinh bay ¢ trén, trong phan nay, xin
phép s€ trinh bay ndi dung khong gian topo dua trén
khong gian cac s6 thuc va khong gian metric. Viéc
trinh bay chi tiét timg kién thic cia cac khong gian
nay khong thudc ndi dung cua bai bao nay. Thay vao
do. xin chi trinh bay con duong tiép can thong qua
nhitng n6i dung dién hinh. Pau tién, Myc 2.1 s 1a
topo trén duong thing thuc.

2.1. Topo trén dwong thing thuc

Duong thing thuc v6i nhitng tip ma 1a nhing
khoang mé duoc xem la khong gian topo diu tién
trong chuong trinh Toan hoc giang day ¢ béc dai
hoc. 6 mdt goc nhin khac, néu xem khoang cach cua
hai s6 thuc la mot metric thi day ciing la khéng gian
metric day du dau tién ma nguoi hoc dugc tiép can.
Du phan 16n cac két qua trén do thuong dwoc trinh
bay v6i ngon ngit gan voi ngodn ngit cia khong gian
metric v&i metric thong thwong. Trude hét, xin duoc
nhéc lai khai niém quan trong dau tién. Do 1a sy hoi
tu cia mt ddy s6 thuc. Cac khai niém, tinh chat va
ca cac chimg minh trong 2.1 ¢6 thé xem thém trong
[11], [12] hodc [13].

binh nghia 1. Day s6 thuc (an) duoc goi 1a hoi
tu vé a néu va chi néu voi mdi & duO’ng ton tai sb
nguyén duong n0 sao cho vo1 moi so tu nhi€n n 16n
hon no0 thi ja, —a| <e..

Khi do, dé chi day (a) hoi tu vé a nguol ta
con ky hiéu a, — a khi n dan ra vo cing hoic lim a,
=a.

Dinh nghia trén con duoc viét lai mét cach
hinh thicnhu sau: an — a néu va chi néu Ve > 0,
In0(e) e NVn e N, n>n0 — Ja, —a| <e. Vicc
hiéu dinh nghia theo cach viét trén 1a can thiét vi
trong nhidu truong hop cac chimg minh déu xuat
phat tir day. Tiép theo 1a vi du vé mét day hai tu.
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Vi du 1. Cho diy (an) dugc xac dinh nhu sau
a,=1/n v6i mdi n € N. Khi do, (a,) hoi tu vé 0.

Sau day 1a mot két qua thuong duge si dung
dé cac chimg minh gon gang hon. Cu thé

Vi du 2. Néu déy a, — a thi day |a, — a] hoi tu
vé 0.

Vé tinh duy nhat cua gi6i han diy s6 dwoc
phat biéu nhu sau

Vi du 3. Cho (a”) la mét déy s6 thuc. Chimg
minh ring néu diy an héi tu vé a thi giéi han do 1a
duy nhat. N6i dung nay dwoc trinh bay trong hiu hét
cac tai li¢u vé Giai tich ham mot bién. O day, viée
hiéu ching minh ciing khong khé khan. Tuy nhién,
van xin phép duogc trinh bay y twong vi diéu nay
duogc st dung trong mot khong gian triru twong hon
1a khong gian metric. Cu thé, theo cach chirng minh
tinh duy nhat. Ta co thé gia s ring an — a va an
—a’.Saudo, chiraranga=a’ . That vdy. vi0 < |a
—a’| <la—an|+Jan-a’] . Chon — o, khi d6 |a -
a’l =0.Tuaclaa=a’. Vidu tiép sau day la vé tinh
lién tyc cua ham gia tri tuyét doi.

Vi du 4. Cho diy a, — a va b, — b. Chung
minh rang day |a, — ba| hoi tu vé [a — b.

Dua vao bat dang thuc tam giac cho trudng
hop bén bién s& chung minh duwoc bat dang
thic sau

lan — bs| — Ja = b|| < |an — a| + |bn — b|. Sau do,
cho n — o, ta ¢6 diéu phai ching minh.

Tiép theo, ta xét dinh nghia cia mot diy bi
chan.

Dinh nghia 2. Dy (a,) dwoc goi la bi chin
trong R néu va chi néu ton tai mot s6 duwong
M sao cho |a;/ <M, Vn € N.

Va dinh nghia vé diy co ban hay con goi
la day Cauchy.

Dinh nghia 3. Day (a,) duoc goi la diy
Cauchy néu va chi néu véi mdi duong, ton tai mot
s0 duong no sao cho |an — a,| < &, Ym,n > no.

Mbi quan hé giita ddy Cauchy la diy hoi tu
duoc cho bai két qua sau day.

Vi du 5. Moi day hdi tu déu 1a day
Cauchy.

V& y tuong ching minh gom hai budc.
Thir nhat lachon no va con lai 1a chi ra |an — an|
<g. Dya vao gia thiét (an) 1a ddy hoi tu. Khi do,
Ve >0,3n EN,VneEN, n>n; — |an— a|
< g . Sau do6. ap dung tuong tu vdi diy (am), ta
cingco Ve >0,3n, € N, Vm € Nm >n, —
lam — a| < &. Két hop voi két luan, ta chi can
chon nop = max{ni,n2} va g =e = &2 . Viéc
trinh baychi tiét ¢6 thé xem [12], [13].

Nhu chung ta di biét, mot diy Cauchy
trong R 1a mét ddy hoi tu. Tuy nhién, trong
truong hop tong quat thi cau tra 11 nay chi dung
khi khong gian dang xét 1a khong gian day du.



Tiép theo, giita ddy Cauchy va diy bi chian co
mdi quan hé sau.

Vi du 6. Moi day Cauchy déu 1a day bi
chén.

Vi (an) la diy Cauchy nén ta coe= 1, 3k
ENnm >k — |a, —am| < 1. Cu thé, chon n = k+ 1=1
thi suy ra |aj —am| < 1. Suyra,ai— 1 <am <ar+1.
biat o = max{ai,azas,...a,a +1} va p = min{
a1,a2,33,,...,a,a — 1}. RO rang f <a, <a, Vn € N.
biat M = max{|p|, |a|}. Khi dob, suy ra [a,| <M, Vn €
N

Tur két qua nay va két qua cua Vi du 5 dan
dén kétqué moi day héi tu déu bi chin. Tat
nhién, ta co thé s dung cach ching minh trong
Vi du 6 dé co ngay két qua. Chiéu nguoc lai, mot
diy bi chan khéng han la mét diy hoi tu. Cu
thé. co thé chon diy (an) voi an= (—1)"

Sau su hoi tu cua mot day s6 thuc, noi dung
tiép theo 1a ham lién tuc. Xin duoc nhic lai dinh
nghia ham lién tuc tai mot diém.

Dinh nghia 4. Ham f: R — R lién tuc
tai diém xo néu va chi néu voi mdi & > 0 tdn
tai & > 0 sao cho |x — xo| < & kéo theo |f (x) — f
(x0)| <e

Ham f dwoc goi la ham lién tuc néu néd
lién tuc tai moi diém. Sau diy la mét phat biéu
twong dwong vé& ham f lién tuc tai diém xo.

Dinh nghia 5. Ham f: R — R lién tuc
tai diém xonéu va chi néu voi mdi diy xa hoi tu
vé xo thi f (xn) hoi tu vé f (xo).

Dua vao dinh nghia nay, rd rang néu xem
phép toan lim nhu mot anh xa thi gitta lim va anh
xa f 6 ddy dam bao tinh chat giao hoan. Vi du
lim f (xn) = f (lim xn).

Hay mot cach tong quat hon theo dinh
nghia 4, két qua trén duogc viét lai th}cl fx) =

—Xo
f(lim x)
X-Xq

Do do, dé kiém tra tinh lién tuc cua ham f

tai xo, ngudi ta con ding tidu chuin

Jim £() = f(x) (1)

Tinh chat giao hoan la mot tinh chat
quan trong cua cac phép toan xét trong cau tric
dai sb nao do. Va chinh diéu nay, gitp giai tich
phat trién mét s6 khai niém hoic cong cu nham
dat dugc tinh chat nay. Ta co thé 13y cau hoi vé
dfmg thirc sau nhu mot vi du dién hinh.

b b
lim/ fulz)dz :/ lim f,(r)dzx.
a a

Dé tra 101 cau hoi d6, khai niém héi tu déu
dwoc dé cap. Trong mot ngit canh khac, néu
ham f. hoi tu diém thi nguoi ta phai xay dung
khai ni¢m médi. Do la tich phan Lebesgue. Sau
day 1a mot vi du vé& ham lién tuc tai mot diém.

Vidu 7.Ham f:R — R véi f(x) = 2x
lién tuc tai diém x = 3.

Tacol|f(x) —f(3)=2x—-6]/=2|x— 3|
Do d6, chi can chon & = €/2 ta co diéu phai
chirng minh.

Mot cach tiép can khac do la st dung
tinh chat 1. Khi do, ro rang

lim f(z) = lim (22) = 2 lim (x) = 6 = f(3).

Vay ham f lién tuc tai x = 3. Va cach lam
nay thuwong dwoc su dung trong cac bai tap cu
thé.

Trong phan tiép theo, mot khai niém manh
hon khai niém ham lién tuc duoc dé cap. Do la
ham lién tuc déu. Sau day la khai niém

DPinh nghia 6. Himf : X <« R — R
1a ham lién tuc déu trén X néu va chi néu vdi
mdi duong, ton tai & duong sao cho véi moi
x,y € Xva|x —y|<dthi |f(x) — f(y)| <e.

Qua do, dé théy mdt ham lién tuc déu
thi ham d6 cing lién tuc diém. Piéu nguoc lai
nhin chung la khdng c6. Su khac biét gitra khai
ni¢m ham lién tuc va ham lién tuc déu 1a & chd
chon &. Trong khi, & Dinh nghia 4, 6 dugc chon
phu thuéc vao xo va ¢ thi & Dinh nghia 6 &
duoc chon hoan toan dbc 14p véi xo. bé r5 hon,
quay tro lai ham f duoc dinh nghia trong Vi du
7. b6 1a ham f (x) = 2x.

Gia su, xét tinh lién tuc cua ham f tai x,=
1 va ldy = 0.1. Khi d6, dé |f (x) — f (x,)] < 0.1
thi 6 = 0.05.

Tuwong tu, khi x, = 0.1 va lay &= 0.1 thi &
phai chon van 1a 0.05. Tac 1a su lya chon &
hoan toan doc lap vdi vi tri cua xo. Nhirng ham
f nhu vay chinh 1a ham lién tuc déu.

Pé 15 hon, xét ham g duoc dinh nghia
nhu sau: g : (0;2) — R vdi g(x) =1/x . Gia su,
xét tinh lién tuc taix, = 1 va léy e = 0.1.
Khi do, dé |g(x) — g(x0)| < 0.1 thi & = 1/11 .
Tuy nhién, khi xo = 0.1 va ldy e = 0.1 thi §
phai chon lai 1a 1/1010 . Tc la sy lya chon &
phu thu6c voi vi tri cua xo. RS rang, khi xo cang
gan 0 thi tinh 6n dinh cua g cang tré nén yéu
hon. Nhitng ham g nhu trén chi 1a ham lién tuc
ma khong 1a ham lién tuc déu trén khoang
(0:2).

Viéc nghién ciru ham lién tuc déu la vi no s&
¢6 nhitng tinh chat ma & ham lién tuc khong thé
c6 duoc [14]. Cu thé, ham f lién tuc déu sé&
bién mot diy Cauchy thanh mét diy Cauchy.
Trong khi d6 ham lién tuc lai khéng co tinh chat
nay. Vi du: xét ham g & trén va diy 1/n trong
(0:2). Bén canh dé, ham lién tuc déu con bién
mot tap bi chan thanh mot tip bi chan. Doi véi
ham lién tuc thi diéu nay ciing khong cé tinh
chit nay. Dé minh hoa cé thé ldy ham g trén
(0;2). Khi d6, 16 rang g(x) dan ra v cung khi
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x dan vé 0. Tuy nhién, c6 mét diéu quan trong
la tr mGt ham lién tuc ta s€ c6 mét ham lién tuc
déu néu thu hep hodc mo rong anh xa do trén
tap dong va bi chan. Cu thé, ta xin phat biéu
lai két qua sau day

Ménh dé¢ 1. Cho a <b la cac sd thuc,
va cho ham f: [a; b] — R la ham lién tuc trén
[a; b]. Khi d6 f1a ham lién tuc déu.

Néu quan sat lai qua trinh tir dau, rd rang
tr sy hoi tu cia moét diy sb thuc di hinh
thanh nén khai niém lién tuc cua mot ham. Vi
vé co ban, anh cua mot day héi tu qua anh xa
lién tuc la mot day hoéi tu. Mo rong khai ni€ém
hoi tu qua ham s& dan dén khai niém héi tu
diém va hoi tu déu. Sau day la la cac dinh nghia

Dinh nghia 7. Cho ddy ham fx : R —
R.n € N va ham f : R — R. Ddy ham fu duoc
goi 1a hoi tu diém dén ham f néu va chi néu voi
mdi x € R va voi mdi  duong, ton tai so nguyén
duong no sao cho voi moi sb duong n va n > no
thi |fa(x) — f (x)| < €.

Sau day la moét vi du vé day ham hoi tu
diém.

Vidu 8. Cho fn: [0;1] — R xac dinh
boi fa(x) = x", va ham f: [0;1] — R duogc xac
dinh boi f(x) =1khix=1vaf(x)=0khi0
<x < 1. Khi d¢, 16 rang theo Dinh nghia 7 thi
ham fa hoi tu diém dén f .

Dé 15 hon, gia st ring voi x =1/2 va e =
0.1. Khi d6, an chi ra no dé |fa(1/2) — £ (1/2)]
=(1/2)"-0<0.1

Tir day chi ra ring no = 4 1a gia tri can
tim. Tuong tu, khi x =1/8 va &€ nhu trén thi no
= 2. Qua day cho ta thdy rang gia tri cua no
khong chi phu thudc vao € ma con phu thude
Vao gia tri cua Xo.

Day ham fu ¢ trén la m6t ddy ham li€n tuc.
Déay nay hoi tu diém v& ham f . Thé nhung,
Iac nay ham f lai khong 1a ham lién tuc. Tuc
1a hoi tu diém khéng dam bao tinh lién tuc cua
ham qua phép toan gidi han. Dié¢u nay 1a do hoi
tu diém khong c6 tinh giao hoan cua hai phép
toan gidi han. Cu thé,

lim lml fulx) # 11111 11111 fnlx)

N—20 T— T Tp n—

Tuy nhién, két qua nay s& duoc cai thién
néu nhu héi ty diém duoc thay bing hoi tu déu.
Sau day la khai niém

Pinh nghia 8. Cho ddy ham f» : R —
R.,n€ N vaham f: R — R. Ddy ham fu duoc
goi 1a hoi tu déu dén ham f néu va chi néu véi
mdi & duong, ton tai s6 nguyén duong ny sao
cho v&i moi s6 dwong n va n > ng thi [fa(x) — f
(x)] <& voi moi x € R.

Xét vi du vé day ham héi tu déu.
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Vidu 9. Cho fu: [0;1] — R xac dinh boi
fa(x) = x/n , va ham f : [0;1] — R duoc xac
dinh boi f (x) = 0. Khi d6, 6 rang theo dinh
nghia 8 thi ham fu hoi tu déu dén f.

Cu thé, viéc chon no hoan toan doc lap voi
xXo. That vay, gia sirrang véie= 0.1. Khi do.
cin chi rano dé [fa(x) — f (x)| = [/n - 0] <
0.1. Vi x/n < 1/n véi moix € [0;1] nén no
= 11 la gia tri cAn tim. Tuy nhién, néu chung
ta md rong tap xac dinh cia ham fava f Ién tap
R thi ngay 1ap tac ddy ham fu chi la héi tu
diém dén f .

Qua cac Dinh nghia 7 vé ddy ham hoi tu
diém , Dinh nghia 8 vé ddy ham héi tu déu va cac
Vi du 8, 9 dé thay rang mot ddy ham fu hoi tu
déu dén f thi f. s& hoi tu diém dén f . Chidu
nguoc lai, nhin chung khong ding. O mot goc
nhin rong hon, hai loai h6i tu nay la do topo
sinh boi hai metric khac nhau trén R.

Piéu dic biét, cac két qua trén R s€ duoc
mo rong trén khong gian tong quat hon. D6 la
khong gian met- ric. Noi ma khoang cach gitra
hai diém trén duong thang thuc x va y la [x — y|
duoc thay bang khoang cach triru tuong d(x.y).
0 do, voi khoang cach mai nay, cac tinh chét
cua |x —y| van dugc gitt nguyén. Theo mach 4 ay,
cac két qua vé tir ddy hoi tu, ddy Cauchy cho
dén ham lién tuc, su hoi tu cua day ham trong
khéng gian metric dugc hinh thanh mot cach
tuong tw. Va that thu vi la cach ching minh
cac tinh chat ay ciing khong c6 qua nhiéu khac
biét. P6 1a ndi dung cua phan tiép theo.

2.2. Khong gian metric

Quan sat tir két qua cua khoang cach giita
hai s6 thuc trén R 1a |x — y|. d& thay ring n6 co
cac tinh chat sau day

LIx—y[>0,voimoix,y € X;|x —y|=
khi va chi khix =y.

il. x —y|=|y — x| vdi moi x,y € X

il X —z| < |x—y|+ |y — z| v6i moi x.y,z €
X

Bing cach thay |x — y| bing khoang cich
triru tugng d(x.,y), véi tap X khdc rong, khong
gian metric dugc dinh nghia nhu sau.

Dinh nghia 9. Anhxad: X xX —> Rla
mot metric (khoang cach) trén X néu né thoa
man cac tién dé sau day:

i. d(x,y) > 0, véi moi xy € X; d(x,y) = 0
khi va chi khix =y.

. d(x,y) = d(y,x) vdi moi x,y € X.

ii. d(x,z) < d(x,y) + d(yv,z) véi moi x,y.z
€ X.

Khi do tap X cung metric d da cho dugc
goi la mot khong gian metric va ki higu la (X,d).
Nhu dé noi 6 trén, khong kho dé kiém tra vi du
sau diy la mot khong gian metric.



Vi dul0. Xét X =R, va d(x,y) = |x —
y| voi moi x,y € X. Khi do, (X,d) la mot khong
gian metric.

Khoang cach la mot khai niém quan trong
nham xiy dung dinh nghia cia gidi han. Diéu
nay di duoc chi rd trong phan topo trén dudng
thing thuc. Gio' ddy, khoang cach duoc dinh nghia
trong nhitng khong gian truu tuong hon. Song
muc tiéu ciing 1a dé co thé ké thira cac tinh chat
¢6 san trén R. Phan sau diy s& la cac dinh nghia
va tinh chat tuong ung trén khong gian X va
metric d. That ra, & day ho chi thay khong gian
R bang X va khoang cach tri tuyét ddi [x — y|
bang metric d(x,y).

Dinh nghia 10. Dy (xa) hoi tu den X0
trong khong (X.d) néu va chi néu véi modi e
duong, ton tai sO nguyén no, sao cho véi moi
s6 nguyén n va n > no thi d(xn.X.) < &.

Mot cach hinh thuc cua dinh nghia trén
6 thé viét lai nhu sau. Diy (x) hoi tu v& xo
néu va chi néuVv €>0,3n) € N:Vn€ N,n
>n, — d(xn,X,) <¢ . M>dt vi du vé day hdi tu
trong khong gian metric chinh la vi du 1. Sau day,
la mot s6 vi du khac.

Vi du 11. Xét khong gian R* va metric
Euclid d. Khi d6 diy (xa) trong R* hoi tu vé
xo0 khi va chi khi d(xn,x0) < €. Trc la d(xn,X0)
— 0 khin — o,

Diéu nay suy ra

Vay su héi tu cia mot day trong R¥ v&i metric
thong thuong chinh 1a sy hoi tu theo toa do cua day
do. Péc biét voi k = 1 thi day la su hoi tu cua mot
diy s6 thuc thong thuong

Vi du 12. Xét khong gian cac ham lién
tuc trén doan [a.b], ki hi¢u la Crab) va metric

d(f,g) = max [f(t) — g(t)| .

t€[a,b]

Khi d6 ddy (x») (ddy ham) hoi tu vé xo

trong Crap) tirc 1a d(xn,x0) — 0 khin — . Hay

d(xn,x0) = max [Xa(t) — xo(t)] — 0

te[a,b]
Khi n — o. Tu d6 suy ra véi mdi &

dwong, ton tai s6 nguyén duong no sao
cho véi moi s6 nguyén n > no : [xn(t) — xo(t)| <
, YVt € [a,b]. Pay chinh la dinh nghia cua su hoi
tu déu cua mot diy ham trén tip [a,b] trong 8.
Nhu vay su hoi tu trong khong gian metric Cpab]
chinh 1a sy hoi tu déu.

Tur Vi du 2, ta s& co két qua tuong ung sau
day.

Vi du 13. Day (an) hoi tu vé a trong
khong gian (X.d) thi diy d(an.a) hoi tu vé 0.

Tiép theo, tu Vi du 3 ta cling c6 mot két
qua vé tinh duy nhat cua gidi han cia mot diy
hdi tu trong khong metric X.

Vi du 14. Ching minh rang trong khong
gian metric (X.d) néu diy (xn) hoi tu dén xo thi
gi6i han xo0 1a duy nhat

Viéc chirng minh twong tu nhu trong Vi du
3. Gia str rang xa — Xo va xa — x1. Ta s& chiing
minh xo = x1. D¢ lam duoc diéu nay, chung ta
st dung bién ddi nhu sau: 0 < d(xo,x1) <
d(x0,xn)+ d(xn,x1). Nho diéu nay, viéc chimng
minh d6i v&i nguoi hoc thi kho khin sé giam di.

Tinh duy nhat cia gidi han cua mot diy
trong R cling nhu trong khong gian metric X
duoc dam bao la do tinh tach duwoc cua topo
tuong ng trén khéng gian d6 (xem [5], [7],
[9]). Cu thé, trén R véi metric thong thuong thi
topo duogc sinh ra boi metric d6 1a tach dwoc. O
day, tinh tach duoc hiéu la v6i hai diém bat ky x.y
thi luén c6 hai khoang m¢ roi nhau lan luot chira x
va y. Néu topo thong thuong dugc thay bang topo
tam thuong. Do 1a T = {0, R} thi 16 rang mot diy
héi tu 6 thé co nhiéu diém gidi han. Ddi v6i khong
gian metric, voi hai diém bét ky x.y. Khi do, hai lan
can dé tach chung lan luot 1a B( x,d(x.y)/2) va B (
y,d(x,y)/2 v6i B dwgc dinh nghia nhu trong Dinh
nghia 20. Dicu nay s€ dwoc lam sang to khi sang
phan khong gian topo.

Mot cach tuong tu tir Vi du 4 trén R ta s
¢6 két qua trén khong gian metric X bat ky nhu
sau.

Vi du 15. Cho ddy xa — x va ddy yn —
y trong X. Ching minh ring diy d(xa,yn) —
d(x.y).

Viéc chung minh bai toan nay la dwa vao
k¥ thuat di trinh bay ¢ vi du 4. Cu thé, su dung

bat ding thue
[dGen,yn) = dxy)| £ dGxnx) + dyny) o o co
két qua.

Trong mach kién thic nhu vay, li€u két qua
vé phép toan gidi han cua mét tong hay mét tich
trong khong gian metric tong quat co nhu trén R?
Cau tra 10i 1a khong. Piéu nay la do su dep dé cua
khéng gian cac s6 thuc. O d6, R khong chi mang cAu
trac cua khong gian metric ma nd con mang cau tric
dai s6. Cu thé, 6 day (R, +, x) la mot khong gian
vector. Chinh vi vy ma cac két qua vé gidi han cia
mét tong hay mot tich khong con trong khong gian
metric tong quat. Tuy nhién, két qua vé ham lién tuc
tai mot diém, ham lién tuc va ham lién tuc déu chinh
la su téng quat héa tir cac Pinh nghia 4, 6 trén R. Cu
thé, ta c6 nhu sau.

Pinh nghia 11. Cho (X,dx) va (Y.dv) la
cac khong gian metric. Ham f: (X,dx) — (Y.dy
) 1a ham lién tuc tai diém xo néu va chi néu voi
moi & duong, ton tai & duong sao cho véi bat
ky x thudc X va dx (x,x0) < 6 kéo theo dv (f
(x).f (x0)) <e.

Vi du vé& ham lién tuc tai mét diém
xin xem vidu 7. Khi d6, khai niém ham lién
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tuc trén mot tap E € X 1a ham lién tuc tai
moi diém x € E. Mot cach hinh thic co thé viét
nhu sau (Vx € E)(V &> 0)(6 > 0) : (dx (x,y) <)
— (dv (f (x) .f(y)) <& ).

Mo rong tir Dinh nghia 6, chung ta cé
dinh nghia ham lién tuc déu trén khong gian
metric.

Dinh nghia 12. Ham f : (X.,dx ) —
(Y.dv ) la ham lién tuc déu trén E ¢ X néu
va chi néu véi mdi & duong, ton tai & duong
sao cho vdi bat ky x,y thugc E va dx (x,y) < &
kéo theo dv (f (x).f (v)) <e.

Theo hai dinh nghia 11, 12, 16 rang ham lién
tuc déu chinh 1a ham lién tuc. Chiéu nguoc lai nhin
chung khong ding. Trong khong gian cac s6 thuec,
ham lién tuc s& 12 ham lién tuc déu néu xét trén tap
compact. Cu thé, trong R tip compact chinh la tap
dong va bi chan. Tuy nhién, trong khong gian v6 han
chiéu thi tap compact dwoc hicu la tip déng va hoan
toan bi chin. That ra, khai niém lién tuc déu duoc
hinh thanh cho anh xa tir khong gian nhém topo vao
khong gian metric hay nguoc lai. Mot vi du khac vé
khai niém lién tuc déu duoc dinh hinh trén tap hop
¢6 cau trac déu. Ma khong gian metric va cac nhom
topo la hai vi du quan trong ctia cac cau trac déu nhu
vay (xem [7], [14]).

Tro lai tinh chat cua mot ddy hoi tu. Ngoai
tinh duy nhat cua gidi han thi trong khong gian
metric ciing c6 mot két qua twong tw nhu khong
gian R. Trudc tién, ddy Cauchy trong khong gian
metric dugce dinh nghia nhu sau.

Dinh nghia 13. M6t diy (xn) la day
Cauchy trong khong gian metric (X.d) néu va chi
néu voi mdi & dwong, ton tai s6 nguyén dwong no
sao cho vdi moi s nguyén duong m,n > no thi
d(Xm,Xn) <e.

Dinh nghia trén hoan toan giéng Dinh
nghia 3 trén R va chung ta chi thay |xm — Xi
boi d(xm,xn). Va sau day la mot két qua ma
ching minh cia n6 hoan toan giéng cach tiép
can di néu trong Vi du 5. Két qua do duoc cho
badi vi du sau.

Vi du 16. Moi diy hoi tu trong khong gian
metric déu la diy Cauchy. Diéu nguoc lai chi ding
trong truong hop khong gian metric do la mot khong
day du. Van dé dit ra la liéu mot day Cauchy co bi
chan trong khong gian metric hay khong? Cau tra 161
1a co. Tuy nhién, dé néi vé diéu nay. Nguoi ta can
mot khai niém vé day bi chan. Mét khai niém duoc
tong quat hoa nho khai niém diy bi chin trong R.
Tro lai voi van dé ddy sb thuc bi chin trong dinh
nghia 2. Khi d6, (an) duoc goi la ddy bi chin khi ton
tai s6 M > 0 sao cho |an| < M, Vn € N. Noi cach
khac, -M <an <M, Vn € N. Suy ra, an € (-M,M ),
vn € N. Dén day, ta tro lai khai niém hinh cau mo
trén R.
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Dinh nghia 14. Cho a € R va r 1a mét s6
duong bat ky. Khi d6, B (a,r) = {x € R : |x — a|
<r} duogc goi la hinh cAu mo tam a, ban kinh r.

Truong hop a = 0 va r = 1 thi B(0, 1)
duoc goi la hinh cau don vi. Tuong tu, khai
niém hinh cau dong va mat cau lan luot duoc
dinh nghia nhu sau.

Dinh nghia 15. Cho a € R va r la mot )
duong bat ky. Khi do, B (a.r) = {x € R : |x — a]
<r}

duoc goi la hinh ciu dong tim a, ban kinh

Va mat cau

Dinh nghia 16. Cho a € R va r la mot s6
duong bat ky. Khi do, S (a,r) = {x € R : |x —a| =
r} duoc goi 12 mat cau tdm a, ban kinh r.

Khi d6, moét diy bi chin co thé dinh
nghia lai nhu sau. Day (an) duoc goi 1a bi chan
trong R néu va chi néu ton tai hinh cau sao cho an €
B(0,M ), Vn € N. hinh cau trong truong hop nay
c6 thé la mot B(a.N ) v6i tdm a va ban kinh N
nao dé chu khéong nhat thiét 1a B(0.M ). Bang
ngdn ngit nhu vay, chung ta co thé tro lai tra 1oi
cAu hoi vé tinh bi chin va ddy Cauchy.

Vi du 17. Moi diay Cauchy trong khong
gian metric déu bi chin.

Cach chirng minh hoan toan nhu ¢ Vi du 6.

Qua phan nay. ngudi hoc co thé thy rang
tir nhitng hiéu biét vé khong gian sé thuc, cac
khai niém va tinh chat trén khong gian metric
duoc hinh thanh mot cach twong tu. Vi tinh téng
quat cua khong gian metric nén hién nhién cac
két qua trén khong gian nay can phai phat
biéu dudi dang tong quat hon. Vi du nhu cac
két qua la trén khong gian metric khong day du
v6i s6 chiéu vo6 han va khong gian nén khong
phai 1a khong gian vec- tor. Bang cach nay cac
kién thic trén khong gian metric s& c6 dugc chat
lidu hét sirc phong phu dé ngudi hoc c6 thé hidu
va thao tac dé dang. Ma cu thé nhu nhirng gi
ching ta dé trinh bay ¢ trén
Mit khac, tir dinh nghia hinh cau mo, chung ta
dé dang dinh nghia diy bi chin trong khong gian
metric. Va ciling tur day, hau hét cac kién thic
trong khong gian metric co thé dinh nghia lai
theo ngoén ngli tdp mo. Va do chinh la con
duong ma cac giao trinh dd xay dung nén
khong gian topo dwa trén chat lidu la khong
gian metric. M6t cach sau hon la con duong nay
c6 thé di dén topo trén duong thing thuc noi ma
moi khai niém, tinh chat trd nén rat rd rang.
Phan tiép theo s& lam rd diéu nay thong qua mot
s6 vi du dién hinh.

2.3. Khong gian topo

Trude ti€n, khai ni€m tap md trén R dugc
dinh nghia nhu sau.



Dinh nghia 17. M6t tap A con cua R dugc goi
1a tip md néu no rdng, hodc néu véi mdi x € A, ton
tai mot khoang mo chira x, va dugc chira trong A.

Noi cach khac, mét tap mo trong R la hop cua
cac khoang mo. R rang mdi khoang mo (a,b) 1a mot
tap mo. Tir dinh nghia trén, d& dang kiém chimg cac
tién dé sau.

Tién dé 1.

01 : Hop bat ky cac tip mo la mg;

O2: Giao hiru han cac tap mo la mo;

03 : Puong thang R va tip rdng 0 la cac
tap mo.

Trén co s& do khai niém 1an can cua mot
tap, mot diém duoc xay dung. Cu thé

Dinh nghia 18. Néu tap A l1a mét tap con khac
rong cia R, mot 1an can md cia A la mot tdp mo
chira A; mot 1an cén cia A 1a bat ky tdp md chita
mét 1an can mo cua A. Khi A = {x}, chung ta goi la
lan can coa diém x.

Tir dinh nghia nay cac khai niém khac lan luot
dwoc xay dung. Trong do, Pinh nghia 1 v& diy hoi
tu trong R ¢6 thé duoc phat biéu lai nhu sau

Dinh nghia 19. Ddy (an) dugc goi la hdi tu
dén a néu va chi néu vdi bat ky mot lan cén cua
a déu chira v6 s6 diém cua day (an).

Qua do6, chung thiy ring dinh nghia day
héi tu trong khong glan metric cling duoc phat
biéu twong tu khai niém trén. Cling tu day cac
tinh chat va cac khai niém khac trong R duoc
chirng minh ¢ dudi mot ngdn ngt khac ma
nguoi ta goi 1a ngdn ngit topo. Sau day, ta s€
thay mot hinh anh twong tu nhu trong R. hinh
cau mo, dong, mat cau va cac tdp mo duoc hinh
thanh moét cach tuong tu. Va trén ngdn ngit nay,
cac khai niém khac din dugc phat biéu. Nhiing
khai niém nay con cé hiéu luc dbi v6i khong
gian téng quat hon la khong gian topo.

Tu cac Dinh nghia 14, 15 va 16 trong R,
cac dinh nghia tuong tu trong khong gian metric
duoc phat biéu.

Dinh nghia 20. Cho a € X var la mot sb
duong bat ky. Khi d6, B (a,r) = {x € R : d(a.x)
} duoc goi 1a hinh cau mé tam a, ban kinh r.

Dinh nghia hinh cau déng

Dinh nghia 21. Cho a € X var la mot so
duong bat ky. Khi do,

B (a,r) = {x € R:d(a,x) <r} ducrc goi la
hinh ciu déng tAm a, ban kinh r. Va mit cau

Dinh nghia 22. Cho a € X va r la mot
s6 duong bat ky. Khi do, S (ar) = {x € R :
d(a.x) =r}

duoc goi la mit cAu tAm a, ban kinh r.

Tu Dinh nghia 21 hinh ciu déng trong
khong gian metric X, khi xét trén R va metric

thong thuong d(x.y) = [x — y| thi n6 tro tha
hinh ciu déng trén

R. Mét cach tuong tu, khi xét trén R:
metric Euclid thong thuong. Khi d6, hinh «
dong dugc dinh nghia B (a,r) = {(x,y) € R:: x
yr<ri}.

Nho d6 dé thay hinh cau déng don vi sé
B (0,1)={(x,y) € R*: x*+ y*< 1}.

V& hinh anh né chinh 1a hinh tron tim
ban kinh 1. Trong khi do, van trén Rz o
metric d(x,y) = max{|x1 — xz2|, [y1 — y2|}
hinh cau dong don vi sé€ la

B (0, 1) = {(x,y) € R2: max{[x|, [y|]} <1

V¢ hinh anh né chinh 1a hinh vub
tam O, do dai canh bé’mg 2. Bén dinh «
hinh  vuéng lan lwot 1a A(-1, 1),B(-
—1),C(1, -1) va D(1, 1).

Tuy nhién, khi xé vdi metric khac.
du nhu d(x,y) = |x1 — x2| + |y1 — y2|. Khi ¢
hinh cau dong don vi ciand la B (0, 1) = {(x
€ Ra: {x|+|y| <1},

Vé miat hinh anh thi né ciing l1a hi
vubng vdi tdm O, d6 dai canh la can bac hai «
hai. Bén dinh cua hinh vuéng 1an luot la A(-
0),B(0, —1),C(1, 0) va D(0, 1).

Qua do, ta thay rang trén cung n
khong gian c6 thé c6 nhiéu metric. M3i metric
c6 moét hinh ciu déng khong nhat thiét gid
nhau. Tuy nhién, trén R thi ca ba hinh ciu t
déula[-1, 1].

Dén day. khai niém tip mo trong kh¢é
gian metric duoc dinh nghia dua trén khai ni
da dugc dinh nghia tuong tu trén R.

Dinh nghia 23. M6t tap A con ¢
(X d) ducc goi la tap mo néu néd rong, h¢
néu voi mdi x € A, ton tai mot hinh cau
chira x, va duoc chua trong A.

Tir dinh nghia nay dé dang kiém chung di
cac tién dé sau

Tién dé 2.

O: : Hop bat ky cac tip mo la mo; C
Giao hitu han cac tdp mo la mo; O3 : X va -
rong @ la cac tip mo.

Néu quan sat k¥ 16 rang Tién dé 2 khong ki
gi Tién dé 1. Vi that ra diy ciing chinh 13 hé tién
cia moét topo. Viéc ching minh cac tién dé 1
khong phuc tap. Vi du ta tim hudng chirng minl
dau tién. Gia st ¢6 ho cac tap mo Aa€l . Goi M
UoAa, khi d6 néu Ao 1a tap rong v6i mdi o thi ta
ngay diéu phai chung minh. Nguoc lai, l1ay |
ky x € M , ton tai a € I sao cho x € Auw.
Ao la tdp mé nén tdn tai hinh cidu mo dé x
B(x,r) € Auw. Tuclax € B(x,r) € M vi Au
M .Y O2 chung minh vdi hai tap. Sau do su dy
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phuong phap quy nap. Luu y rang trong v O2 thi
tir hitu han khong thé bo di. Y Os st dung dinh
nghia tip mo dobi véi ca X va 0.

Sau day la mot vi du khac vé chirng minh tap
mo.

Vi du 18. Bat ky hinh cau mo déu la tap
mao.

RS rang, hinh ciu mo bat ky la khac
rong. Lay bat ky x € B(a.r), can chi ra ¢
m6t hinh cidu chira x va chira trong B(a.r).
bat n = r — d(x.a), khi d6 x € B(x,rn1) C
B(a,r).

Tur dinh nghia tip m& nguoi ta phat biéu
dinh nghia vé tdp dong nhu sau

Dinh nghia 24. Mot tip A < X la tap
dong trong khong gian metric X néu va chi néu
phan bu ciia nd A°l1a tip mo.

Két hop voi Tién dé 2 va phuong phap dbi
ngdu. Tinh chit cua mot topo co thé phat biéu lai
nhu sau

Tién dé 3.

Ol : Giao bat ky cac tap dong la dong;

02 : Hop hitu han cac tap dong la dong;

03 : Tap X va tap rong @ 1a cac tap dong.

Viéc ching minh cac tién dé trén chu yéu sir
dung két qua di co & vi du 18 va tién dé 2. Cu thé,
vol O1. Gia su réng ta co6 mdt ho cac tap dong Aa€l
. Khi do, can chitng minh Neer Ao 1a tip dong.
Mudn vay. ta chi can ching minh(Neer Ao)® 1a
tép mé. Ta 1a1 cod (naEI Aa)c = Uuqel Af. Ma, Ac
la cac tap mo. Theo tién dé 2. ta co két qua can
chung minh.

Ngoai ra, tu khai ni¢ém lan can trong R qua
dinh nghia 18, ta c6 khai ni€ém lan can trong
khong gian metric.

Dinh nghia 25. Néu tap A la mot tap
con khac rong cua X, mot 1an cdn mo cua A la
mot tap mo chira A; mdot 1an cén cua A la bat
ky tap mo chira mot lan can mo cua A. Khi A
= {x}, chung ta goi la 14n cn cua diém x.

Sau day la khai niém vé diém trong cua mot
tap. Trén co so do, ph?ln trong cua mot tap s€
duoc dinh nghia. Cing tir diy mot tinh chat
dac trung moi cua tdp mo s€ dugc hinh thanh.
Xin duoc bit dau bang dinh nghia diém trong
cua mot tap.

Dinh nghia 26. Piém x dwoc goi la
diém trong cua tip A néu A la mét lan can cua
X.

Dé don gian ta c6 thé ldy vi du trong R
vO1 metric thong thuong.

Vi du 19. Xét khoang A = (-4, 8) thi bat
ky diém nao trong A la diém trong cia A. Trong
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khi d6, B = [-4, 8) thi x = —4 khéng la diém
trong cua B.

Sau ddy. khai ni¢ém phﬁn trong ctiia mét tap
dugc xdy dung. N6 hoan toan cé thé dua vao
khong gian metric hoac tham chi la khong gian
tap so thuc

Dinh nghia 27. Tap hop tat ca cac diém
trong ciia A duoc goi la phan trong cua tap A.

Phan trong cua tap A thuong duoc ki higu
intA hodc A-. Dé rd hon ta c6 thé 1dy vi du nhu
sau.

Vidu 20. Cho C = [4,8), D = [4,
8,E = (4, 8].F = (-4, 8) khi do phﬁn trong cua
cac tap C.D,EF déu la (—4, 8).

Hoac vi du sau day.

Vidu 21. Cho N la tap cac s6 tu nhién. Khi
do, phan trong ctia n6 1a tip rong.

Ngoai ra, ta ¢6 két qua dwoc phat biéu qua vi
du sau day.

Vidu 22. Véibat ky tap A, A0 1a tip mo
16n nhat chua trong A.

Trude hét gia su B la tip mo bat ky chia
trong A.

Sau d6, chimg minh B ¢ A°. That vay,
ldy x € B rd rang x la diém trong cua B. Ma B
C A nén x ciing la diém trong cua A. No6i cach
khac, B € A°. Va do ¢6 két qua trén nén phan
trong cling chinh la déc trung cia tap mo.

Vi du 23. Tap A la tAp mo néu va chi
néu A =A°

Ké tir day, nguoi hoc c6 thé chang minh
két qua sau dwa vao kién thic co duoc trén
khéng gian metric hoac tham chi la khong gian
topo. Tuy nhién, ¢ day chi su dung cach chung
minh trén khéng gian topo vi chung co thé ap
dung cho ca hai khong gian trén. Cu thé,

Vidu 24. Cho A.B c X. Khi do,

i. Néu A c B thi A° cB°.

ii. (AN B)’=A%N Be.

Ta thay ring A° € Ama A c B nén
A° c B.Mait khac, B® 1a tip mo 16n nhat
chua trong B. Do do, A° < B° Y i duoc
chung minh. Véi y ii., rd rang A < A va B®
c B.Do d6, A°’N B c AN B.Ma(AnN
B)" la tdp mé 16n nhat chira trong A N B nén
ta c6 dugc A° N B” < (A N B)’. Nguoc lai, A N
B c AvaAN B c Bnén co diéu phai ching
minh.

Tiép theo 1a khai niém diém dinh cia mot
tap.

Dinh nghia 28. Piém dinh cua tap con
A cua X la diém x thudc X sao cho mdi 1an cin
clia X co phan giao vdi A khac rong.

Tap tat ca cac diém dinh cia A duoc goi la
bao dong ciia A va ki hiéu A. Do d6, dé noi x khong



la diém dinh ctia A nghia 14 n6 1a diém trong cua Ac
. Noi cach khac bao dong ciia tip A 1a phan bu cua
phan trong cua Ac. Khi d6, ta ¢6 dic trung sau

Vi du 25. Tap A la tap dong néu va chi
néuA=A.

Viéc ching minh két qua trén 1a khong kho.
Tur két qua cia Vi du 24 va déi ngiu cia no, ta
c6 két qua sau day.

Vidu 26. Cho A,B c X. Khi do,

i.NéuA cBthiAcB.

i.AUB=AUB.

Cach ching minh hoan toan dwa vao dinh
nghia bao dong.

Dén day, ngoai viée su hdi tu cua mot day da
dinh nghla lai bang ngon ngu topo. Chiing ta da hinh
thanh nén mot s6 khai niém topo dwa vao két qua
trén khong gian metric. Tuy nhién, con mot khai
niém quan trong la ham lién tuc tai mot diém chiing
ta cAn duoc phat biéu bang ngdn ngit nay. Va co thé
no6i day la moét trong nhitng khai niém quan trong
cua topo. Vi chung dugc dung dé giai quyét nhicu
bai tap ciing nhu giup nguoi hoc thay rd duoc tinh
lién tuc ctia mot ham 1a do topo trén tap d6 quyét
dinh. Ciing vi diéu nay ma dinh nghia 11 vé ham
lién tuc trén khong gian metric duwoc phat bicu lai
nhu sau.

DPinh nghia 29. Cho (X,dx ) va (Y.dy ) la cac
khéng gian metric. Ham f X, dx)— (Y dv)la ham
lién tuc tai diém xo néu va chi néu voi mdi e

duong, ton tai & dwong sao cho voi bat
ky x € BX (x0,8) kéo theo f (x) € BY (f (x0),
€).

Bing cach sir dung ngén ngit topo, dinh nghia
29 duoc phat biéu lai nhu sau.

Dinh nghia 30. Cho (X, T1) va (Y, T>) la cac
khong gian topo. Ham f: (X, Ti) — (Y, T») la ham
lién tuc tai diém xo néu va chi néu véi mdi 1an can V
cua f (xo) ton tai mot 1an can v cua x0 sao cho f )
cV.

Tir ddy khai niém va tinh chat khac trén khong
gian topo tong quat s& dwoc hinh thanh. TAt nhién,
cac yéu t6 nhu tinh tach duoc cua khong gian ciing
nhu khai niém nhu ludi, loc va da loc s& dan duoc

trinh bay thém sau khi di cac kién thic vé khong
gian metric dugc trang bi.
3. Mot sb trao dbi

Trong hoc tap va giang day Toan hoc thuong
str dung hai con dudng nhan thirc dé giup nguoi hoc
tiép can mot van dé. Thu nhat, con duong tir tw duy
cu thé dén tu duy triru twong. Vi con dudong nay
ngudi hoc s& d& dang hinh thanh cac khai niém tong
quat, cac tinh chat phirc tap dwa trén nhing khai
niém cu thé va cac tinh chit don gian hon. Con
duwong thtr hai la nguoc lai. Trudce tién, nguoi ta
trinh bay cac két qua tong quat trén nhitng khong
gian triru tuong. Sau do, béing nhirng budc di cu thé,
cac kién thirc tong quat din sang t6. That kho dé noi
rang con duong nao trong hai con dwong trén sé higu
qua hon ¢ nhitng 16p hoc cé nang luc khac nhau.
Thé nhung, voi hoc phan Khéng gian topo, néu sir
dung con dudng thir nhat théng qua cac vi du & trén
s& co mot vai wu diém sau. Thir nhat, nd gitp nguoi
hoc st dung duoc nhiing kién thirc di dwoc hoc
trong hoc phan Giai tich 1, 2 dé lam sang to cac kién
thirc triru twong. Thir hai, cach tiép can gitp nguoi
hoc tiép thu kién thic qua ting giai doan. Tir don
gian nhu trén khong gian ham mot bién cho dén
khéng gian metric. Va tir khong gian metric moi
budc tiép dén khong gian topo. Thir ba, khi hoc dén
khong gian topo, nguoi hoc da trai qua viée su dung
cac cong cu dé chiung minh trong tung khong gian.
Do @0, cac ki nang chirng minh trong bai toan trén
cac khong gian dang xét s€ dugc nang lén theo trinh
tu thoi gian. Ngoai ra, viéc giang day theo cach tiép
can nay con c6 thé giup giang vién co thé diéu chinh
ngdn ngit trong qua trinh chitng minh néu sinh vién
cam thay van dé con kho hay qua mdi mé. Va trén
hét, cach tiép nay phu hop vdi tién trinh lich st cua
mén hoc. Tuy nhién, nhu chung t6i c¢6 trao dbi &
trén. Viéc giang day theo cach tiép cin nay sé mat
thoi gian hon cac cach tiép cin ma cac tac gia &
phén gi6i thidu da chon. Thir hai, d6i voi nhirng sinh
vién ¢ hoc luc tot thi viéc trinh bay qua nhiéu budc
don gian co thé gy mat hung thu cho ho. Va cubi
cung, cach trinh bay tir don gian dén phuc tap s&
khién nguoi hoc kho thiy mét birc tranh dep dé va
hoan hao ngay tir dau.
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AN APPROACH TO TEACHING TOPOLOGICAL SPACES.

Luu Xuan Thang

University of Khanh Hoa

Abstract:

General topology has formed a coherent doctrine only for the first half of the 20™ century; it is outcome
of a movement of ideas which goes back to antiquity. One that ultimately led to a vast transformation and
generalization of the understanding of such basic objects as functions, and such notions as continuity,
differentiability, and integrability. Almost results in topological spaces are generalized from concrete spaces. In
this paper, an approach to teaching topological spaces from the real line will be investigated. And some
examples are also presented.

Keyword: General topology, teaching topological space, teaching methodology.
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