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Sự phản xạ, khúc xạ của sóng SH đối với biên phân chia 
độ nhám cao trong môi trường đàn hồi xốp đẳng hướng
Reflection, refraction of SH wave with a very rough interface of the isotropic poroelasticity media

Nguyễn Thị Kiều

Tóm tắt
Mục đích chính của bài báolà tìm ra các hệ 

sốphản xạ, khúc xạ của sóng SH đối với biên 
phân chia độ nhám cao của lý thuyết đàn hồi 
xốpđẳng hướng trong miền hai chiều.Để làm 
được điều này, trước tiên, ta đưa bài toán này 
về bài toán phản xạ, khúc xạ của sóng SH đối 

với lớp đàn hồi xốp trực hướng kẹp giữa hai bán 
không gian đàn hồi xốp đẳng hướng. Sau đó, 
ta tìm nghiệm của bán không gian trên, bán 

không gian dưới, lớp ở giữa và cho các nghiệm 
này thỏa mãn điều kiện biên thì tìm được các 

hệ số phản xạ, khúc xạ của sóng SH. Các hệ 
số phản xạ, khúc xạ của các sóng đàn hồi có ý 

nghĩa quan trọng trong âm học, thăm dò dầu 
khí.

Từ khóa: sự phản xạ, khúc xạ, sóng SH, đàn hồi xốp, 
đẳng hướng

Abstract
The main purpose of this paper is to derive the 

reflection, and refraction coefficients of SH wave 
with a very rough interface of the isotropic 

photoelasticity theory. To achieve this, the problem 
is initially simplified by considering the reflection 

and refraction of SH wave with the orthotropic 
photoelasticity layer between two isotropic 

pyroclastic half-spaces. Then, we find the solution 
of the upper half-space, the lower half-space, and 
the middle layer and let these solutions satisfy the 
boundary conditions, the reflection and refraction 

coefficients of the SH are derived. The reflection and 
refraction coefficients of elastic waves are important 

in acoustics, and oil recovery. 
Key words: reflection, refraction, SH wave, 

photoelasticity, isotropic
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1. Giới thiệu
Bài toán phản xạ, khúc xạ của các sóng đàn hồi từ lâu đã thu hút sự quan 

tâm của các nhà khoa học vì chúng có ý nghĩa quan trọng trong nghiên cứu âm 
học, địa vật lý, địa chấn học, khai thác dầu mỏ.

Một số nghiên cứu về sự phản xạ, khúc xạ của sóng đối với biên phân chia 
phẳng có thể chỉ ra như sau:Rokhlin và các cộng sự (1986) [1], Chapttopadhyay 
và Choudhury (1995) [2] nghiên cứu sự phản xạ khúc xạ của sóng trong môi 
trường đàn hồi dị hướng;Parfitt và Eringen (1969) [3], Tomar và Garg (2005) [4] 
nghiên cứ sự phản xạ, khúc xạ của sóng trong môi trường đàn hồi micropolar;Dai 
và các cộng sự (2006) [5] nghiên cứu sự phản xạ, khúc xạ của sóng trong môi 
trường đàn hồi xốp.

Hơn nữa, có rất nhiều nhà khoa học nghiên cứu bài toán phản xạ, khúc xạ 
của sóng đối với biên, biên phân chia có độ nhám thấp như: Tomar và Kaur [6], 
Singh và Tomar [7],… bởi bài toán này có ứng dụng rộng rãi trong thực tế.

Tuy nhiên, trước năm 2010, hầu hết các tác giả chỉ xét sự phản xạ, khúc xạ 
của sóng đối với biên, biên phân chia phẳnghoặc biên, biên phân chia độ nhám 
thấp. Các bài toán này đối với biên, biên phân chia độ nhám cao còn rất hạn 
chế vì các phương trình thuần nhất hóa đối với biên, biên phân chia độ nhám 
cao vẫn ở dạng ẩn.

Từ năm 2010, Vinh và Tung, đã sử dụng các phương trình cơ bản và điều 
kiện biên dạng ma trận để tìm các phương trình thuần nhất hóa. Với cách tiếp 
cận này, các tác giả đã tìm được các phương trình thuần nhất hóa dạng hiệnđối 
với bài toán biên phân chia có độ nhám cao dao động giữa hai đường thẳng 
song song, hai đường tròn đồng tâm của các lý thuyết đàn hồi, đàn điện, đàn 
nhiệt, đàn hồi micropolar, đàn hồi xốp [8], [9], [10],... Các phương trình thuần 
nhất hóa dạng hiện nghĩa là các hệ số của chúng là các hàm hiển của các tham 
số vật liệu và đặc trưng hình học của biên phân chia. Vì vậy, các kết quả đạt 
được rất thuận tiện để giải quyết các bài toán thực tế khác nhau, đặc biệt là bài 
toán phản xạ, khúc xạ của sóng đối với biên phân chia có độ nhám cao.

Như vậy, mục tiêu chính trong bài báo này là sử dụng các phương trình 
thuần nhất hóa dạng hiện của lý thuyết đàn hồi xốp đẳng hướng đã được tìm 
ra bởi Vinh và các cộng sự [10] để khảo sát sự phản xạ, khúc xạ của sóng đàn 
hồi SH đối với biên phân chia có độ nhám cao.Bài báo thu được các công thức 
hệ số phản xạ, khúc xạ của sóng SH đối với biên phân chia độ nhám cao hình 
lược, phân chia hai môi trường đàn hồi xốp đẳng hướng.

2. Đặt bài toán
Giả sử biên phân chia độ nhám cao L phân chia hai vật thể đàn hồixốp đẳng 

hướng. Khi đó biên phân chia được biểu diễn bởi ε=3 1( / ),x h x ε< <<0 1, 
trong đó, ε= 1( ),( / )h y y x  là hàm tuần hoàn với chu kỳ 1.

Xét sự phản xạ, khúc xạ của sóng SH ≡ ≡ ≡ ≠1 3 2( 0, 0)u u p u  đối với biên 
phân chia độ nhám cao hình lược, phân chia hai bán không gian đàn hồi xốp 
đẳng hướng. Theo ý nghĩa của phương pháp thuần nhất hóa, bài toán được 
đưa về sự phản xạ, khúc xạ của sóng SH ≡ ≡ ≡ ≠1 3 2( 0, 0)V V P V  đối với lớp vật 
liệu thuần nhất trong miền 3 0− ≤ ≤A x  ( xem Hình 1). Ta sử dụng các phương 
trình thuần nhất hóa dạng hiện dạng thành phần của lý thuyết đàn hồi xốp trong 
miền hai chiều đã được tìm ra [10] để khảo sát bài toán phản xạ, khúc xạ.

Phương trình chuyển động của sóng SH là:

( )ω ρ ωµ ρ+ + + ++ + − = >( ) 2 ( ) ( )2 ( )
2,11 2,33 2 3( ) ,0, 0LV V i k V x

						     (1)

( )ωµ ω ρ ρ− − − −+ + − = < −( ) 2 ( ) ( )2 ( )
2,11 2,33 2 30, ,( ) LV V i k x AV

						     (2)

µ µ ω ρ ω ρ− −〈 〉 + 〈 〉 + 〈 〉 − 〈 〉 = − < <1 1 2 2
2,11 2,33 2 30, 0[ ]LV V i k V A x 					    (3)
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Điều kiện liên tục của chuyển dịch và ứng suất trên các 

đường = − =*
3 3, 0:L x A x  là: 

0[ ] 0, [ ]2 * 2,3 *V V
L L

µ= 〈 =〉
					     (4)

Giả sử sóng tới SHl là thuần nhất (véctơ tắt dần của sóng 
song song với véctơ lan truyền sóng), có biên độ đơn vị, góc 
tới θ θ≤ <(0 90 ),o  truyền trong bán không gian +Ω( )  (Hình 
1). Khi sóng tới chiếu đến lớp giữa − ≤ ≤3( 0)A x  sẽ tạo ra 
sóng phản xạ SHR truyền trong bán không gian và sóng khúc 
xạ SHT truyền trong bán không gian SHl

Sóng tới thuần nhất SHl có dạng [10]:
− + − += 1 1 3 3 1 1 3 3( ) ( )

2 e eI I I IA x A x i P x P x
IV 				    (5)

trong đó 1 3( , )I I IP PP  biểu diễn véctơ lan truyền, 1 3( , )I I IA AA
biểu diễn véctơ tắt dần của sóng tới thuần nhất SHl và:

θ θ
θ θ

= = − =

= = − =
1 3

1 3

sin , cos , | |,
sin , cos , | | .

I I I I I I

I I I I I I

P P P P P
A A A A A

P
A 			   (6)

Thay (5) vào phương trình chuyển động (1) ta tính được:
+ + +

+

+ + +

+

− + +
=

+ +
=

( ) ( )2 ( )2

( )

( ) ( )2 ( )2

( )

,
2

.
2

µ

µ

I

I

re re imA

re re imP
				  

(7)

trong đó, ω ρ ω ρ+ + + + += =( ) 2 ( ) ( ) 3 ( )2 ( ), .Lre im k 			   (8)
Như vậy, bài toán đặt ra là: khảo sát sự phản xạ, khúc xạ 

của sóng SH cho trong (5) đối với biên phân chia độ nhám 
cao hình lược L nằm giữa hai bán không gian đàn hồi xốp 
đẳng hướng.

Công thức hiển của hệ số phản xạ, khúc xạ
Sóng phản xạ SHR có dạng [10]:

− + − += 1 1 3 3 1 1 3 3( ) ( )
2 e eR R R RA x A x i P x P x

RV R 				    (9)
trong đó, R là hệ số phản xạ, 1 3( , )R R RP PP  biểu diễn véctơ 

lan truyền, 1 3( , )R R RA AA  biểu diễn véctơ tắt dần của sóng 
phản xạ SHR và

1 3

1 3

sin , cos , | |,
sin , cos( ), | |

R R R R R R R R

R R R R R R R R R

P P P P P
A A A A A

θ θ
θ θ γ

= = =

= = − =

P
A 	 (10)

với Rγ  là góc phản xạ, Rγ  là góc tạo bởi RP  và .RA
Từ định luật Snell suy ra:

1 1

1 1

sin sin
sin sin( )

I R I R R

I R I R R R

P P P P
A A A A

θ θ
θ θ γ

 
⇒ = −

= =

= 
 			   (11)

Thay nghiệm (9) vào phương trình chuyển động (1) và 
sử dụng (11) ta có:

( ) ( ) 2 2
1 1

( ) ( ) 2 2 2 ( ) ( ) 2
1 1 1 12

3 ( )

( ) ( ) 2 2
1 1

( ) ( ) 2 2 2 ( ) ( ) 2
1 1 1 12

3 ( )

,

.

[ ( )]

[ ( )] [ 2 ]

2

[ ( )]

[ ( )] [ 2 ]

2

+ +

+ + + +

+

+ +

+ + + +

+

=

+

− − − +

− − + −

− −

+ − − + −
=

+

µ

µ µ

µ

µ

µ µ

µ

I I

I I I I
R

I I

I I I I
R

re P A

re P A im P A
A

re P A

re P A im P A
P

		  (12)
Từ (10)-(12) ta suy ra:

2 2 2 2,R I R IA A P P= =  và , 0R Rθ θ γ= = 			   (13)

Từ (13) ta thấy sóng phản xạ Rθ θ= là sóng thuần nhất và 

góc phản xạ bằng góc tới Rθ θ=  (Hình 1).
Sóng khúc xạ SHR có dạng sau [10]:

1 1 3 3 1 1 3 3( ) ( )
2 e eT T T TA x A x i P x P x
TV T − + − += 				    (14)

trong đó T là hệ số khúc xạ, 1 3( , )T T TA AA  biểu diễn véctơ 
lan truyền sóng, 1 3( , )T T TA AA  biểu diễn véctơ tắt dần của 
sóng khúc xạ SHR và

= = − =

= −

= − − =

1 3

1 3

sin , cos , | |,
sin( ),

cos( ), | |

T T T T T T T T

T T T T T

T T T T T

P P P P P
A A A

A A

θ θ
θ γ
θ γ

P

A 			 
(15)

với Tγ  là góc khúc xạ, Tγ  là góc tạo bởi TP  và TA  có 
giá trị như sau:

1 1 1

3 3 3

atan atan atan( ), ( ) ( )I I I
T T

T T T

P A P
P A P

θ γ= − = −
		  (16)

Từ định luật Snell suy ra:

1I 1T

1I 1T

sin sin
sin sin( )

P = P
A = A

I T T

I T T T

P P
A A

θ θ
θ θ γ

 
⇒

−


=

=
 			   (17)

Thay (14) vào phương trình chuyển động (2) và sử dụng 
(16) ta được:

− −

− − − −

−

− −

− − − −

−

− − −

+ − − + −
= −

− −

+ − − + −
= −

( ) ( ) 2 2
1 1

( ) ( ) 2 2 2 ( ) ( ) 2
1 1 1 1

3 ( )

( ) ( ) 2 2
1 1

( ) ( ) 2 2 2 ( ) ( ) 2
1 1 1 1

3 ( )

[ ( )]

[ ( )] [ 2 ]
,

2

[ ( )]

[ ( )] [ 2 ]
2

I I

I I I I
T

I I

I I I I
T

re P A

re P A im P A
A

re P A

re P A im P A
P

µ

µ µ

µ

µ

µ µ

µ 	

(18)

trong đó, 

Hình 1. Sự phản xạ, khúc xạ của sóng SH đối với biên phân chia độ nhám cao hình lược
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( ) 2 ( ) ( ) 3 ( )2 ( ), Lre im kω ρ ω ρ− − − − −= = 			   (19)
Nghiệm tổng quát của phương trình chuyển động của lớp 

(3) có dạng sau:
3 3 3 3 1 1 1

ˆ ˆ (( )
2 1 2( e ) I IiK x iK x i P iA xV B B e e− − −= + 			   (20)

trong đó 1 2,B B  là các hằng số cần được xác định và:
1 1 2 2 1 1

1 1 1 1
3

( ) [ 2 ]ˆ I I I Ire P A i im P AK
µ

µ µ− − − −〈 〉 − 〈 〉 − − 〈 〉 − 〈 〉
=

〈 〉  (21)
Dễ dàng thấy rằng 3 3 3

ˆˆ ˆ= −K P iA  trong đó (các số thực) 
3 3,P A  được tính như sau:

1 1 2 2

1 1

1 1 2 2 2 1 1 2

1 1 1 1

3

1 1

1 1

3

3

[ ( )]

[ ( )] [ 2 ]ˆ ,
2

2ˆ
ˆ2

I I

I I I I

I I

re P A

re P A im P A
P

im P A
A

P

− −

− − − −

− −

〈 〉 − 〈 〉 −

+ 〈 〉 − 〈 〉 − + 〈 〉 − 〈 〉
=

〈 〉

〈 〉 − 〈 〉
=

〈 〉

µ

µ

µ

µ

µ

µ

  	
								        (22)

Từ điều kiện biên tại
	

3 33 2 0 2,3 00 : [ ] 0, 0[ ]= == = 〈 〉 =µx xx V V
 

và điều kiện biên tại 

	 3 33 2 2,3: [ ] 0, 0[ ]=− =−= − = 〈 〉 =µx A x Ax A V V  

ta suy ra hệ bốn phương trình bốn ẩn số 1 2, , ,B B R T sau:

3 3 3 3 3 3

3 3 3 3 3 3

1 2
( )

3 3
1 2

3 3
ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )

1 2
( )

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )3 3
1 2

3 3

1,
( )(1 ) ,ˆ ˆ( )

( )
ˆ ˆ( )

T T

T T

I I

A iP A A iP A A iP A

A iP A A iP A A iP AT T

B B R
A iP RB B

A iP

B e B e Te
A iPB e B e Te
A iP

µ

µ

µ

µ

+

− + + +

−
− + + +

+ = +


+ − − = −
 〈 〉 +


+ =
 + − = −
 〈 〉 +  	 (23)

Từ hệ phương trình (23), ta thu được biểu thức dạng 
đóng của các hệ số phản xạ, khúc xạ của sóng R và T là:

,pr sn ms pqR T
mr qn mr qn

− −
= =

− − 				    (24)
trong đó,

− + + +

− + +

− + +

−
+

− + +

= + = −

= − +

= −

+
=

〈 〉 +

= − −

3 3 3 3 3 3

3 3 3 3

3 3 3 3

3 3

3 3 3 3

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )
1 2

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )
2 1

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )
1 2

( )
( )3 3

3 3
ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )

2 1

e e , 2e ,

{ e e },

e e ,
( )2 e ,ˆ ˆ( )

{ e e },

T T

T T

A iP A A iP A A iP A

A iP A A iP A

A iP A A iP A

A iP AT T

A iP A A iP A

m a a n

p a a

q a a

A iPr
A iP

s a a

µ
µ

 		

(25)

Các công thức hệ số phản xạ, hệ số khúc xạ thu được 
(24) không chỉ dùng để đánh giáảnh hưởng của biên phân 
chia lên sự phản xạ, khúc xạ của sóng, mà chúng còn là 
công cụquan trọng để giải bài toán ngược.

4. Kết luận
Trong bài báo này, tác giả đã nghiên cứu sự phản xạ, 

khúc xạ của sóng SH đối với biên phân chia độ nhám cao 
hình lược, phân chia hai bán không gian đàn hồi xốp đẳng 
hướng. Bằng cách tìm nghiệm của hai bán không gian, 
nghiệm của lớp ở giữa và cho chúng thỏa mãn điều kiện 
liên tục trên biên phân chia, ta tìm được các công thức dạng 
đóng cho hệ số phản xạ, khúc xạ của sóng SH đối với biên 
phân chia độ nhám cao hình lược nằm giữa hai bán không 
gian đàn hồi xốp đẳng hướng.Các công thức này có ý nghĩa 
quan trọng trong việc giải bài toán ngược: xác định các đặc 
trưng của biên phân chia khi biết các giá trị (đo được từ thực 
nghiệm) của hệ số phản xạ, khúc xạ./.
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