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Phén tich (ing xtr uén phi cuc bé tam nano FGMP ¢6 vi bot rong
véi cac diéu kién bién khac nhau
Nonlocal bending analysis of functionally graded nanoplates with porosities under various

boundary conditions

Tom tat

Trén ¢ s6 ly thuyét bién dang cat bac ba ctia Reddy va
Iy thuyét dan hoi phi cuc bd cia Eringen, bai bao tién
hanh phan tich ing xit uén ctia tim chit nhat nano
FGMP (Functionally graded material with porosities)
ban giai tich cla d0 vong va cac thanh phan ling suat
da dugc thiét 1ap cho tim c6 cac diéu kién bién khac
nhau. Sau khi kiém chiing d6 tin cy cta 16i gidi véi cac
két qua da cdng b6, anh hudng cta hé sé rong va tham
s0 phi cuc bd dén d6 vong va trudng ting suat trong
tam nano FGMP dugc khao sat. Cac két qua nhan dugc
la ngudn tham chiéu hiiu ich cho cac nghién ciru vé két
cau 6 kich ¢& micro/nano trong linh vuc vi-co dién ti.
Tir khéa: Ly thuyét dan hdi phi cuc bg, Vit liéu FGM ¢ vi bot
rong, Phan tich udn, Phuong phdp Ritz

Abstract

Based on Reddy's third-order shear deformation theory
(TSDT) and Eringen's nonlocal elasticity theory, the nonlocal
bending behavior of functionally graded material nanoplates
with porosities (FGMP nanoplates) is investigated. A
semi-analytical solution is obtained using the pb2-Ritz
approach for various boundary conditions. After validating
the reliability of the solution by comparing it with published
results, the effects of porosity and nonlocal parameters on
the deflection and stress fields of FGMPs are examined. The
findings provide valuable insights for the design and analysis
of micro/nano-scale structures in micro-electromechanical
systems.

Key words: Nonlocal elasticity theory; Functionally graded
material with porosities; Bending analysis; Ritz method
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1. Téng quan

La mot loai vat liéu composite thé hé mai, vat lieu co tinh bién thien
(functionally graded material-FGM) da dwoc phat kién 1an dau tién bai
cac nha khoa hoc Nhat Ban trong qua trinh tim kiém loai vat liéu c6 kha
néng lam viéc trong méi tréng nhiét d6 cao. Cac két cdu dam, tm, vo
FGM dwoc sir dung nhiéu trong két ciu cong trinh cling nhw kj thuat co
khi la bang chirng vé viéc s& hiru nhiéu tinh chat khac biét so véi vat liéu
composite truyén théng, déc biét la tranh dwoc sy bong tach gitra cac
pha vat liéu thanh phan va sw tap trung (ng suat tai bé mat tiép xuc gitra
chung.

Trong vai thap ky gan day, vat lieu FGM da dworc tich hop vao cac hé
thong va két cAu vi co dién t& va nano co dién tlr. Cac phan tich co hoc
vé két cAu micro/nano ché tao tir vat liéu FGM d4 tré thanh chu dé nghién
cthu hap dan cla cac nha khoa hoc trong va ngoai nudc. Véi két ciu
micro/nano, anh huong clia kich thuéc bé can duoc ké dén, do vay cac ly
thuyét dan hoi cd dién khong con thich hop. Hién nay cé ba phuong phap
mé phdng chinh dwoc st dung dé& phan tich co hoc cac két cdu nano:
phwong phap déng Iwc hoc phan t&r, phwong phap thwc nghiém va co
hoc méi trwdng lién tuc phi cuc bd (nonlocal continuum theory), trong dé
phwong phap dau tién dac biét tén thoi gian va phwong phap the hai tén
kém va khé thuc hién. Vi thé cach tiép can theo co hoc méi tredng lién tuc
phi cuc b thwéng dwoc st dung. Cac ly thuyét tdm dwa trén co hoc moi
trrong lién tuc cb dién d& dwoc cai tién bang cach st dung cac quan hé
Lrng suét - bién dang theo ly thuyét dan hdi phi cuc bd cla Erlngen [1, 2]
dé xét dén hiéu Lrng kich thuéc bé. Khong nhw ly thuyét dan hdi cd dién,
voi ly thuyet dan hdi phi cuc bo, trwong ng suét tai mot diém cua vat thé
khéng nhirng phu thudc vao cac thanh phan bién dang tai chinh diém d6
ma con phu thudc vao bién dang clia tat ca cac didm xung quanh.

Trong phan tich phi cuc bd két cAu tdm nano FGM, ly thuyét tAm cb
dién (CPT) [3, 4], ly thuyét bién dang cat bac nhat (FSDT) [5-8], va ly
thuyét bién dang cét bac ba clia Reddy (TSDT) [9, 10] la ba ly thuyet tAm
dwoc str dung phd bién nhat. Mat lwu y lién quan qua trinh ché tao FGM
la cac 16 réng vi md thwéng xuét hién do qua trinh thiéu két cac vat liéu
thanh phan khac nhau; cac vi bot réng sé anh hwéng dén co tinh vat liéu.
Cac khao sat v& (rng xtr tinh va déng ctia tAm FGM cé vi bot réng (FGMP)
vi thé cling la cha d& dwoc quan tam [11-14].

T& nghién ctru tdng quan vé tAm nano FGMP, cé thé thay ring cac
nghién ctru vé& phan tich uén cho tAm nano véi cac didu kién bién khac
nhau con rat han ché. B&i vay, trong bai bao nay, cac tac gia tién hanh
phan tich anh huéng cla vi bot réng dén (ng x(r tinh cia tAm nano FGMP,
c6 xét dén hiéu wng kich thwéc bé thong qua viéc st dung ly thuyet dan
hdi phi cuc bo cua Eringen. Ly thuyét tAm TSDT véi ndm an sé chuyén vi
ddng thoi théa man didu kién (rng suét tiép ctia tAm, phl hop cho phan
tich tAm day dwoc st dung. Loi gidi ban gidi tich cho tAm nano véi cac
dang diéu kién bién khac nhau duoc thiét 1ap theo tiép can pb2-Ritz (pb2
- two-dimensional polynomial basic function). Anh huwéng clia vi bot réng,
didu kién bién va tham sb phi cuc bd dén dé véng va (rng suét trong tm
nano FGMP sé& dwoc trinh bay cu thé trong phan khao sat sé.

2. Co sé ly thuyét
2.1. Mé hinh tm nano bang vét liéu FGMP

Xét tAm chir nhat nano FGMP c6 chiéu dai a, chiéu rong b, chiéu day
h, trong hé toa d6 Descartes (x, y, z) gan v&i mét trung binh clia tAm (xem
Hinh 1). Str dung quy luat phan bd ham Iy thira, cac tinh chéat hiéu dung
P cla vat liéu bao gdm mé dun dan hdi kéo/nén E, md dun cét G, hé sé
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Hinh 1. TAm nano FGMP véi cac quy luat phan bd vi bot rong khac nhau

Poisson v dwoc viét dwdi dang [15-17]:

P(z)=P (£+1J§+P (P, +Pp)f(2);
—'ecm h 2 m C m ’

o
> (FGMP-1) (1)

f(z)=
[1 M]ﬁ (FGMP-2)
h )2

trong d6: P, = P; - P Pe, Py trong trng la co tinh cla
thanh phan ceramic va kim loai; & la chi sb ty 1& thé tich (
£>0); alaty phanthétich16réng (0 <4 <« 1). Lwuy réng,
khi o = 0 ta c6 vat liéu FGM hoan hao.
2.2. Céac hé thirc co ban cia tam nano theo ly thuyét bién
dang cét bac ba

St dung ly thuyét bién dang cat bac ba cla Reddy
(TSDT), cac thanh phan chuyén vi trong khéng gian tdm
dwoc xac dinh bai [18]:

Uy ur(xy) ug(x.y) Uy +0us [Ox
Uy =qUp (X,y)+24Us(xy) —xZ°{ug +dug [y (2)
u, uz(xy) 0 0
. 4 . ’ . A 2
trong dé: K=W; uq,Us,U3 la cac thanh phan chuyén

vi theo phwong x,'y, z cta diém trén mat trung binh; u4, us
twong rng la géc xoay clia phap tuyén mat trung binh quanh
trucy, x.

Cac thanh phan bién dang tuyén tinh nhan dwoc:

EX
£=1¢,
7xy
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Theo Iy thuyét dan hoi phi cuc bd [2, 19], cac phuwong
trinh lién tuc cho tdm nano FGMP duoc viét dwdi dang:

te| Q1 Q2 0 ] &y
R ty =[Qq Qp O Ey (s

ty 0 0 Qe

9{{t‘xz} _ |:Q55 0 :nyz}
ty, 0 Quu]|7yz

~ trong d6: % =1-4?V? 14 toan t& phi cuc bd; 4 14 tham
sO phi cuc bd.

Vxy

(4)

T quan hé (4), cac thanh phan néi lwc cuc bd

INVINVEN= *
(N,-,M,-,M,- :Ri) va phi cuc bd (Ni:‘Mi:A’,’hRi) lién hé voi
nhau va phu thuéc vao cac thanh phan bién dang b&i:

SRN, = NII = Aljgj) +BUKI +DIjKj’

M = 0 *.

SRM,- :MI'I :DU€?+E’/K/ +GUK/,

(®)

RR; =R] = A%,
VO
hi2 2 3 _4_6
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—h/2
hi2 2
A= | G(z)(1—3/<zz) dz.
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Ap dung toan t& nonlocal R lén hé phwong trinh can
béng cla ly thuyét TSDT [18] cho tAm nano FGMP, v&i chu y
st dung quan hé (5), ta dwoc:

M+% %+ﬂ:

=0; 0;
ox oy ox oy
2y Myl oM I oR!
| IMx oMy Oy | ORy | Y+ Rq=0; (6)
ox2 oxdy  oy? ox oy
/ / / /
P +_6ny —Ri =0; Py +—6Py —R!, =0
ox oy ox oy

. pl I i
trong dé: P’ =M; —xM,".
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Cac gia tri k; phu thudc vao diéu

g
. kién bién cu thé cta cac canh tam. Vi
rs du, trén canh x = a (twong &¥ng v&ir =
(;8) 1): Vi didu kién bién ngam (-C): kg
2 =0; voi didu kién bién twa ban I& (-S): k;

= 1 véi didu kién bién tu do (-F): k = 0.

Bang cach thay khai trién (9) vao
(7), va chuyén d6i tich phan t» hé
toa dé (x, y) sang hé toa do (r, s), hé

(a) TAm chir nhat nano thuc té

2.3. Phurong phap Ritz
Nhan 1an lwot tirng phuwong trinh trong (6) véi cac bién
phéan ou; sau do tich phan trén mién A, ta duoc:

(b) TAm vudng tham chiéu

2
0= J-I: / 85U1 / 6ZU4 KM;I 0 5213 +N‘(, 5gU2 P}f 6gu5
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—KM;I 02 5;13 +N)’( oouy . 0duy +P)£y oduy N 0dug
oy oy ox oy ox
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Pé thuan tién, trong phan né)!, hé truc toa d khéng
thtr nguyén (r, s) dwoc sir dung dé thay thé cho hé toa d6
Descartes (xem Hinh 2). Lién hé gilra hai hé toa do:

r=§—1s_2y—1
a

(8)
Céc thanh phan chuyén vi theo pb2-Ritz dwoc gia thiét
nhw sau [20]:

N
-
d,-pqu,-pq (r,S) = Z d,-ju,- (I‘,S) = df Uf

° = Q)
trong d6 N la bac cla da thirc; dIJ la cac hé sb can tim;

d; la cac véc to chuyen vi; U; la cac véc to ham pb2-Ritz (I =
1+5) v&i cac thanh phan dwoc tinh theo:

u; =rP9s9B;

UI':

3
Mo

q

(10)
véi B; 13 cac ham co ban théda man didu kién bién:

By = (s+1)%2 (r=1)-2 (s =14 (r 41 (11)

phwong trinh can bang thu dwoc cho
bai toan uén:
Kd=F (12)

3. Két qua so6 va thao luan
V@i nghiém ban gidi tich theo
phuwong phap pb2-Ritz da thiét lap
& phan trén, chwong trinh tinh béng
phan mém Matlab dwoc viét dé thwe hién cac vi du sé. Cac
vi du kiém chirng do tin cay cla I6i gidi va chuong trinh may
tinh dwoc thwe hién cho hai trwdng hop riéng bao gém: i)Do
véng va &ng suét tAm FGMP kich thudc nano lién két khép
bén canh; ii) D6 véng cla tAm FGM kich thwdc macro véi
cac diéu kién bién khac nhau. Dé thuan tién, cac cong thire

khoéng thtr nguyén dwoc str dung [21]:

M_/_10Ech3w [a bj_ ., (a b hj,
- Ol A’A |7 = ~N'A'A |?
goa* 2’2 X qea ¥ 2'2°2 (13)

— _10h b
<t (029)

~

3.1. Vi du kiém chimng

Dé kiém chirng rng x(r u6n phi cuc bd theo ly thuyét
TSDT va phuong phap Ritz, bai bao xét tam vuéng nano
FGMP (AI/AI203): a = b = 10 nm, lién két khép bén canh
(SSSS) va chiu tac dung cla tai phan bd hinh sin:

q =qosin(zx/a)sin(zy/b)

Cac két qua tinh toan dd véng khong thir nguyén w va
(ng suét khdng thir nguyén t,,t,, cta tdm trinh bay & Bang
1. D& dang nhan thay, v&i cac tham sb phi cuc bo u khac
nhau, két qua trong bai bdo d&u phi hop véi nghiém Navier
st dung ly thuyét bién dang céat don gian bén &n chuyén vi
clia Alghanmi [21].

Tiép theo, Bang 2 trinh bay cac két qua kiém ching do
voéng khdng th&r nguyén

W = 100E h3w0(: ‘2’)/[12(1 v )qoa“}

cla tAm vuéng FGM (Al/ZrO,-1) kich thwéc macro: a = b
=1m,h=0,2m, o =0, chiu tdc dung cla tai phan bb déu
g=qq. C6 thé thay réng, v&i cac chisb ty 1& thé tich & va diéu

W bty
[ Ngudn t t, t,,
FGMP-1 FGMP-2 FGMP-1 FGMP-2 FGMP-1 FGMP-2
1nm Alghanmi [21] 1,3268 1,0058 4,8918 4,5597 2,5470 2,3494
Bai bao 1,3268 1,0064 4,8917 4,5604 2,5468 2,3750
2nm Alghanmi [21] 1,9830 1,5033 7,3110 6,8148 3,8067 3,5113
Bai bao 1,9829 1,5041 7,3110 6,8158 3,8063 3,5496
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Diéu kién bién Ngudn =05 $ =1 $ =2
ccce Lee va cs. [22] 0,1034 0,1207 0,1404

Bai bao 0,0986 0,1156 0,1357

scsc Lee va cs. [22] 0,1447 0,1701 0,1953

Bai bao 0,1386 0,1625 0,1899

SFSF Lee va cs. [22] 0,7029 0,8214 0,9423

Bai bao 0,6852 0,7948 0,9051

kién bién khac nhau clia tam, cac két qua trong bai bao déu
phu hop v&i I6i gidi theo ly thuyét bién dang cat bac nhat va
phuwong phap phan t& tw do kp-Ritz (element-free kp-Ritz
method) cla Lee va cs. [22].

Qua cac két qua kiém chirng & trén, c6 thé thay rang,
nghiém theo phwong phap pb2-Ritz trong bai bao va code
chwong trinh may tinh da thiét 1ap c6 do tin cay.

3.2. Khdo sét dnh hudng cua céac tham sé

Trong phan nay, bai bao tién hanh phan tich (ng x( u6n
phi cuc bd clia tam vudong nano FGMP (AI/AI2Q3) [21]: a=b=
10 nm, a/h = 10, dudi tac dung cua tai phan bo deu g=qo. D6
thi trén Hinh 3 thé hién bién thién do6 vong khéng thr nguyén
w va ng suat phap khéng the nguyén t, theo tham sé phi
cuc bo u. Bbn trwdng hop diéu kién bién dwoc xét téi bao
gom: CCCC, SCSC, SSSS va SFSF [23].

Cac két qua cho thay:

- Ngoai trir trwdng hop diéu kién bién ngam 4 canh -
CCCC c6 d6 vong va (rng suét khong ddi khi thay ddi u, cac
trwdng hop diéu kién bién con lai c6 d vong va ng suat
tang phi u tang.

- Nhw mong doi, véi mbi gia tri cha tham sb i, tAm nano
FGMP c6 lién két CCCC Iudn c6 do vong nho nhat; tiép do,
twong tng v&i cac dieu kién bién SCSC, SSSS, SFSF thi do
vong tang dan.

- Anh hwéng cla diéu kién bién lén (ng suét trong khong
giéng nhw d6 vong, tham chi la kha phirc tap vi né con phu

(a) Bién thién clia w

N

thudc vao gia tri cia tham sb u. Khi u = 0, tAm nano FGMP
c6 lién két CCCC c6 (ng suét nhd nhét; tiép do, twong trng
vé&i cac didu kién bién SFSF, SCSC, SSSS, thi (rng suét téng
dan. Khi u # 0 va tang dan, diéu kién bién SFSF c6 (rng suét
tadng rat nhanh so v&i cac diéu kién bién SCSC va SSSS
dan dén twong quan vé& (rng suét ctia ba didu kién bién nay
thay déi.

- V& anh huéng cla vi bot réng: V&i mbi diéu kién bién
va tham sb u cho trwéc, tm nano FGM hoan h&o luén c¢é
dod véng va (rng suat bé hon so v&i tAm khong hoan hao.
Phan b6 FGMP-2 lam cho tAm c6 d6 ctrng uén I&n hon so
v&i phan bé FGMP-1, két qua 1a tAm FGMP-2 luén cé dd
véng va (rng suat gan véi tAm FGM hoan hdo hon so véi
tAm FGMP-1.

4. Két luan

Bai b&o xay dwng moé hinh tinh toan uén cho tAm nano
FGMP véi cac dang diéu kién bién khac nhau theo ly thuyét
bién dang cét bac ba cla Reddy két hop véi ly thuyét dan
hdi phi cuc bd. Nghiém ban giai tich s& dung phwong phap
pb2-Ritz, cuing v&i chwong trinh tinh bang phan mém Matlab
duwoc kiém chirng cho thay du tin cay. Cac khao sat sb da
duwoc thue hién cho phép danh gia anh hwéng cla didu kién
bién, tham sb phi cuc bo, dén d6 véng va (rng suét ctia tAm.
Loi gidi ban gidi tich va nhirng nhan xét rat ra trong khao
sat sb 1a co s& cho cac nghién cru lién quan va 1a nguén
tai liéu tham khao hiru ich cho cac k§ sw két cAu trong cling
[inh vwe./.

N[nm]
(b) Bién thién cua t,

t Jz
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