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Tóm tắt. Trong bài báo này, chúng tôi sử dụng phương pháp thống kê mômen để nghiên cứu 

sự nóng chảy của hợp kim thay thế nhị nguyên AuCu với cấu trúc lập phương tâm diện dưới 

tác dụng của áp suất lên tới 100 GPa. Lí thuyết nóng chảy đối với hợp kim thay thế nhị 

nguyên được xây dựng trong bài báo này là sự phát triển của lí thuyết nóng chảy đối với kim 

loại và đều xuất phát từ điều kiện giới hạn bền vững tuyệt đối của trạng thái tinh thể. Đường 

cong nóng chảy của cáckim loại Au, Cu và hợp kim AuCu mà chúng tôi thu được có sự phù 

hợp tốt với thực nghiệm cũng như với kết quả tính toán của các tác giả khác sử dụng phương 

pháp ab initio và phương pháp mô phỏng động lực học phân tử. Điều đó cho phép chúng tôi 

dự đoán một cách đáng tin cậy các đặc tính nóng chảy của hợp kim AuCu trong những điều 

kiện vật lí chưa được khảo sát. 

Từ khóa: Hợp kim thay thế, giới hạn bền vững tuyệt đối trạng thái tinh thể, phương pháp 

thống kê mômen. 

1.   Mở đầu 

Trong những năm trở lại đây, với sự phát triển của các phương pháp thực nghiệm hiện đại - 

tiêu biểu là phương pháp ô mạng đế kim cương [1] và phương pháp gây nóng chảy bằng sóng 

xung kích [2] - việc nghiên cứu nhiệt độ nóng chảy của vật liệu dưới tác dụng của áp suất cao đã 

trở thành một vấn đề nóng hổi mang tính thời sự, đặc biệt là đối với các ngành vật lí vật chất 

ngưng tụ và địa vật lí. Song song với đó, trên phương diện lí thuyết, các nhà khoa học thường sử 

dụng phương pháp ab initio [3] và phương pháp mô phỏng động lực học phân tử [4] để thu được 

những thông tin quan trọng về sự nóng chảy của vật liệu ở điều kiện áp suất lên tới hàng trăm GPa. 

Tuy nhiên, các phương pháp lí thuyết này lại đòi hỏi khối lượng tính toán quá lớn, thời gian mô 

phỏng quá lâu cùng những phép gần đúng quá phức tạp. Vì vậy, việc tìm ra một lời giải đơn giản 

cho bài toán nóng chảy vẫn là một vấn đề khó được nhiều nhà vật lí lí thuyết quan tâm theo đuổi. 

Như chúng ta đã biết, hợp kim là một loại vật liệu phổ biến và được sử dụng rộng rãi trong 

các ngành công nghiệp. Việc khảo sát các đặc tính nhiệt động lực học của hợp kim có tầm quan 

trọng cơ bản trong việc tìm ra các ứng dụng của chúng. Song trong đa số các trường hợp, hiểu biết 

của chúng ta về sự nóng chảy của hợp kim vẫn là chưa đầy đủ. Chẳng hạn như với hợp kim thay 

thế AuCu, thông tin về sự nóng chảy của kim loại thành phần Cu dưới tác dụng của áp suất cao đã 

tương đối hoàn thiện và người ta đang hy vọng rằng trong tương lai có thể khảo sát sự nóng chảy 

của Cu lên tới hàng nghìn GPa [5, 6]. Ngược lại, chúng ta có rất ít nghiên cứu cả về lí thuyết lẫn 

thực nghiệm cho sự nóng chảy của kim loại thành phần Au. Đa số thông tin về các đặc tính nóng chảy 
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của Au hiện nay chỉ tập trung ở khoảng áp suất dưới 20 GPa [7-9] mặc dù sự chuyển pha cấu trúc 

lập phương tâm diện - lục giác xếp chặt của nó theo dự đoán sẽ diễn ra tại 151 GPa [10], tức là Au 

có thể tồn tại ở pha lập phương tâm diện trong một vùng áp suất rất rộng.Đặc biệt, khi ta kết hợp 

Au và Cu để tạo thành hợp kim, đường cong nóng chảy của hệ Au-Cu mới chỉ được xác định ở áp 

suất không [11]. 

Từ những năm 1990 trở lại đây, các nhà nghiên cứu tại khoa Vật lí, trường Đại học Sư phạm 

Hà Nội đã xây dựng, phát triển và ứng dụng một phương pháp nghiên cứu hiện đại có tên là 

phương pháp thống kê mômen. Phương pháp thống kê mômen dựa trên một công thức truy chứng 

đối với các mômen được xây dựng trên cơ sở ma trận mật độ của vật lí thống kê lượng tử. Dựa 

vào công thức này, chúng ta có thể biểu diễn các mômen cấp cao thông qua các mômen cấp thấp 

hơn và từ đó xác định toàn bộ các mômen của hệ mạng. Để tìm nhiệt độ nóng chảy bằng phương 

pháp thống kê mômen, các nhà nghiên cứu sẽ sử dụng điều kiện giới hạn bền vững tuyệt đối của 

trạng thái tinh thể - tức là chúng ta chỉ cần sử dụng duy nhất một pha rắn để tìm nhiệt độ nóng 

chảy [12-14]. Ưu điểm lớn nhất của phương pháp thống kê mômen đó chính là đơn giản về mặt 

toán học, rõ ràng về mặt vật lí, các hiệu ứng phi điều hòa và tương quan của dao động mạng được 

tính đến đầy đủ trong mô hình. Phương pháp thống kê mômen không đòi hỏi các chi phí tính toán 

lớn nhưng vẫn có thể cho ra các kết quả phù hợp tốt với thực nghiệm trong nhiều trường hợp.  

Vì những lí do trên, trong bài báo này chúng tôi sẽ sử dụng phương pháp thống kê mômen để 

nghiên cứu sự nóng chảy của hợp kim thay thế AuCu dưới tác dụng của áp suất cao lên tới 100 GPa. 

2.  Nội dung nghiên cứu 

2.1. Cơ sở lí thuyết 

Đầu tiên chúng tôi sẽ xét kim loại sạch X lí tưởng với cấu trúc lập phương tâm diện (X có thể 

là Au hoặc Cu). Năng lượng liên kết u0X và các thông số tinh thể 1 2, , ,X X X Xk γ γ γ [14] của kim 

loại X trong gần đúng hai quả cầu phối vị có dạng 
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trong đó 1Xφ , 2 Xφ  lần lượt là thế năng tương tác cặp giữa nguyên tử X với các nguyên tử lân cận 

nó trên quả cầu phối vị thứ nhất và thứ hai, thông số 
2

X X Xk m ω biểu diễn tính chất điều hòa của 

dao động mạng ( Xm  là khối lượng nguyên tử X), các thông số 1 2, ,X X Xγ γ γ  mô tả dao động 

mạng trong gần đúng phi điều hòa, còn Xa  là khoảng lân cận gần nhất trung bình giữa các 

nguyên tử trong kim loại sạch X. 

Để xác định ( , )Xa P T , trước hết chúng ta sẽ xác định ( ,0)Xa P  dựa vào việc giải phương 

trình trạng thái sau [14]: 

01
.

6 4

X X X
X X

X X X

u k
Pv a

a k a

  
   

  
 (6) 

Biết ( ,0)Xa P  chúng tôi tiếp tục tìm được độ dời của nguyên tử ( , )Xy P T  tại áp suất P và 

nhiệt độ T dựa vào công thức [14] 

2

3

2 ( ,0)
( , ) ( ,0)

3 ( ,0)
,X

X X
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P
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k P
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 
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trong đó Bo Bo,   k T k  là hằng số Boltzmann và ( ,0)
X

PA  là một hàm của X, ( ,0)Xa P và   

như trong [14]. 

Từ đó, 

( , ) ( ,0) ( , ).X X Xa P T a P y P T   (8) 

Bây giờ đối với hợp kim Au-Cu, từ mạng tinh thể của Au có thể thay các nguyên tử Au ở vị 

trí tâm mặt bằng các nguyên tử Cu. Khi đó, khoảng lân cận gần nhất trung bình AuCua  sẽ được cho 

dưới dạng  

AuCu ,
X TX X

X
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X

c B a

a
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



 (9) 

trong đó Xc  là nồng độ nguyên tử X trong hợp kim (tính theo số nguyên tử), TXB  là môđun đàn 

hồi(suất đàn hồi) đẳng nhiệt của kim loại sạch X. 

Phương trình trạng thái của hợp kim AuCu khi đó có dạng  
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với Gγ  là thông số Grüneisen của hợp kim 
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Kết hợp (10) và (11) với điều kiện giới hạn bền vững tuyệt đối của trạng thái tinh thể  
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AuCu
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 
 (12) 

chúng tôi tìm được phương trình sau đây cho phép xác định nhiệt độ giới hạn bền vững tuyệt đối 

của trạng thái tinh thể 
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Lưu ý rằng các đại lượng trong vế phải của (13) cũng phải được tính tại TS. Giải phương trình 

(13) sẽ cho chúng ta giá trị của TS tại một áp suất và nồng độ nguyên tử pha tạp nhất định. 

Do ở cùng một điều kiện vật lí, nhiệt độ giới hạn bền vững tuyệt đối của trạng thái tinh thể TSvà 

nhiệt độ nóng chảy Tm ở không xa nhau nên chúng tôi thực hiện một phép hiệu chỉnh như sau để 

tìm Tmtừ TS 
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trong đó ( , ), ( , ).m m S Sa a P T a a P T  . 

Về mặt nguyên tắc, chỉ cần lần lượt giải hai phương trình (13) và (14) là chúng tôi hoàn toàn 

có thể thu được mọi thông tin về sự nóng chảy của tinh thể. Tuy nhiên trong trường hợp đã biết 

nhiệt độ nóng chảy ở áp suất không Tm(0), để đơn giản hóa tính toán chúng tôi có thêm một cách 

khác để tìm nhiệt độ nóng chảy dưới tác dụng của áp suất Tm(P) như sau [15]: 
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trong đó G là môđun trượt của vật liệu, B0 là môđun  đàn hồi đẳng nhiệt của vật liệu ở áp suất 

không, 0 0( / )T PB dB dP 
   với TB  là môđun đàn hồi đẳng nhiệt của vật liệu ở áp suất P. 

2.2. Kết quả tính số và thảo luận 

Đối với hợp kim AuCu, chúng tôi sử dụng thế tương tác cặp Mie-Lennard-Jones có dạng   
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trong đó các thông số thế được cho trong Bảng 1.  

Để xét tương tác giữa nguyên tử Au và nguyên tử Cu, chúng ta thực hiện phép lấy trung bình 

 Au-Cu Au-Au Cu-Cu

1
.

2
     (17) 
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Bảng 1. Các thông số thế tương tác Mie-Lennard-Jones cho tương tác Au-Au [16] và Cu-Cu [17]. 

Sự tương tác D (eV) m n r0(10
-10

 m) 

Au-Au[15]
 

0,6387 1,96 15,56 2,8751 

Cu-Cu[16]
 

0,2929 5,5 11 2,5487 

 

 

Hình 1. Đường cong nóng chảy Cu( )mT c  của hợp kim AuCu tại áp suất không cho bởi 

phương pháp thống kê mômen (đường nét liền màu đỏ) phù hợp tốt với các kết quả thực 

nghiệm (chấm hình vuông màu da cam [18], hình tam giác màu xanh lá cây [19], chấm tròn 

màu xanh dương [20]). 

Kết quả tính toán của chúng tôi cùng các kết quả khác để so sánh đối với hợp kim AuCu 

được chỉ ra trên Hình 1. Đầu tiên chúng ta sẽ kiểm tra một trường hợp giới hạn tại áp suất 0P  . 

Hình 1 cho thấy đường cong nóng chảy của hợp kim Cu( )mT c cho bởi phương pháp thống kê 

mômen có sự phù hợp tốt với các kết quả thực nghiệm [18-20]. Nhiệt độ nóng chảy của Au tại 

0P   là 1355 K theo tính toán của phương pháp thống kê mômen và là 1337 K theo các đo đạc 

thực nghiệm [21]. Nhiệt độ nóng chảy của Cu tại 0P   thu được từ phương pháp thống kê 

mômen là 1423 K và 1358 K từ thực nghiệm [21]. Dễ thấy nhiệt độ nóng chảy của hợp kim AuCu 

không biến đổi nhiều theo nồng độ nguyên tử Cu pha vào nhưng dáng điệu của nó có phần khá 

đặc biệt. Hình 1 cho thầy tồn tại một điểm cực tiểu tại Cu 43%c   và mT  tương ứng bằng 1247 

K. Tọa độ của điểm cực tiểu này theo các dữ kiện thực nghiệm tổng hợp [11] là ( 44%, 1183K ). 

Dễ thấy nhiệt độ nóng chảy của hợp kim Au-Cu tại P = 0 theo phương pháp thống kê mômen có 

phần cao hơn so với thực nghiệm. Nguyên nhân của vấn đề này là do sự tạo thành nút khuyết 

trong tinh thể. Nồng độ nút khuyết cân bằng trong Au và Cu gần nhiệt độ nóng chảy dao động 

trong khoảng từ 10
-4 

đến 10
-2 

[22] và do đó, các nút khuyết sẽ có đóng góp đáng kể đến tính chất 

nhiệt động của tinh thể ở vùng nhiệt độ cao. Cụ thể là khi nút khuyết xuất hiện, nhiệt độ nóng 

chảy của tinh thể sẽ giảm rõ rệtdo các nguyên tửliên kết không đầy đủ. Trong bài báo này, chúng 

tôi mới chỉ thực hiện các tính toán trên mô hình hợp kim AuCu lí tưởng nhưng sai số tối đa giữa lí 

thuyết với thực nghiệm cũng chỉ đạt 5,4%.Chúng tôi tin chắc rằng khi tính thêm ảnh hưởng của 

nút khuyết thì các kết quả tính số của chúng tôi sẽ tốt hơn. 
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Hình 2. Đường cong nóng chảy Tm(P) của kim 

loại sạch Au cho bởi phương pháp thống kê 

mômen (đường nét liền màu đỏ) và các đo đạc 

thực nghiệm sử dụng phương pháp phân tích 

nhiệt vi sai DTA (hình tròn màu xanh dương 

[7] và hình vuông màu cam [8]), sử dụng ô loại 

Bridgman [9] (dấu × màu xanh lá cây). 

Hình 3. Đường cong nóng chảy Tm(P) của 

hợp kim thay thế Au-Cu ở phía giàu Au lên 

tới 100 GPa cho bởi phương pháp thống kê 

mômen tại các nồng độ cAu= 90% (đường nét 

liền màu đỏ), cAu = 80% (đường nét liền màu 

xanh lá cây) và cAu= 70% (đường nét liền màu 

xanh dương). 

Hình 2 và Hình 3 cho thấy nhiệt độ nóng chảy của Au và hợp kim AuCu ở phía giàu Au được 

biết đến như một hàm tăng mạnh theo áp suất. Trên Hình 2, sai số tối đa giữa lí thuyết và các số 

liệu thực nghiệm hiện có [7-9] cho sự nóng chảy của Au chỉ đạt 4,7% tại P = 20 GPa. Điều đó cho 

phép chúng ta dự đoán một cách đáng tin cậy sự nóng chảy của Au ở vùng áp suất cao lên tới 100 

GPa cũng như sự nóng chảy của các hợp kim Au90%Cu10%, Au80%Cu20%, Au70%Cu30% trên Hình 3 

(bởi lẽ từ Hình 1 chúng tôi đã chỉ ra được rằng Tm  của hợp kim AuCu ở phía giàu Au sẽ không 

biến động nhiều so với Tmcủa kim loại chính Au). Cụ thể trong khoảng áp suất từ 0 đến 100 GPa, 

theo phương pháp thống kê mômen thì Tmcủa Au tăng từ 1355 đến 4682 K, Tmcủa Au90%Cu10% 

tăng từ 1304 đến 4428 K, Tmcủa Au80%Cu20% tăng từ 1275 đến 4255 K và Tmcủa Au70%Cu30% tăng 

từ 1256 đến 4120 K.   

Tương tự như đã phân tích ở Hình 2 và Hình 3, chúng tôi tin rằng các kết quả được trình bày 

trên Hình 4 và Hình 5 cũng sẽ đạt được độ chính xác cao. Cụ thể khi áp suất tăng từ 0 đến 100 

GPa, theo phương pháp thống kê mômen thì Tmcủa Cu tăng từ 1423 đến 4148 K, Tmcủa 

Cu90%Au10% tăng từ 1364 đến 4043 K, Tmcủa Cu80%Au20% tăng từ 1320 đến 3978 K còn Tm của 

Cu70%Au30% tăng từ 1286 đến 3941 K. Đặc biệt là Hình 4 cho thấy tuy phương pháp thống kê 

mômen không hề đòi hỏi các tính toán quá mức phức tạp và tinh tế nhưng hoàn toàn có thể cho ra 

đường cong nóng chảy dưới tác dụng của áp suất cao tương tự như các phương pháp hiện đại như 

ab initio và mô phỏng động lực học phân tử. Điều đó góp phần làm sáng tỏ hiệu quả của phương 

pháp thống kê mômen trong việc nghiên cứu các tính chất nhiệt động của kim loại và hợp kim 

trong một khoảng rộng của nhiệt    độ, áp suất và nồng độ nguyên tử pha tạp. 

 



Nghiên cứu sự nóng chảy của hợp kim thay thế AuCu dưới tác dụng của áp suất cao lên tới 100 GPa 

59 

 

  

Hình 4. Đường cong nóng chảy Tm(P) của 

kim loại sạch Cu cho bởi phương pháp thống 

kê mômen (đường nét liền màu đỏ), phương 

pháp ab initio [3] (đường nét đứt màu tím), 

phương pháp mô phỏng động lực học phân tử 

[4] (đường gạch chấm màu xanh lá cây), 

phương pháp ô mạng để kim cương (hình tam 

giác màu vàng cam [23], hình tứ giác màu đỏ 

[24], hình tròn màu xanh dương [25]). 

Hình 5. Đường cong nóng chảy Tm(P) của 

hợp kim thay thế Au-Cu ở phía giàu Cu lên 

tới 100 GPa cho bởi phương pháp thống kê 

mômen tại các nồng độ cCu= 90% (đường nét 

liền màu đỏ), cCu = 80% (đường nét liền màu 

xanh lá cây) và cCu= 70% (đường nét liền màu 

xanh dương). 

3.  Kết luận 

Phương pháp thống kê mômen cung cấp cho chúng ta một cách đơn giản, hiệu quả và nhanh 

gọn để khảo sát sự nóng chảy của tinh thể dưới tác dụng của áp suất cao và các nguyên tử pha tạp. 

Các kết quả lí thuyết được chúng tôi áp dụng để xây dựng đường cong nóng chảy của hợp kim 

thay thế AuCu với cấu trúc lập phương tâm diện lên tới 100 GPa. Mối quan hệ giữa nhiệt độ-áp 

suất-nồng độ nguyên tử pha tạp tại điểm nóng chảy của hệ AuCu đã được chúng tôi đánh giá kĩ 

càng. Các kết quả tính số của chúng tôi có sự phù hợp tốt với thực nghiệm cũng như với tính toán 

của các tác giả khác sử dụng ab initio và mô phỏng động lực học phân tử.  
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ABSTRACT 

Study on the melting of substitutional alloy AuCu in high pressures up to 100 GPa 

Nguyen Quang Hoc and Tran Dình Cuong
 

Faculty of Physics, Hanoi National University of Education 

 In this paper, we use the statistical moment method in order to study the melting of binary 

substitutional alloy AuCu with the face-centered cubic (fcc) structure under pressure up to 100 

GPa. The melting theory for binary substitutional alloys builded in this paper is the development 

of the melting theory for metals and started from the absolute stability limit condition for 

crystalline state. Our obtained melting curves of metals Au, Cu and alloy AuCu are in good 

agreement with the experimental data as well  as the calculated results of other authors using the 

ab initio and the molecular dynamics simulation. This is allowed us certainly to foresee the 

melting features of alloy AuCu in uninvestigated physical conditions.   

Keywords: Substitutional alloy, absolute stability limit for crystalline state, statistical 

moment method.   


