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Tóm tắt. Trong bài báo này, chúng tôi nghiên cứu sự tồn tại nghiệm của bao hàm thức vi
phân trung tính được cho bởi







d

dt
[Dyt − f(t, yt)]−A[Dyt − f(t, yt)]− Lyt ∈ F (t, yt), t ∈ J = [0,∞),

y0 = ϕ ∈ CE = C([−r, 0];E), r > 0.
(1)

Bằng việc sử dụng lí thuyết giải tích đa trị, nguyên lí ánh xạ co và định lí điểm bất động
Frigon, chúng tôi đưa ra các điều kiện đủ cho tính giải được của (1).
Từ khóa: bao hàm thức vi phân trung tính, định lí điểm bất động.

1. Mở đầu
Bao hàm thức vi phân (hay còn được gọi là hệ vi phân đa trị) là một lớp bài toán có nhiều

ứng dụng trong khoa học, kĩ thuật. Nó không chỉ góp phần khái quát hóa lớp phương trình vi phân
với vế phải không liên tục, hay các bài toán điều khiển với hàm điều khiển nằm trong một tập
biến thiên theo trạng thái (điều khiển phản hồi đa trị), mà còn là mô hình toán học của nhiều ứng
dụng quan trọng trong kĩ thuật, sinh hóa. . . Về bao hàm thức vi phân, có thể kể đến các cuốn sách
chuyên khảo như [1], và nhiều hướng nghiên cứu rộng rãi liên quan đến các tính chất định tính của
nó (chẳng hạn, xem [2, 3]).

Bài báo nghiên cứu một lớp bao hàm thức vi phân trung tính trên không gian Banach tổng
quát. Cho E là không gian Banach, chúng ta xét bài toán sau







d

dt
[Dyt − f(t, yt)]−A[Dyt − f(t, yt)]− Lyt ∈ F (t, yt), t ∈ J = [0,∞),

y0 = ϕ ∈ CE = C([−r, 0];E), r > 0.
(1.1)

trong đó, toán tử A : D(A) ⊆ E → E là tuyến tính có thể không bị chặn, L : CE → E là toán tử
tuyến tính bị chặn, toán tử D : CE → E tuyến tính liên tục và được xác định bởi

Dϕ = ϕ(0) − Pϕ,∀ϕ ∈ CE
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với P : CE → E là toán tử tuyến tính bị chặn. Hàm trễ yt ∈ CE cho bởi yt(θ) = y(t + θ) với
θ ∈ [−r, 0]. Ánh xạ đa trị F : J ×CE → P(E) nhận giá trị compact và hàm f : J ×CE → E là
liên tục.

Kết quả đầu tiên của bài toán đạo hàm riêng trung tính được nghiên cứu bởi Datko [4].
Những kết quả gần đây nhất có thể kể đến của các tác giả Anh-Ke [5], Haiyang-Shi-Liping [6],
Wang-Shen [7], Eduarho-Jianhong-Denis [8], Ezzinbi và các cộng sự [9-12]. Trong đó, các tác giả
đã nghiên cứu về tính giải được, nghiệm phân rã, nghiệm tuần hoàn, và tính tiêu hao cho một số
lớp các phương trình vi phân/đạo hàm riêng trung tính.

Trong bài báo này, chúng tôi nghiên cứu sự tồn tại nghiệm tích phân cho bài toán (1.1) bằng
định lí điểm bất động Frigon. Kết quả nhận được là tiếp nối những kết quả trước đó được đưa ra
bởi nhóm tác giả Mostafa Adimy, Khalil Ezzinbi và các cộng sự.

2. Nội dung nghiên cứu
2.1. Cơ sở lí thuyết

Trong phần này, chúng ta nhắc lại một số kết quả về ánh xạ đa trị co chấp nhận được trong
không gian Fréchet.

Cho X là không gian metric, ta kí hiệu các tập hợp bởi

P(X) = {Y ⊂ X : Y 6= ∅},

Pcl(X) = {Y ∈ P(X) : Y đóng},
Pcp(X) = {Y ∈ P(X) : Y compact},
Pb(X) = {Y ∈ P(X) : Y bị chặn }.

Gọi ∧ là tập chỉ số và với mỗi α ∈ ∧, giả sử dα là một metric trên X, gọi Dα là giả metric
Hausdorff sinh bởi metric dα:

Dα(A,B) = inf{ǫ > 0 : ∀x ∈ A, y ∈ B,∃x̄ ∈ A, ȳ ∈ B

sao cho dα(x, ȳ) < ǫ, dα(x̄, y) < ǫ},

với inf ∅ = ∞. Trong trường hợp X là một không gian lồi địa phương đầy đủ, ta nói rằng tập con
A ⊂ X là bị chặn nếu Dα({0}, A) <∞ với mọi α ∈ ∧.

Định nghĩa 2.1. Cho X và E là hai không gian Fréchet. Một ánh xạ đa trị F : X → P(E)
được gọi là một ánh xạ co chấp nhận được với các hằng số {kα}α∈∧ nếu với mỗi α ∈ ∧ tồn tại
kα ∈ (0, 1) sao cho các khẳng định đúng
i) Dα(F (x), F (y)) ≤ kαdα(x, y) với mọi x, y ∈ X.
ii) Với mọi x ∈ X và ǫ = (ǫα) ∈ (0,∞)∧, tồn tại y ∈ F (x) sao cho

dα(x, y) ≤ dα(x, F (x)) + ǫα với mọi α ∈ ∧.

Bổ đề sau được chỉ ra trong [13].

Bổ đề 2.1. Cho X là không gian Fréchet và U là một tập mở trong X. Cho N : Ū → P(X) là
một toán tử co chấp nhận được. Giả sử rằng N bị chặn. Khi đó, các phát biểu sau tương đương:
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i) N có điểm bất động.

ii) Tồn tại λ ∈ [0, 1) và x ∈ ∂U sao cho x ∈ λN(x).

Để áp dụng Bổ đề 2.1, ta xét Hd : P(X) ×P(X) → R+ ∪ {∞} cho bởi:

Hd(A,B) = max

(

sup
a∈A

d(a,B), sup
b∈B

d(A, b)

)

,

trong đó, d(a,B) = inf
b∈B

d(a, b), d(A, b) = inf
a∈A

d(a, b).

Khi đó, (Pcl(X),Hd) là không gian metric. Kết quả dưới đây được chứng minh trong [16].

Mệnh đề 2.1. Nếu Γ1 và Γ2 là hàm đa trị đo được giá trị compact thì hàm đa trị t 7→ Γ1(t)∩Γ2(t)
đo được.

Định lí 2.1. Cho X là không gian metric tách được, (T, σ) là không gian đo được, Γ là hàm đa trị
từ T vào tập tất cả các tập con khác rỗng của X. Nếu với mỗi tập mở V trong X, Γ−(V ) = {t :
Γ(t) ∩ V 6= ∅} thuộc σ thì ảnh của Γ là các tập đo được.

2.2. Tính giải được
Trong phần này, ta đưa ra các điều kiện đủ cho sự tồn tại nghiệm tích phân của bài toán

(1.1). Trước khi trình bày kết quả, chúng tôi xét các giả thiết sau

(H1) Toán tử A là Hille-Yosida, nghĩa là, tồn tại M0 ≥ 0 và ω ∈ R sao cho (ω,∞) ⊂ ρ(A) và

‖(λ−A)−n‖ ≤ M0

(λ− ω)n
, với n ∈ N và λ > ω,

trong đó ρ(A) kí hiệu là tập giải của toán tử A.
Đặt

D(A0) = {x ∈ D(A), Ax ∈ D(A)},
A0x = Ax với x ∈ D(A).

Khi đó, A0 sinh ra một nửa nhóm liên tục mạnh (T0(t))t≥0 trên D(A).

(HF) Hàm đa trị F : [0,∞) ×CE → P(E) là L1-Caratheodory, nghĩa là:
(i) t 7→ F (t, y) đo được với mỗi y ∈ CE .
(ii) x 7→ F (t, x) liên tục với hầu khắp t ∈ [0,∞).
(iii) Với mỗi q > 0, tồn tại hq ∈ L1

loc([0,∞),R+) sao cho

‖F (t, y)‖ ≤ hq(t) với mọi ‖y‖ ≤ q và với hầu khắp t ∈ [0,∞).

(Hf) Tồn tại K1 < 1 sao cho

‖f(t, y)− f(t, ȳ)‖ ≤ K1‖y − ȳ‖ với t ∈ J ; y, ȳ ∈ CE.

(H2) ‖P‖+K1 < 1.
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(H3) Tồn tại hàm không giảm ψ : [0,∞) → [0,∞) và p ∈ L1
loc([0,∞),R+) sao cho

‖F (t, y)‖ ≤ p(t)ψ(‖y‖) hầu khắp t ∈ J,∀y ∈ C([−r, 0],D(A)) với

∞
∫

1

ds

s+ ψ(s)
= ∞.

(H4) với mọi R > 0, tồn tại lR ∈ L1
loc([−r,∞),R+) sao cho

Hd(F (t, y), F (t, ȳ)) ≤ lR(t)‖y − ȳ‖, với mọi y, ȳ ∈ CE thoả mãn ‖y‖, ‖ȳ‖ ≤ R,

và
d(0, F (t, 0)) ≤ lR(t) với hầu khắp t ∈ J.

Nhận xét 2.1. Từ (Hf), ta có

‖f(t, ϕ)‖ ≤ K1‖ϕ‖ +K2 với mọi t ∈ J, ϕ ∈ CE,

trong đó, K2 = supt∈J ‖f(t, 0)‖

Sau đây ta đưa ra khái niệm về nghiệm tích phân của bài toán (1.1). Với mỗi v ∈ C([−r,∞);X)
ta ký hiệu

SF,v = {g ∈ L1(J,E) : g(t) ∈ F (t, vt) với hầu khắp t ∈ J}.

Định nghĩa 2.2. Hàm liên tục y ∈ C([−r,∞),D(A)) được gọi là nghiệm tích phân của bài toán
(1.1) nếu tồn tại một hàm g ∈ SF,y sao cho những khẳng định sau được thoả mãn:

i)

t
∫

0

(Dys − f(s, ys))ds ∈ D(A), t ≥ 0,

ii) Dyt = f(t, yt) +Dϕ− f(0, ϕ) +A

t
∫

0

(Dys − f(s, ys))ds+L

t
∫

0

ysds+

t
∫

0

g(s)ds, t ≥ 0,

iii) y0 = ϕ trên [−r, 0].
Nhận xét 2.2. Nếu một nghiệm tích phân của bài toán (1.1) tồn tại thì theo [11] nghiệm này được
cho bởi công thức:

Dyt =f(t, yt) + T0(t)(Dϕ(0) − f(0, ϕ)) + lim
λ→∞

t
∫

0

T0(t− s)BλLysds

+ lim
λ→∞

t
∫

0

T0(t− s)Bλg(s)ds.

trong đó, Bλ = λ(λ−A)−1.
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Với mỗi n ∈ N, ta định nghĩa nửa chuẩn trong C([−r,∞),D(A)) bởi

‖y‖n := sup
t≤n

e−(wt+τLn(t))‖y(t)‖,

trong đó Ln(t) =
t
∫

0

Mln(s)ds. Khi đó C([−r,∞),D(A)) là không gian Fréchet với họ nửa chuẩn

{‖.‖n}n≥1. Hằng số τ được chọn đủ lớn trong khi thiết kế các nửa chuẩn thích hợp nhằm thu được
kết quả về tính giải được của bài toán.

Định lí 2.2. Giả sử rằng (H1)-(H4) và (Hf) thỏa mãn. Khi đó với mỗi ϕ sao cho ϕ(0)− f(0, ϕ) ∈
D(A), bài toán (1.1) có ít nhất một nghiệm tích phân trên [−r,∞).

Chứng minh. Xét toán tử N : C([−r,∞),D(A)) → P(C([−r,∞),D(A))) được định nghĩa bởi,

N(y)(t) =



























ϕ(t), nếu t ∈ [−r, 0],

f(t, yt) + T0(t)[Dϕ(0) − f(0, ϕ)] + Pyt + lim
λ→∞

t
∫

0

T0(t− s)BλLysds

+ lim
λ→∞

t
∫

0

T0(t− s)Bλg(s)ds, nếu t ∈ J.

trong đó g ∈ SF,y.
Ta thấy, điểm bất động của toán tử N là nghiệm tích phân của bài toán (1.1). Ta sẽ chứng minh N
có điểm bất động.
Cho y là một nghiệm của bài toán (1.1). Cho n ∈ N và t ≤ n, thì y ∈ N(y), và tồn tại g ∈ SF,y
sao cho, với mỗi t ∈ [0,∞), ta có

y(t) =f(t, yt) + T0(t)[Dϕ(0) − f(0, ϕ)] + Pyt + lim
λ→∞

t
∫

0

T0(t− s)BλLysds

+ lim
λ→∞

t
∫

0

T0(t− s)Bλg(s)ds.

Khi đó,

‖y(t)‖ ≤(K1‖yt‖+K2) +Mewt(‖Dϕ‖ +K1‖ϕ‖ +K2) + ‖Pyt‖

+Mewt‖L‖
t

∫

0

e−ws‖ys‖ds +Mewt

t
∫

0

e−wsp(s)ψ(‖ys‖)ds.

Đặt

µ(t) = sup{‖y(s)‖ : −r ≤ s ≤ t}, 0 ≤ t ≤ n.

Khi đó tồn tại t∗ ∈ [−r, t] sao cho µ(t) = ‖y(t∗)‖. Nếu t∗ ∈ [−r, 0] thì µ(t) = ‖ϕ‖.
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Trong trường t∗ ∈ [0, n], theo bất đẳng thức trên ta có với t ∈ [0, n],

e−wtµ(t) ≤M(1 + ‖P‖+K1)‖ϕ‖ +MK2

1− ‖P‖ −K1
+

M‖L‖
1− ‖P‖ −K1

t
∫

0

e−ws‖ys‖ds

+
M

1− ‖P‖ −K1

t
∫

0

e−wsp(s)ψ(µ(s))ds.

Đặt vế phải của bất đẳng thức trên là v(t). Khi đó, ta có

µ(t) ≤ ewtv(t) với mọi t ∈ [0, n],

và

v(0) =
M(1 + ‖P‖+K1)‖ϕ‖ +MK2

1− ‖P‖ −K1
,

v′(t) =
M‖L‖

1− ‖P‖ −K1
e−wt‖yt‖+

M

1− ‖P‖ −K1
e−wtp(t)ψ(µ(t)).

Sử dụng tính tăng của ψ ta có

v′(t) ≤ M‖L‖
1− ‖P‖ −K1

e−wtµ(t) +
M

1− ‖P‖ −K1
e−wtp(t)ψ(ewtv(t))

≤ M‖L‖
1− ‖P‖ −K1

e−wtewtv(t) +
M

1− ‖P‖ −K1
e−wtp(t)ψ(ewtv(t)), hầu khắp t ∈ [0, n].

Bất đẳng thức này kéo

ewtv′(t) ≤ M‖L‖
1− ‖P‖ −K1

ewtv(t) +
M

1− ‖P‖ −K1
p(t)ψ(ewtv(t)), hầu khắp t ∈ [0, n].

Do đó,

(ewtv(t))′ = wewtv(t) + ewtv′(t)

≤
(

w +
M‖L‖

1− ‖P‖ −K1

)

ewtv(t) +
M

1− ‖P‖ −K1
p(t)ψ(ewtv(t))

≤ m(t)
(

ewtv(t) + ψ(ewtv(t))
)

, hầu khắp t ∈ [0, n].

trong đó m(t) = max

{

w +
M‖L‖

1− ‖P‖ −K1
;

M

1− ‖P‖ −K1
p(t)

}

.

Từ đó ta suy ra
ewtv(t)
∫

v(0)

du

u+ ψ(u)
≤

n
∫

0

m(s)ds <∞.

Bởi giả thiết (H3), tồn tại hằng số dn sao cho ewtv(t) ≤ dn, t ∈ [0, n] và

sup
−r≤s≤n

‖ys‖ ≤ max{‖ϕ‖, dn} := Mn.
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Đặt
U = {y ∈ C([−r,∞), E) : sup{‖y(t)‖ : t ≤ n} < Mn + 1, với mọi n ∈ N} .

Dễ thấy, U là tập mở trong C([−r,∞), E).
Ta sẽ chứng minh N : Ū → P(C([−r,∞),D(A))) là toán tử co chấp nhận được.
Đầu tiên, ta chứng minh N là một ánh xạ co, nghĩa là, tồn tại γ < 1 sao cho

Hd(N(y), N(ȳ)) ≤ γ‖y − ȳ‖n với mỗi y, ȳ ∈ C([−r,∞),D(A)).

y, ȳ ∈ C([−r,∞),D(A)) và h ∈ N(y). Khi đó, tồn tại g(t) ∈ F (t, yt) sao cho với mỗi t ∈ [0, n]

y(t) =f(t, yt) + T0(t)(Dϕ(0) − f(0, ϕ)) + Pyt

+ lim
λ→∞

t
∫

0

T0(t− s)BλLysds+ lim
λ→∞

t
∫

0

T0(t− s)Bλg(s)ds

=: h(t).

Từ giả thiết (H4), ta có
Hd(F (t, yt), F (t, ȳt)) ≤ ln(t)‖yt − ȳt‖.

Do đó, tồn tại w ∈ F (t, yt) sao cho

‖g(t) − w‖ ≤ ln(t)‖yt − ȳt‖, t ∈ J.

Xét U∗ : [0, n] → P(E) cho bởi

U∗(t) = {w ∈ E : ‖g(t) − w‖ ≤ ln(t)‖yt − ȳt‖}.

Vì toán tử đa trị V∗(t) = U∗(t)∩F (t, ȳt) đo được (theo Mệnh đề 2.2), tồn tại một hàm ḡ, V∗(ḡ) là
tập đo được. Do đó, ḡ ∈ F (t, ȳt) và

‖g(t)− ḡ(t)‖ ≤ ln(t)‖yt − ȳt‖, với mỗi t ∈ [0, n].

Ngoài ra với t ∈ [0, n], ta định nghĩa

h̄(t) =f(t, ȳt) + T0(t)(Dϕ(0) − f(0, ϕ)) + P ȳt

+ lim
λ→∞

t
∫

0

T0(t− s)BλLȳtds+ lim
λ→∞

t
∫

0

T0(t− s)Bλḡ(s)ds.

Khi đó,

‖h(t)− h̄(t)‖ ≤‖f(t, yt)− f(t, ȳt)‖+ ‖Pyt − P ȳt‖+ ‖ lim
λ→∞

t
∫

0

T0(t− s)Bλ(Lys − Lȳt)ds‖

+ ‖ lim
λ→∞

t
∫

0

T0(t− s)Bλ(g(s)− ḡ(s))ds‖.

9
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Đặt

Ln(t) =

t
∫

0

Mln(s)ds.

ln(t) = max{‖L‖, ln(t)}.
Ta có các ước lượng sau

‖f(t, yt)− f(t, ȳt)‖ ≤ K1‖yt − ȳt‖
≤ K1.e

wt+τLn(t).e−(wt+τLn(t))‖y − ȳ‖ = K1.e
wt+τLn(t).‖y − ȳ‖n;

‖Pyt − P ȳt‖ ≤ ‖P‖‖yt − ȳt‖
≤ ‖P‖.ewt+τLn(t).e−(wt+τLn(t))‖y − ȳ‖ = ‖P‖.ewt+τLn(t).‖y − ȳ‖n;

‖ lim
λ→∞

t
∫

0

T0(t− s)Bλ(Lys − Lȳt)ds‖ ≤Mewt‖L‖
t

∫

0

e−ws‖ys − ȳt‖ds

≤Mewt

t
∫

0

Ln(s)e
τLn(s)e−(ws+τLn(s))‖y − ȳ‖ds ≤Mewt

t
∫

0

ln(s)e
τln(s)‖y − ȳ‖nds

≤ 1

τ
ews+ ¯τLn(s)‖y − ȳ‖n;

‖ lim
λ→∞

t
∫

0

T0(t− s)Bλ(g(s) − ḡ(s))ds‖ ≤Mewt

t
∫

0

e−ws‖g(s)− ḡ(s)‖ds

≤Mewt

t
∫

0

e−wsln(s)‖ys − ȳt‖ds ≤Mewt

t
∫

0

ln(s)e
τln(s)‖y − ȳ‖nds ≤

1

τ
ews+ ¯τLn(s)‖y − ȳ‖n.

Do đó, ‖h− h̄‖n ≤
(

‖P‖+K1 +
2

τ

)

‖y − ȳ‖n.

Từ đó suy ra

Hd(N(y), N(ȳ)) ≤
(

‖P‖ +K1 +
2

τ

)

‖y − ȳ‖n.

Vì ‖P‖+K1 < 1, nên ta có thể chọn τ đủ lớn sao cho ‖P‖+K1 +
2

τ
< 1. Vậy N là toán tử co.

Tiếp theo, ta chứng minh N chấp nhận được.
Cho y ∈ C([−r,∞),D(A)). Xét N : C([−r, n],D(A)) → Pcl(C([−r, n],D(A))), cho bởi

N(y) =



































h ∈ C([−r, n],D(A)) : h(t) =



































ϕ(t), nếu t ∈ [−r, 0]
f(t, yt) + T0(t)[Dϕ(0) − f(0, ϕ)] + Pyt

+ lim
λ→∞

t
∫

0

T0(t− s)BλLysds

+ lim
λ→∞

t
∫

0

T0(t− s)Bλg(s)ds, nếu t ∈ [0, n].



































10



Tính giải được cho một lớp các bao hàm thức vi phân trung tính

trong đó, g ∈ Sn
F,y = {h ∈ L1([0, n],D(A)) : h ∈ F (t, yt) a.e t ∈ [0, n]}.

Từ (H1), (H3), (H4) và F là ánh xạ đa trị với giá trị compact, nên bằng lập luận tương tự như trong
[14] (hoặc [15]) ta suy ra với mọi y ∈ C([−r, n],D(A)) thì N(y) ∈ Pcp(C([−r, n],D(A))) và
tồn tại y∗ ∈ C([−r, n], E) sao cho y∗ ∈ N(y∗).
Cho h ∈ C([−r, n],D(A)), ȳ ∈ Ū và ǫ > 0.
Nếu y∗ ∈ N(ȳ) thì ‖y∗ −N(ȳ)‖ = 0 và

‖ȳ − y∗‖ ≤ ‖ȳ −Nȳ‖+ ‖y∗ − h‖.

Vì h bất kì, ta có thể giả sử h ∈ B(y∗, ǫ). Do đó,

‖ȳ − y∗‖n ≤ ‖ȳ −Nȳ‖n + ǫ.

Nếu y∗ /∈ N(ȳ) thì ‖y∗ −N(ȳ)‖ 6= 0. Vì N(ȳ) compact, tồn tại x ∈ N(ȳ) sao cho ‖y∗ −Nȳ‖ =
‖y∗ − x‖. Vì x ∈ N(ȳ), ta được

‖ȳ − x‖ ≤ ‖ȳ −Nȳ‖+ ‖x− h‖.

Vì h bất kì, ta có thể giả sử h ∈ B(x, ǫ). Do đó,

‖ȳ − x‖n ≤ ‖ȳ −Nȳ‖n + ǫ.

Vậy, N là toán tử co chấp nhận được. Hơn nữa, từ cách chọn của U , không có y ∈ ∂U sao cho
y ∈ λN(y) với λ ∈ [0, 1) nào đó. Từ bổ đề 2.1, N có ít nhất một điểm bất động chính là nghiệm
tích phân của bài toán (1.1).
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ABSTRACT

Solvability for the partial neutral functional differential inclusions

Bui Thi Hai Yen1, Nguyen Thi Nhan1 and Nguyen Thi Quynh2

1Department of Mathematics, Hoa Lu University
2Department of Fundamental Science, Hanoi University of Industry

In this article, we study the existence of integral solutions to the following neutral functional
differential inclusion:







d

dt
[Dyt − f(t, yt)]−A[Dyt − f(t, yt)]− Lyt ∈ F (t, yt), t ∈ J = [0,∞),

y0 = ϕ ∈ CE = C([−r, 0];E), r > 0.
(1)

By using the multivalued analysis theory, the fixed point theorem for condensing map and the
Frigon’s fixed point theorem, we give sufficient conditions for the solvability of (1).

Keywords: partial neutral functional differential inclusion, the fixed point theorem.
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