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TÍNH CHẤT NGHIỆM CHO MỘT LỚP CÁC BẤT ĐẲNG THỨC
HEMI-BIẾN PHÂN KIỂU PARABOLIC

Nguyễn Thị Nhung
Trường Phổ thông Thực hành Sư phạm Tràng An, Trường Đại học Hoa Lư

Tóm tắt. Trong bài báo này, chúng tôi nghiên cứu về tính giải được duy nhất và
tính chất nghiệm của bất đẳng thức Hemi-biến phân được cho như sau:

⟨u′(t), v⟩+ ⟨A(u(t)), v⟩+ J0(t,Mu(t);Mv) ≥ ⟨g(t, u(t)), v⟩, (0.1)

u(0) = u0, (0.2)

với hầu khắp t ∈ I := [0, T ] và với mọi v ∈ U , trong đó U là không gian Banach
phản xạ và lồi chặt. Dựa trên lí thuyết toán tử đơn điệu, bổ đề toàn ánh và một số
ước lượng, chúng tôi đưa ra các điều kiện đủ cho tính giải được và sự phụ thuộc
liên tục của nghiệm vào dữ kiện ban đầu đối với (0.1)-(0.2).
Từ khóa: bất đẳng thức Hemi-biến phân, bổ đề toàn ánh, tính đơn điệu, tính giả
đơn điệu, dưới vi phân suy rộng Clarke.

1. Mở đầu
Các bất đẳng thức biến phân là lớp bài toán có ý nghĩa quan trọng xuất phát từ nhiều

bài toán trong thực tế, trong khoa học kĩ thuật, trong cơ học và vật lí. Những thập kỉ gần
đây, các bài toán bất đẳng thức chứa các yếu tố vi phân và biến phân, cùng những mở rộng
của nó, đóng vai trò rất quan trọng trong toán học không chỉ về mặt lí thuyết mà còn bao
hàm tính ứng dụng sâu sắc. Một cách cụ thể, các bất đẳng thức biến phân cho phép chúng
ta quan sát nhiều lớp bài toán thực tiễn như: các mô hình cơ học cấu trúc [1], bài toán tối
ưu [2], bài toán tiếp xúc [3] và đàn hồi [4].

Bài toán bất đẳng thức biến phân tổng quát có thể đưa về một bao hàm thức vi phân
chứa toán tử đa trị là dưới vi phân của một hàm lồi, chính thường và nửa liên tục trên.
Mở rộng lớp bài toán này, cụ thể khi hàm cho trước không còn thỏa mãn tính chất lồi,
thay vào đó là tính Lipschitz địa phương, ta được lớp các bất đẳng thức Hemi-biến phân.
Lớp các bất đẳng thức Hemi-biến phân được Panagiotopoulos giới thiệu lần đầu tiên vào
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những năm 80 của thế kỉ trước [5, 6, 7], nhằm giải quyết các bài toán trong kĩ thuật chứa
các yếu tố không đơn điệu (một đòi hỏi ngặt khi nghiên cứu các bất đẳng thức biến phân)
(xem [8]). Nghiên cứu các bất đẳng thức Hemi-biến phân giữ một vai trò quan trọng và
ngày càng nhận được sự quan tâm của nhiều nhà toán học trong nước và quốc tế (độc giả
có thể xem trong [9, 10, 11] và các tài liệu tham khảo trong đó).

Trong bài báo này, chúng tôi đưa ra một lớp các bất đẳng thức Hemi-biến phân trừu
tượng dạng parabolic trên các không gian vô hạn chiều. Cho U là một không gian Banach
phản xạ, lồi chặt với chuẩn ∥ · ∥U và có đối ngẫu U∗. Tích vô hướng của cặp đối ngẫu
(U∗, U) được kí hiệu bởi ⟨·, ·⟩. Gọi H là không gian Hilbert với chuẩn | · |H và bộ ba
U ⊂ H ⊂ U∗ là bộ ba tiến hóa (tức là, phép nhúng U ⊂ H là liên tục và compact, phép
nhúng H ⊂ U∗ là liên tục). Giả sử X là một không gian Banach nào đó. Xét bài toán sau:
Tìm hàm u ∈ C([0, T ];U) sao cho bất đẳng thức Hemi-biến phân tiến hóa

⟨u′(t), v⟩+ ⟨A(u(t)), v⟩+ J0(t,Mu(t);Mv) ≥ ⟨g(t, u(t)), v⟩, (1.1)

thỏa mãn với mọi v ∈ U , với hầu khắp t ∈ I và thỏa mãn điều kiện ban đầu

u(0) = u0, (1.2)

trong đó các toán tử cho trước M : H → X, A : U → U∗, g : I × H → H được xác
định ở những phần sau. Ngoài ra, với mỗi t ∈ I , ta kí hiệu J0(t, · ; ·) để chỉ đạo hàm
theo hướng suy rộng theo nghĩa Clarke của hàm vô hướng liên tục Lipschitz địa phương
J : I ×X → R.

Ngoài phần mở đầu, chúng tôi đưa ra một số vấn đề cơ sở ở mục 2., các điều kiện
đặt lên các hàm cho trước được chỉ ra ở mục 3.. Trong mục 4., chúng tôi chứng minh tính
giải được của nghiệm và tính chất phụ thuộc liên tục của nghiệm vào dữ kiện ban đầu.

2. Một số vấn đề cơ sở
Trước hết ta đưa ra một số khái niệm và tính chất liên quan đến dưới vi phân suy

rộng (xem [12]). Đây là lớp đạo hàm tổng quát hơn lớp đạo hàm cổ điển. Lớp các dưới
vi phân này cho phép ta có thể mở rộng khái niệm dưới vi phân cổ điển đối với các hàm
không có tính khả vi và thậm chí là không có tính lồi. Chi tiết hơn, các dưới vi phân
suy rộng kiểu Clarke cho phép ta khái quát các dưới vi phân của hàm lồi theo nghĩa
thông thường.

Giả sử E là một không gian Banach với không gian đối ngẫu E∗, một hàm vô hướng
J : E → R được gọi là Lipschitz địa phương trên E, nếu với mỗi u ∈ E, tồn tại lân cận
N(u) của u trong E và hằng số Lu > 0 sao cho

|J(u1)− J(u2)| ≤ Lu∥u1 − u2∥E, ∀u1, u2 ∈ N(u).

Kí hiệu J0(u; v) là đạo hàm suy rộng theo nghĩa Clarke của hàm J theo hướng v ∈ E tại
điểm u ∈ E và được xác định bởi

J0(u; v) = lim sup
λ→0+, z→u

J(z + λv)− J(z)

λ
.

4



Tính chất nghiệm cho một lớp các bất đẳng thức Hemi-biến phân kiểu parabolic

Khi đó, dưới vi phân suy rộng (theo nghĩa Clarke) của J : E → R tại điểm u ∈ E, kí
hiệu ∂J(u), là một tập con của E∗ được cho như sau

∂J(u) = {γ ∈ E∗| J0(u; v) ⩾ ⟨γ, v⟩, ∀v ∈ E}.

Ta có mệnh đề sau.

Mệnh đề 2.1. Giả sử J : E → R là một hàm Lipschitz địa phương. Khi đó ta có các
khẳng định sau:

(i) với mỗi u ∈ E, hàm E ∋ v 7→ J0(u; v) ∈ R là thuần nhất dương, dưới cộng tính
và ta có:

|J0(u; v)| ≤ Lu∥v∥E, ∀v ∈ E,

trong đó Lu là hằng số Lipschitz của J tại u;

(ii) hàm E × E ∋ (u, v) 7→ J0(u; v) ∈ R là nửa liên tục trên;

(iii) với mọi v ∈ E, ta có: J0(u; v) = max{⟨u∗, v⟩|u∗ ∈ ∂J(u)}.

Giả sử U là một không gian Banach. Ta đưa ra các khái niệm về tính đơn điệu của
toán tử bởi định nghĩa sau đây.

Định nghĩa 2.1. Toán tử B : U → U∗ được gọi là:

(i) đơn điệu nếu
⟨Bu−Bv, u− v⟩ ≥ 0,

với mọi u, v ∈ U ,

(ii) đơn điệu mạnh nếu tồn tại hằng số MB > 0 sao cho

⟨Bu−Bv, u− v⟩ ≥ MB∥u− v∥2,

thỏa mãn với mọi u, v ∈ U ,

(iii) giả đơn điệu nếu B là bị chặn; và mọi dãy {un} ⊂ U sao cho nếu un hội tụ yếu đến
u trong U và lim sup⟨Bun, un − v⟩ ≤ 0,∀v ∈ U , thì

⟨Bu, u− v⟩ ≤ lim inf⟨Bun, un − v⟩.

(iv) demi-liên tục, nếu ánh xạ u 7→ ⟨Bu, v⟩ liên tục với mọi v ∈ U , nghĩa là, B liên tục
từ U vào U∗ với tô pô yếu trong U∗.

Định nghĩa 2.2. Ánh xạ đa trị B : U → P(U∗) được gọi là giả đơn điệu suy rộng tương
ứng với D(L) (hoặc gọi là L-giả đơn điệu suy rộng), ở đó L: D(L) ⊂ U → U∗ là toán
tử tuyến tính đóng, xác định trù mật và đơn điệu cực đại, nếu

5



Nguyễn Thị Nhung

(i) với mỗi u ∈ U , tập Bu là khác rỗng, đóng, lồi và bị chặn trong E∗;

(ii) toán tử B là nửa liên tục trên từ bất kì không gian con hữu hạn chiều nào của U
vào U∗ với tô pô yếu trong U∗;

(iii) với mọi dãy {un} ⊂ D(L) và {u∗
n} ⊂ U∗ thỏa mãn

un ⇀ u trong U,

Lun ⇀ Lu trong U∗,

u∗
n ∈ Bun với mọi n thuộc N,

u∗
n ⇀ u∗ trong U∗,

lim supn→∞⟨u∗
n, un − u⟩ ≤ 0,

thì ta có: u∗ ∈ Bu và lim
n→∞

⟨u∗
n, un⟩ = ⟨u∗, u⟩.

Dưới đây ta đưa ra bổ đề toàn ánh (xem [13, Corollary 1, trang 610]) được sử dụng
trong chứng minh cho sự tồn tại nghiệm của bài toán (1.1)-(1.2):

Bổ đề 2.1. Giả sử U là không gian Banach phản xạ và lồi chặt, L : D(L) ⊂ U → U∗

là toán tử tuyến tính đơn điệu cực đại và T : U → 2U
∗

là bị chặn, có tính chất cưỡng và
L-giả đơn điệu suy rộng, thì khi đó

Range(L+ T ) = U∗.

3. Các điều kiện của bài toán
Ta đưa ra các điều kiện sau cho các hàm cho trước của bài toán (1.1)-(1.2).

H(A) Toán tử A : U → U∗ thỏa mãn
[(1)]A là giả đơn điệu và demi-liên tục; tồn tại hằng số ηA > 0, αA > 0
sao cho

∥A(v)∥U∗ ≤ ηA + αA∥v∥U , với mọi t ∈ [0, T ] và v ∈ U ;

A đơn điệu mạnh, tức là tồn tại hằng số βA > 0 sao cho

⟨A(u)− A(v), u− v⟩ ≥ βA∥u− v∥2U ,

với mọi u ∈ U.

1.2.3.H(J) J : I ×X → R thỏa mãn

(1) J(·, v) đo được với mọi v ∈ X và J(t, ·) liên tục trên X với hầu khắp t ∈ I;

(2) J(t, ·) là liên tục Lipschitz địa phương với mọi t ∈ I;
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(3) tồn tại hằng số không âm αJ > 0 và hàm ηJ ∈ L2(0, T ;R+) sao cho

∥∂J(t, v)∥X∗ ≤ ηJ(t) + αJ∥v∥X ,

với mọi (t, v) ∈ I ×X.

(4) tồn tại hằng số βJ ≥ 0 sao cho

⟨ξ1 − ξ2, v1 − v2⟩ ≥ −βJ∥v1 − v2∥2X ,

với mọi ξ1 ∈ ∂J(t, v1), ξ2 ∈ ∂J(t, v2), v1, v2 ∈ X.

H(M) M là toán tử tuyến tính bị chặn từ H đến X (M ∈ L(H,X)), chú ý ta sẽ sử dụng
∥M∥, ∥M∗∥ là chuẩn của M và toán tử đối ngẫu M∗ tương ứng.

H(g) g : I ×H → H đo được theo biến thứ nhất, liên tục theo biến thứ hai. Hơn nữa, tồn
tại αg sao cho

|g(t, x1, v1)− g(t, x2, v2)|H ≤ αg|v1 − v2|H ,

với mọi vi trong H(i = 1, 2), và ∥g(·, 0U)∥H := γg(·) ∈ L2(0, T ;R+), ở đó 0U là
các phần tử không trong U .

H(0) βA > ∥M∗∥αJ ; αA > max{(αJ∥M∥2L(H,X) + αg)ℓ
2, (βJ∥M∥2L(H,X) + αg)ℓ

2}, ở
đó ℓ là hằng số của phép nhúng từ U lên H .

4. Tính giải được và tính chất nghiệm
Định lí 4.1. Giả sử các giả thiết H(A), H(J), H(M), H(g) và H(0) được thỏa mãn. Khi
đó bài toán (1.1)–(1.2) có đúng một nghiệm. Hơn nữa, ta có ước lượng sau:

|u1(t)− u2(t)|H ≤ e−βt |u10 − u20|H , (4.1)

ở đó β = βB − (βJ∥M∥2 +αg)ℓ
2 và u1, u2 là các nghiệm duy nhất của (1.1)–(1.2) tương

ứng với các điều kiện ban đầu u10 và u20.

Proof. Ta chia chứng minh thành các bước như sau.
Bước 1: Sự tồn tại nghiệm của bài toán.

Ta sẽ sử dụng bổ đề toàn ánh được cho bởi Bổ đề 2.1. Ta giới thiệu các không gian
hàm sau:

U := L2(0, T ;U),

H := L2(0, T ;H) = H∗,

U∗ := L2(0, T ;U∗),

W := {w ∈ U|w′ ∈ U∗},
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khi đó ta thu được các bao hàm thức như sau:

W ⊂ U ⊂ H = H∗ ⊂ U∗

Cho A : U → U∗ xác định bởi

A(u)(·) = A(u(·) + u0)− g(·, u(·) + u0),

⟨A(u)(t), v⟩ = ⟨A(u(t) + u0)− g(t, u(t) + u0); v⟩,

Hàm J được cho như sau:

J : U → 2U
∗
,

J (u) = {v ∈ H : v(t) ∈ M∗∂J(t,Mu(t) +Mu0)}.

Đặt

T : U → 2U
∗

T (u) = Au+ J u,

L : D(L) ⊂ U → U∗,

Lu = u′,

D(L) = {u ∈ U : u′ ∈ U∗ và u(0) = 0} ⊂ W,

Từ các thiết lập như trên, bài toán (1.1)–(1.2) được viết ở dạng bao hàm thức như sau:

Lu+ T u ∋ 0.

Ta có các tính chất của toán tử T dưới đây:

i) Toán tử T là bị chặn;
Thật vậy do tính bị chặn của A và tính bị chặn của J từ U đến 2U

∗ .

ii) T có tính chất cưỡng;
Lấy u ∈ U và u∗ ∈ J(u), ta có:

−⟨u∗, u⟩U∗,U ≤ J ◦(u;−u)

≤ max{⟨w,−u⟩U∗,U|w ∈ ∂J(v)}

≤ max

{∫ b

0

⟨w(t),−u(t)⟩U∗,Udt|w ∈ ∂J(u)

}
≤

∫ b

0

∥u(t)∥U∥M∗∥(nJ(t) + αJ∥u(t)∥U)dt

≤ ∥M∗∥αJ∥u∥2U + ∥M∗∥∥nJ∥L2(0,T )∥u∥U.

Kết hợp với điều kiện H(A) và giả thiết βA > ∥M∗∥αJ , ta suy ra A+ J là cưỡng.
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iii) T là L-giả đơn điệu suy rộng.
Vì J có giá trị khác rỗng, lồi, compact yếu của U∗, nên T u cũng là ánh xạ có giá
trị khác rỗng, lồi, compact yếu trong U∗ với mỗi u ∈ U.

Ngoaài ra, ánh xạ J có đồ thị đóng theo dãy trong U với tô pô yếu của U. Theo [14,
Lemma 7.10], J là compact tương đối yếu địa phương. Vì vậy ta suy ra J là nửa
liên tục trên với tô pô này. Từ điều kiện H(J) ta suy ra T là nửa liên tục trên yếu từ
mọi không gian hữu hạn chiều của U lên U∗ với tô pô yếu.

Lấy y, yn ⊂ D(L) sao cho

yn ⇀ y trong U,

L(yn) ⇀ L(y) trong U∗,

y∗n ∈ Ayn + J (yn)

y∗n ⇀ y∗ trong U.

Ta giả sử lim supn⟨⟨y∗n, yn⟩⟩ ≤ ⟨⟨y∗, y⟩⟩. Thế thì,

y∗n = u∗
n + w∗

n với u∗
n = Ayn, w

∗
n ∈ J (yn),

Do phép nhúng U ⊂ H là compact, nên yn → y trong U. Hơn nữa, từ tính bị chặn
của toán tử J , ta có thể chuyển qua giới hạn dãy con hội tụ, không giảm tổng quát
ta vẫn giả sử có w∗ ∈ U∗ sao cho

w∗
n ⇀ w∗ trong U∗.

Vì J có đồ thị đóng theo dãy, nên tồn tại w∗ ∈ J (y) sao cho

lim sup
n

⟨⟨u∗
n, yn⟩⟩+ ⟨⟨w∗, y⟩⟩H×H∗

= lim sup
n

⟨⟨u∗
n, yn⟩⟩+ lim

n
⟨⟨w∗

n, yn⟩⟩H×H∗

= lim sup
n

⟨⟨u∗
n + w∗

n, yn⟩⟩ ≤ ⟨⟨y∗, y⟩⟩,

Vậy ta có:

lim sup
n

⟨⟨u∗
n, yn⟩⟩ ≤ ⟨⟨u∗, y⟩⟩,

u∗ = y∗ − w∗. Hơn nữa, ta có:

u∗
n = y∗n − w∗

n ⇀ y∗ − w∗ = u∗ trong U∗.

Từ giả thiết H(A), A là L-giả đơn điệu suy rộng, u∗ = Ay ta thu được

⟨⟨y∗n, yn⟩⟩ = ⟨⟨u∗
n, yn⟩⟩+ ⟨⟨u∗

n, yn⟩⟩H∗,H

→ ⟨⟨u∗, y⟩⟩+ ⟨⟨u∗, y⟩⟩H∗,H = ⟨⟨y∗, y⟩⟩.

Vậy, T là giả đơn điệu suy rộng tương ứng với D(L).
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Mặt khác, L là tuyến tính và đơn điệu cực đại theo [15, Proposition 32.10 ], nên áp dụng
Bổ đề 2.1, tồn tại u ∈ W sao cho

Lu+ T u ∋ 0,

là nghiệm của bài toán (1.1)–(1.2).

Bước 2: Tính duy nhất của nghiệm.
Lấy ui(i = 1, 2) là các nghiệm của bài toán (1.1)–(1.2) với điều kiện ban đầu ui(0) = u0.
Khi đó ta có:

u′
i(t) + A(ui(t)) +M∗ξi(t) = g(t, ui(t)),

ở đó ξi(t) ∈ ∂J(t,Mui(t)). Với t ∈ [0, T ], trừ từng vế hai đẳng thức trên, sau đó nhân vô
hướng với u1(t)− u2(t) ta được:

1

2
|u1(t)− u2(t)|2H +

∫ t

0

⟨A(u1(s))− A(u2(s)), u1(s)− u2(s)⟩ds

+

∫ t

0

⟨M∗ξ1(s)−M∗ξ2(s), u1(s)− u2(s)⟩ds

=

∫ t

0

⟨g(s, u1(s))− g(s, u2(s)), u1(s)− u2(s)⟩ds.

Do tính đơn điệu của A và do giả thiết H(g), ta có:

1

2
|u1(t)− u2(t)|2H − βJ

∫ t

0

∥Mu1(s))−Mu2(s)∥2Hds ≤ αg

∫ t

0

|u1(s)− u2(s)|2H ds,

từ đó

|u1(t)− u2(t)|2H ≤ 2(βJ∥M∥2 + αg)

∫ t

0

|u1(s)− u2(s)|2H ds.

Áp dụng bất đẳng thức Gronwall-Bellman ta được u1(t) = u2(t) trên [0, T ].

Bước 3: Sự phụ thuộc liên tục của nghiệm vào dữ kiện ban đầu.
Gọi ui(·), i = 1, 2 là các nghiệm duy nhất của (1.1) tương ứng với các điều kiện ban đầu
u10 và u20 cho trước. Khi đó ta có:

u′
1(t) + A(u1(t)) +M∗ξ1(t) = g(t, u1(t)), ξ1(t) ∈ ∂J(t,Mu1(t)),

u′
2(t) + A(u2(t)) +M∗ξ2(t) = g(t, u2(t)), ξ2(t) ∈ ∂J(t,Mu2(t)),
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Tính chất nghiệm cho một lớp các bất đẳng thức Hemi-biến phân kiểu parabolic

Trừ từng vế hai phương trình, sau đó nhân kết quả nhận được với u1(t)− u2(t) ta có:

1

2

d

dt
|u1(t)− u2(t)|2H +

βA

ℓ2
|u1(t)− u2(t)|2H

− βJ∥M∥2 |u1(t)− u2(t)|2H |u1(t)− u2(t)|H
≤ ⟨u′

1(t)− u′
2(t), u1(t)− u2(t)⟩+ ⟨A(u1(t))− A(u2(t)), u1(t)− u2(t)⟩

+ (M∗ξ1(t)−M∗ξ2(t), u1(t)− u2(t))

= (g(t, u1(t))− g(t, u2(t)), u1(t)− u2(t))

≤ αg |u1(t)− u2(t)|2H ,

từ đó ta có:

1

2

d

dt
|u1(t)− u2(t)|2H ≤ −β |u1(t)− u2(t)|2H + ρ∥x1(t)− x2(t)∥E |u1(t)− u2(t)|H ,

ở đó

β =
βB

ℓ2
− (βJ∥M∥2 + αg) > 0.

Ta suy ra

d

dt
(e2βt |u1(t)− u2(t)|2H) = 2βe2βt |u(t)|2H + e2βt

d

dt
|u(t)|2H ≤ 0.

Lấy tích phân hai vế từ 0 đến t, ta được

e2βt |u1(t)− u2(t)|2H − |u10 − u20|2H ≤ 0.

Từ đó dẫn đến: eβt |u1(t)− u2(t)|H ≤ |u10 − u20|H ,

hay |u1(t)− u2(t)|H ≤ e−βt |u10 − u20|H .

Định lí được chứng minh.
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ABSTRACT

Properties of solutions for a class of parabolic hemivariational inequalities
Nguyen Thi Nhung

Trang An Pedagogical Practice High School, Hoa Lu University
In this paper, we study a class of parabolic hemivariational inequalities in infinite

dimensional spaces. We prove the solvability and the continuous dependence on initial
conditions for this problem based on surjective lemma, monotone theory and estimates.
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