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Tóm tắt. Bài báo sử dụng mô hình hợp kim tam nguyên vừa thay thế vừa xen kẽ với cấu trúc 

lập phương và điều kiện nồng độ nguyên tử xen kẽ nhỏ hơn nhiều so với nồng độ nguyên tử 

thay thế và nồng độ nguyên tử thay thế nhỏ hơn nhiều so với nồng độ nguyên tử kim loại 

chính. Trên cơ sở đó cùng với lí thuyết biến dạng đàn hồi và sóng đàn hồi của hợp kim này 

thu được bởi phương pháp thống kê mômen, chúng tôi tiến hành tính số đối với sự phụ thuộc 

nhiệt độ, áp suất, nồng độ nguyên tử thay thế và nồng độ nguyên tử xen kẽ của các môđun 

đàn hồi E, K, G, các hằng số đàn hồi C11, C12, C44, vận tốc sóng dọc Vd   và vận tốc sóng ngang 

Vn của FeCrSi và AuCuSi. Các kết quả tính số đối với FeCrSi và AuCuSi được so sánh với 

các kết quả tính số của Fe,FeCr. FeSi, Au, AuCu, AuSi, các kết quả tính toán khác và thực 

nghiệm. Các kết quả tính số đối với hợp kim tam nguyên  có tính dự báo, định hướng cho 

các thực nghiệm trong tương lai.  

Từ khóa: hợp kim tam nguyên vừa thay thế vừa xen kẽ, môđun đàn hồi, hằng số đàn hồi, vận 

tốc sóng dọc, vận tốc sóng ngang, phương pháp thống kê mômen  

1.   Mở đầu 

        Biến dạng đàn hồi và vận tốc sóng đàn hồi của các kim loại Fe, Au và các hợp kim của chúng 

thu hút sự quan tâm của các nhà nghiên cứu.   

        Fe và các hợp kim xen kẽ của nó như FeSi, FeC, FeH, FeS,… chiếm phần lớn lõi của Trái 

Đất và các thiên thể. Shibazaki và cộng sự (2016) [1] đã chỉ ra ảnh hưởng của nhiệt  độ  lên  vận 

tốc sóng đàn hồi đối với cấu trúc lập phương tâm khối (LPTK) của Fe lớn hơn nhiều so với cấu 

trúc B20 của hợp kim FeSi và vận tốc âm trong các hợp kim của Fe không những phụ thuộc vào 

cấu trúc tinh thể mà còn phụ thuộc vào hàm lượng nguyên tố nhẹ xen kẽ. Các tính chất cơ nhiệt 

của các hợp kim xen kẽ nói trên cung cấp cho chúng ta hiểu biết đầy đủ hơn đối với thành phần, 

cấu trúc, quá trình vận động của Trái Đất và các thiên thể. Giảm thất thoát năng lượng là một tiêu 

chí quan trọng để chế tạo các thiết bị thân thiện hơn với môi trường. Máy biến áp được sử dụng 

phổ biến để truyền tải và phân phối điện năng. Hiệu suất của máy biến áp được cải thiện đáng kể 

bằng cách bổ sung các nguyên tử silic vào các lõi thép của máy biến áp [2]. Thép kĩ thuật điện 

với hàm lượng silic cao có điện trở suất lớn và độ từ thẩm cao. Do đó, nó được dùng làm rôto và 

stato trong động cơ và máy phát điện để giảm bớt tổn hao do dòng điện xoáy.  
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Các kết quả nghiên cứu của Psiachos và cộng sự (2011) [3] về tính chất đàn hồi của FeH chỉ 

ra rằng khi nồng độ nguyên tử hiđrô xen kẽ tăng thì hằng số mạng của FeH tăng và các hằng số 

đàn hồi của FeH giảm đáng kể một cách tuyến tính. Thép là một dạng hợp kim xen kẽ điển hình 

có tầm quan trọng đặc biệt trong xây dựng, giao thông vận tải, chế tạo máy,... Một hợp kim xen 

kẽ của Fe là FeC gọi là thép cacbon chiếm tỉ trọng lớn trong ngành công nghiệp thép. Các hợp 

kim của sắt và crôm được ứng dụng rộng rãi như trong các lò phản ứng hạt nhân (Olsson và cộng 

sự, 2003) [4]. Công trình của Zhang và  cộng sự (2020) [5] chứng minh rằng môđun Young của 

FeCrSi tăng theo sự tăng của nồng độ Cr.  

Các kim loại chuyển tiếp và hợp kim xen kẽ của chúng như Au, AuSi,… được ứng dụng 

nhiều trong công nghệ chế tạo dây siêu dẫn [6]. Silicua vàng là một trong nhiều hợp kim kim loại 

được bán bởi American Elements dưới tên thương mại là AE AlloysTM. Các hợp kim này có sẵn 

dưới dạng thỏi, thanh, ruy băng, dây, tấm và lá. Các dạng có độ tinh khiết siêu cao và độ tinh 

khiết cao cũng bao gồm bột kim loại, bột micrômet, kích thước nano, bia để ngưng kết màng 

mỏng và viên nén cho các ứng dụng lắng đọng hơi hóa học (CVD) và lắng đọng hơi vật lí (PVD). 

Các ứng dụng chính bao gồm lắp ráp ổ trục, chấn lưu, đúc, hàn bước và che chắn bức xạ. 

Việc nghiên cứu các tính chất biến dạng của hợp kim xen kẽ  phụ thuộc của vào nhiệt độ, áp 

suất và nồng độ nguyên tử xen kẽ có vai trò to lớn để dự đoán sức bền vật liệu, sự ổn định cơ học, 

sự khuếch tán,... [7-9].  

        Phương pháp thống kê mômen (SMM) [10] đã được áp dụng để nghiên cứu biến dạng của 

kim loại, hợp kim thay thế và hợp kim xen kẽ với cấu trúc lập phương trong các công trình trước 

đây của chúng tôi [11-20]. Tuy nhiên, trong các công trình đó chúng tôi chưa tính đến vận tốc 

sóng đàn hồi và chưa có nghiên cứu biến dạng đàn hồi của hợp kim tam nguyên vừa thay thế vừa 

xen kẽ với cấu trúc lập phương.   

      Trong bài báo này, trên cơ sở kết quả lí thuyết của các bài báo [10, 16] chúng tôi tính toán các 

đại lượng biến dạng đàn hồi và sóng đàn hồi của các hợp kim tam nguyên vừa thay thế vừa xen 

kẽ FeCrSi và AuCuSi.  

2.   Nội dung nghiên cứu 

       Trong mô hình hợp kim vừa thay thế vừa xen kẽ ABC với cấu trúc LPTK và điều kiện nồng 

độ nguyên tử xen kẽ nhỏ hơn nhiều so với nồng độ nguyên tử thay thế và nồng độ nguyên tử thay 

thế nhỏ hơn nhiều so với nồng độ nguyên tử kim loại chính, nguyên tử xen kẽ C nằm ở  tâm mặt, 

nguyên tử thay thế B thay thế nguyên từ kim loại chính A gọi là A1 nằm ờ tâm khối và nguyên tử 

kim loại chính A gọi là A2 nằm ở đỉnh của ô cơ sở lập phương [11-15]. 

       Trong mô hình hợp kim vừa thay thế vừa xen kẽ ABC với cấu trúc lập phương tâm diện 

(LPTD) và điều kiện nồng độ nguyên tử xen kẽ nhỏ hơn nhiều so với nồng độ nguyên tử thay thế 

và nồng độ nguyên tử thay thế nhỏ hơn nhiều so với nồng độ nguyên tử kim loại chính, nguyên 

tử xen kẽ C nằm ở tâm khối, nguyên tử thay thế B thay thế nguyên từ kim loại chính A gọi là A1 

nằm ờ tâm mặt và nguyên tử kim loại chính A gọi là A2 nằm ở đỉnh của ô cơ sở lập phương [16-20]. 

Ta tiến hành tính số các đại lượng biến dạng đàn hồi và sóng đàn hồi của hợp kim vừa thay 

thế vừa xen kẽ ABC với cấu trúc lập phương theo trình tự như sau: 

(1) Xác định khoảng lân cận gần nhất 
1 1 20 (X A,A ,A , )Xr (P, ) C=   giữa hai nguyên tử A trong 

kim loại sạch A và giữa nguyên tử A1 hoặc A2 hoặc C và nguyên tử khác trong hợp kim xen kẽ 

AC tại áp suất P và nhiệt độ 0K từ phương trình trạng thái như sau [10, 12, 14]: 

0 0

1

1 1

1
.,

6 4

X X X
X X

X X X

u ω k
Pv r

r k r

  
= − + 

  
                                         (1) 
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trong đó 
3

14

3 3

X

X

r
v = là thể tích ô cơ sở ứng với một nguyên tử X của mạng LPTK, 

3

1

2

X

X

r
v =  là thể 

tích ô cơ sở ứng với một nguyên tử X của mạng LPTD, 
0Xu là năng lượng liên kết đối với nguyên 

tử X, 
Xk là thông số tinh thể điều hòa đối với nguyên tử X ,  

0

( ,0)X
X

X

k P

m
 = là tần số dao động 

của nguyên tử X tại áp suất P và nhiệt độ 0K,, 
Xm  là khối lượng của nguyên tử X và  ,

2

h
h


=  

là hằng số Planck. 

(2) Xác định thông số tinh thể điều hòa 0Xk (P, ) và các thông sô tinh thể phi điều hòa  

1 20 0 0X X Xγ (P, ), γ (P, ), γ (P, ) của nguyên tử X tại áp suất P và nhiệt độ 0K theo các công thức trong 

[10, 12, 14]. 

(3) Xác định độ dời 
Xy (P,T)  của nguyên tử X tại áp suất P và nhiệt độ T từ vị trí cân bằng  

theo công thức trong [10, 12, 14]. 

(4) Xác định các khoảng lân cận gần nhất 
1Xr (P,T) theo  các công thức sau [10, 12, 14]: 

11 1 1 10 0 ,C C A A A Ar (P,T) r (P, ) y (P,T),r (P,T) r (P, ) y (P,T)= + = +  

1 2 21 1 1 1( , ) ( , ), ( , ) ( ,0) ( , ).A C A A Cr P T r P T r P T r P y P T= = +                          (2) 

(5) Xác định khoảng lân cận gần nhất trung bình giữa hai nguyên tử A 
1Ar (P,T)  tại áp suất P 

và nhiệt độ T trong hợp kim AC theo công thức sau [10,12,14]: 

     ( )1 1 1 1 10 0 1 0 0), ( , ),A A A C A C A X X

X

r (P,T) r (P, ) y(P,T),r (P, ) c r (P, ) c r (P, y(P,T) c y P T= + = − + =    

(3) 

trong đó 
1 21 10 3 0 1 7 2 4A C A C A C A Cr (P, ) r (P, ), c c ,c c ,c c = = − = =  đối với mạng LPTK, 

1 21 10 2 0 1 15 6 8A C A C A C A Cr (P, ) r (P, ),c c ,c c ,c c = = − = =  đối với mạng LPTD, 
1 0Ar (P, )  là khoảng 

lân cận gần nhất trung bình giữa hai nguyên tử A trong hợp kim AC tại áp suất P và nhiệt độ 0K, 

y(P,T)  là độ dời trung bình của nguyên tử A ở áp suất P và nhiệt độ T từ vị trí cân bằng, 
1 0Ar (P, )  

là khoảng lân cận gần nhất giữa hai nguyên tử A trong kim loại sạch A tại áp suất P và nhiệt độ 

0K, 
1 0)Ar (P,  là khoảng lân cận gần nhất giữa hai nguyên tử A trong vùng chứa nguyên tử xen kẽ 

C  tại áp suất P và nhiệt độ 0K và 
Xc  là nồng độ của nguyên tử X. 

(6) Xác định khoảng lân cận gần nhất trung bình giữa hai nguyên tử A  tại áp suất P và nhiệt 

độ T trong hợp kim ABC theo công thức sau [10, 12, 14]: 

1 ,TAC TB

ABC AC AC B B

T T

B B
a c a c r

B B
= +

 
1, , ,T AC TAC B TB AC A C AC AB c B c B c c c a r (P,T)= + = +   

1
,TAC

TAC

B


=  

3 3

1

0 0

2 2 2 2

1

22

1

3 3
1

, , ,
11

22
33

AC B

AC B

TAC TB TB

TBAC AC B B

BAC BAC TT

a r

a r
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a r
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vv ra

 
 

   
   
   

= = =
    

++    
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222 2

0

2 2 2

11 1 1

1 1 1
,

3 6 4 2

BB B B B

B B BB B BT T

u k k

k k rr r r

         
 = + −    

         

                          (4) 

trong đó năng lượng liên kết và các thông số tinh thể đối với nguyên tử B được xác định giống 

như đối với các nguyên từ X, ,X B   là các năng lượng tự do Helmholtz ứng với một nguyên tử X 

và ứng với một nguyên tử B và có dạng như trong [10, 12, 14]. 

(7) Xác định môđun Young của hợp kim ABC theo công thức sau [10, 12, 14]: 

( ) ,ABC AC B A BE E c E E= + −

2

2

2

2

,

X
X

X
AC A

A

c

E E












=






 

( )
2 2

1 4

1 1

21 1 1
, 1 1 1 ,

. 2

M

M M M M

M M M M

E A Y Y
r A k k

 



  
= = + + +  
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2
2 2 2

20
012 2 2

1 1 1

1 3 1
4

2 4 2

X X X X X
X

X X X X X

u k k
r

r k r k r

 



       
 = + − +  

        

 

0
01

1 1

1 3 1
2 ,

2 2 2

X X
X X X

X X X

u k
cthx r

r k r


  
+ + 

  
 ,

2

X
Xx




=  X

X

X

k

m
 =   

                   coth , , ,M M MY x x M A B = ,
2

B

Bx



=  B

B

B

k

m
 =                                 (5) 

Ở đây, 
Bo Bo,k T k =  là hằng số Boltzmann.  

(8) Xác định môđun nén khối của hợp kim ABC theo công thức sau:  

                                                       ,
3(1 2 )

ABC

ABC

ABC

E
K


=

−
                                                         (6) 

trong đó ,ABC AC AC B B A A B B AB ABCc c c c      = +  + =  là tỷ số Poisson của hợp kim ABC, 

AB  là tỷ số Poisson của hợp kim AB, , ,A B C   là các tỷ số Poisson của các vật liệu A,B,C. 

(9) Xác định môđun trượt  của hợp kim ABC theo công thức sau [10, 12, 14]: 

                                                 
( )

.
2 1

ABC

ABC

ABC

E
G


=

+
                                                               (7) 

(10) Xác định các hằng số đàn hồi của hợp kim ABC theo các công thức sau [10, 12, 14]: 
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(11) Xác định các vận tốc sóng dọc và ngang trong hợp kim ABC theo các công thức sau [10]:  

                                                    
44 122

,ABC ABC
ABCd

ABC

C C
V



+
=                                              (11) 

                                                                  
44 ,ABC

ABCn

ABC

C
V


=                                                    (12) 

trong đó , ,ABC

ABC AB ABC ABC

ABC

m
V Nv

V
 =  =

ABC là khối lượng riêng của hợp kim ABC, 
AB  

là khối lượng riêng của hợp kim AB và N là số nguyên từ của hợp kim ABC. 

        Để nghiên cứu các hợp kim FeCrSi và AuCuSi, chúng tôi sử dụng thế tương tác cặp Mie-

Lennard-Jones (MLJ)  m-n [21] 

                                     0 0( ) ,

n m
r rD

r m n
n m r r


    

= −    
−      

                                    (13) 

trong đó 
0r  là khoảng cách giữa hai nguyên tử tương ứng với thế năng cực tiểu lấy giá trị - D, m, n là 

các số có giá trị khác nhau đối với các nguyên tử kim loại khác nhau và  được  xác định bằng con 

đường kinh nghiệm dựa trên cơ sở số liệu thực nghiệm. Các thông số thế MLJ đối với các tương 

tác Fe-Fe, Cr-Cr, Au-Au, Cu-Cu và Si-Si được cho trong Bảng 1. Các thông số thế đối với các 

tương tác  Au-Si, Cu-Si được xác định bởi [21]. Các tương tác A-C, A-B được xác định bởi [22].  

Bảng 1. Các thông số thế MLJ m-n, tỷ số Poisson    và khối lượng riêng    

đối với Fe, Cr, Au. Cu và Si [21, 22] 

Interaction m n D(10-10erg) r0(10-10m)  (g/cm3) 

Fe-Fe 7 11,5 6416,448 2,4775 0,26 7,8672 

Cr-Cr 6 15,5 6612,960 2,4950 0,33 7,2 

Au-Au 5,5 10,5 4683 2,8751 0,39 19,283 

Cu-Cu 5,5 11 6469,518 2,5487 0,37 8,932 

Si-Si 6 12 45128,34 2,2950 0,28 2,329 

( ) ( )A-B A-A B-B 0A-B 0A-A 0B-B A-C A-A C-C 0A-C 0A-A 0C-C

1 1
, , , .

2 2
D D D r r r D D D r r r= = + = = +      (14) 

Các kết quả tính số biến dạng đàn hồi và vận tốc sóng đàn hồi của FeCrSi được tóm tắt  

trong các bảng từ Bảng 2 đến Bảng 4. 
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Bảng 2. 
Cr Cr Cr 11 Cr 12 Cr 44 Cr Cr( , ),  ( , ),  ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )dE T c G T c K T c C T c C T c C T c V T c và Vn Cr( , )T c  

đối với FeCrSi tại P = 0, 1%Sic =  

T(K) cCr(%) 0 2,5 5 7,5 10 

 

 

 

 

300 

E(1010Pa) 18,200 18,336 18.471 18,607 18,742 

K(1010Pa) 14,382 14,505 14,628 14,751 14,874 

G(1010Pa) 7,059 7,111 7,162 7,213 7,265 

C11(1010Pa) 23,795 23,986 24,177 24,368 24,560 

C12(1010Pa) 9,675 9,764 9,853 9,942 10,031 

C44(1010Pa) 7,059 7,111 7,162 7,213 7,265 

Vd(m/s) 5519 5547 5575 5603 5631 

Vn(m/s) 3006 3020 3034 3048 3063 

 

 

 

 

500 

E(1010Pa) 16,347 16,514 16,680 16,846 17,013 

K(1010Pa) 12,918 13,064 13,209 13,355 13,502 

G(1010Pa) 6,341 6,404 6,467 6,531 6,594 

C11(1010Pa) 21,372 21,602 21,833 22,063 22,294 

C12(1010Pa) 8,691 8,794 8,898 9,001 9,106 

C44(1010Pa) 6,341 6,404 6,467 6,531 6,594 

Vd(m/s) 5231 5264 5298 5332 5365 

Vn(m/s) 2849 2866 2884 2901 2918 

 

 

 

 

700 

E(1010Pa) 14,115 14,320 14,526 14,731 14,936 

K(1010Pa) 11,154 11,328 11,503 11,678 11,853 

G(1010Pa) 5,475 5,554 5,632 5,711 5,789 

C11(1010Pa) 18,454 18,733 19,013 19,292 19,572 

C12(1010Pa) 7,504 7,626 7,748 7,871 7,994 

C44(1010Pa) 5,475 5,554 5,632 5,711 5,789 

Vd(m/s) 4860 4902 4944 4986 5027 

Vn(m/s) 2647 2669 2691 2712 2734 

 

 

 

 

900 

E(1010Pa) 11,634 11,882 12,130 12,379 12,627 

K(1010Pa) 9,193 9,400 9,606 9,814 10,021 

G(1010Pa) 4,512 4,608 4,703 4,799 4,894 

C11(1010Pa) 15,210 15,543 15,878 16,212 16,547 

C12(1010Pa) 6,185 6,328 6,471 6,614 6,758 

C44(1010Pa) 9,193 9,400 9,606 9,814 10,021 

Vd(m/s) 4412 4465 4518 4570 4622 

Vn(m/s) 2403 2431 2459 2487 2514 
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Bảng 3. 
Si Si Si 11 Si 12 Si 44 Si Si( , ),  ( , ),  ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )dE T c G T c K T c C T c C T c C T c V T c và Vn Si( , )T c  

đối với FeCrSi tại P = 0, 10%Crc =  

T(K) cSi(%) 0 1 3 5 

 

 

 

 

300 

E(1010Pa) 21,111 18,742 14,719 11,466 

K(1010Pa) 16,908 14,874 11,472 8,781 

G(1010Pa) 8,171 7,265 5,722 4,471 

C11(1010Pa) 27,802 24,560 19,101 14,742 

C12(1010Pa) 11,461 10,031 7,658 5,800 

C44(1010Pa) 8,171 7,265 5,722 4,471 

Vd(m/s) 5970 5631 5002 4427 

Vn(m/s) 3236 3063 2738 2438 

 

 

 

 

500 

E(1010Pa) 19,206 17,013 13,196 10,004 

K(1010Pa) 15,382 13,502 10,285 7,661 

G(1010Pa) 7,433 6,594 5,130 3,901 

C11(1010Pa) 25,293 22,294 17,125 12,862 

C12(1010Pa) 10,427 9,106 6,865 5,060 

C44(1010Pa) 7,433 6,594 5,130 3,901 

Vd(m/s) 5694 5365 4736 4135 

Vn(m/s) 3087 2918 2592 2277 

 

 

 

 

700 

E(1010Pa) 16,969 14,936 11,334 8,306 

K(1010Pa) 13,591 11,853 8,834 6,361 

G(1010Pa) 6,568 5,789 4,406 3,239 

C11(1010Pa) 22,347 19,572 14,708 10,679 

C12(1010Pa) 9,212 7,994 5,897 4,202 

C44(1010Pa) 6,568 5,789 4,406 3,239 

Vd(m/s) 5352 5027 4389 3768 

Vn(m/s) 2902 2734 2402 2075 

 

 

 

 

900 

E(1010Pa) 14,478 12,627 9,349 6,676 

K(1010Pa) 11,596 10,021 7,287 5,112 

G(1010Pa) 5,603 4,894 3,634 2,603 

C11(1010Pa) 19,067 16,547 12,132 8,583 

C12(1010Pa) 7,860 6,758 4,864 3,377 

C44(1010Pa) 5,603 4,894 3,634 2,603 

Vd(m/s) 4944 4622 3987 3378 

Vn(m/s) 2680 2514 2182 1860 
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Bảng 4. 
Si Si Si 11 Si 12 Si 44 Si Si( , ),  ( , ),  ( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )dE P c G P c K P c C P c C P c C P c V P c và Vn Si( , )P c  

đối với FeCrSi tại T = 300K, 10%Crc =  

P(GPa) cSi(%) 0 1 3 5 

 

 

 

 

2 

E(1010Pa) 21,116 18,808 11,586 11,649 

K(1010Pa) 16,912 14,926 5,778 8,920 

G(1010Pa) 8,173 7,290 19,290 4,542 

C11(1010Pa) 27,809 24,646 7,733 14,976 

C12(1010Pa) 11,464 10,066 5,778 5,892 

C44(1010Pa) 8,173 7,290 5027 4,542 

Vd(m/s) 5971 5641 2751 4462 

Vn(m/s) 3237 3068 15,858 2457 

 

 

 

 

4 

E(1010Pa) 22,065 19,789 12,361 12,609 

K(1010Pa) 17,672 15,704 6,165 9,655 

G(1010Pa) 8,540 7,670 20,581 4,916 

C11(1010Pa) 29,058 25,931 8,251 16,210 

C12(1010Pa) 11,979 10,591 6,165 6,378 

C44(1010Pa) 8,540 7,670 5192 4,916 

Vd(m/s) 6103 5786 2842 4642 

Vn(m/s) 3309 3147 2842 2556 

 

 

 

 

6 

E(1010Pa) 22,999 20,748 16,823 13,538 

K(1010Pa) 18,420 16,466 13,113 10,367 

G(1010Pa) 8,901 8,042 6,540 5,279 

C11(1010Pa) 30,289 27,188 21,833 17,405 

C12(1010Pa) 12,486 11,104 8,753 6,848 

C44(1010Pa) 8,901 8,042 6,540 5,279 

Vd(m/s) 6231 5925 5348 4810 

Vn(m/s) 3378 3222 2927 2649 

 

 

 

 

8 

E(1010Pa) 23,921 21,689 17,765 14,445 

K(1010Pa) 19,158 17,212 13,847 11,061 

G(1010Pa) 9,258 8,407 6,906 5,632 

C11(1010Pa) 31,502 28,421 23,055 18,570 

C12(1010Pa) 12,986 11,608 9,243 7,306 

C44(1010Pa) 9,258 8,407 6,906 5,632 

Vd(m/s) 6355 6058 5495 4968 

Vn(m/s) 3445 3295 3008 2736 

 

 

 

 

10 

E(1010Pa) 24,831 22,614 18,687 15,696 

K(1010Pa) 19,887 17,947 14,566 12,019 

G(1010Pa) 9,610 8,765 7,265 6,120 

C11(1010Pa) 32,700 29,634 24,252 20,180 

C12(1010Pa) 13,480 12,103 9,723 7,939 

C44(1010Pa) 9,610 8,765 7,265 6,120 

Vd(m/s) 6475 6186 5636 5179 

Vn(m/s) 3510 3364 3085 2852 
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Theo các bảng từ Bảng 2 đến Bảng 4, môđun Young E của FeCrSi tuân theo một số quy 

luật chung. Thứ nhất là đối với FeCrSi ờ cùng áp suất, nồng độ Cr và nồng độ Si khi nhiệt độ T 

tăng thì môđun Young E giảm. Chẳng hạn như đối với FeCrSi tại P = 0, 
Crc  = 10% và 

Sic  = 5% khi 

T tăng từ 0 đến 1000 K thì E giảm từ 1012,6997.10 xuống 105,9488.10 Pa (giảm 53,16%). Điều 

này là do khi nhiệt độ tăng, động năng của các nguyên tử tăng, tính phi điều hòa của dao động 

mạng làm tăng khoảng lân cận trung bình giữa hai nguyên tử và do đó, E, , ,K G 11 12 44, ,C C C ,

dV và 
nV  đều giảm. Thứ hai là đối với FeCrSi ờ cùng nhiệt độ, nồng độ Cr và nồng độ Si khi áp 

suất P tăng thì môđun Young E  tăng. Ví dụ như đối với FeCrSi tại T = 300 K, 
Crc  = 10% và 

Sic  

= 5% khi P tăng từ 0 đến 10 GPa thì E tăng từ 1021,114.10  đến 1024,8307.10  Pa (tăng 17,62%). 

Điều đó là do vì khi áp suất tăng, lực nén tác dụng lên vật liệu từ mọi phía tăng, các nguyên tử 

xích lại gần nhau hơn, khoảng lân cận trung bình giữa hai nguyên tử giảm và do đó, E, , ,K G

11 12 44, ,C C C ,
dV và 

nV  đều tăng. Thứ ba là đối với FeCrSi ờ cùng nhiệt độ, áp suất và nồng độ 

Cr khi nồng độ Si tăng thì môđun Young E  giảm. Chẳng hạn như đối với FeCrSi tại T = 300 K, 

P = 0 và 
Crc  = 10% khi 

Sic  tăng từ 0 đến 5%, E  giảm từ 1021,1114.10  đến 1011,4664.10  Pa (giảm 

45,69%). Điều này tương tự như FeSi và phù hợp với thực nghiệm (TN) của Takeuchi (1969) [2]. 

Khi nồng độ Si tăng, khoảng lân cận trung bình giữa hai nguyên tử tăng và do đó, E, , ,K G

11 12 44, ,C C C ,
dV và 

nV  đều giảm. Thứ tư là đối với FeCrSi ờ cùng nhiệt độ, áp suất và nồng độ 

Si  khi nồng độ Cr tăng thì môđun Young E  tăng rất chậm. Ví dụ như đối với FeCrSi tại nhiệt độ 

T = 300 K, P = 0 và 
Sic  = 5% khi 

Crc  tăng từ 0 đến 10% thì E  tăng từ 1018,2002.10  đến 

1018,7422.10 Pa (tăng 2,98%). Do hằng số mạng của Cr xấp xỉ bằng hằng số mạng của Fe nên khi 

Cr thay thế Fe, mạng tinh thể Fe ít bị thay đổi và do đó, tính chất đàn hồi của FeCrSi ít bị thay 

đổi theo nồng độ Cr. 

Xét trường hợp giới hạn của FeCrSi khi 
Sic = 0 và 

Crc biến thiên từ 0 đến 10%. Kết quả thu 

được đối với FeCr được tổng kết trong các bảng từ Bảng 5 đến Bảng 7 và được minh họa trên 

Hình 1, trong đó có so sánh, đánh giá sai số giữa kết quả tính toán bởi SMM, tính toán ab initio 

của Olsson và cộng sự (2003) [4], Zhang và cộng sự (2010) [24], các TN của Speich và cộng sự 

(1972) [25], Heintze và cộng sự (2009) [26]. 

 

Bảng 5. E (cCr) đối với FeCr tại T = 298 K, P  = 0 tính bởi SMM, ab initio 

của Zhang (2010) [24] và TN của Speich (1972) [25]  

cCr(%) 0 1,5 2,5 5 6 7,5 10 

E(GPa)-SMM 208,4 208,8 209,1 209,8 210,1 210,5 211,3 

E(GPa)-TN [25] 208,2 209 - 211,2 209,7 - 214,8 

SMM-TN[26]  (%) 0,1 0,1 - 0,7 0,2 - 1,6 

E(GPa)-ab initio [24] - - 241,3 254,3 - 252,5 258,3 

[25] TN[26] −
 (%) - - - 20,4 - - 16,8 
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Bảng 6. K(cCr) đối với FeCr tại T  = 298K, P  = 0 tính bởi SMM, ab initio 

 của Zhang (2010) [24] và TN của Speich (1972) [25]  

cCr (%) 0 1,5 2,5 5 6 7,5 10 

K(GPa)-SMM 165,4 166,2 166,7 168,1 168,7 169,5 170,9 

K(GPa)-TN [25] 166,0 166,7 - 161,4 147,6 - 157,1 

SMM-TN[26]  (%) 0,4 0,3 - 4,2 14,3 - 8,8 

K(GPa)-ab initio [24] - - 182,4 177,9 - 179,3 181,2 

[25] TN[26] −
 (%) - - - 10,2 - - 15,3 

Bảng 7. G(
Crc ) đối với FeCr tại T  = 298K, P  = 0 tính bởi SMM, ab initio  

của Zhang (2010) [24] và TN của Speich (1972) [25]  

Crc  (%) 0 1,5 2,5 5 6 7,5 10 

G(GPa)-SMM 80,70 80,87 80,96 81,23 81,34 81,50 81,76 

G(GPa)-TN [25] 80,65 80,86 - 82,38 83,00 - 84,45 

SMM-TN[26]  (%) 0,1 1,3 - 1,4 2,0 - 3,4 

G(GPa)-ab initio [24] - - 94,3 96,6 - 99,8 102,3 

[25] TN[26] −
 (%) - - - 17,3 - - 21,1 
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(a)                                                                           (b) 

Hình 1. (a) ( )CrE c và (b) ( )CrK c  đối với FeCr tại T  = 298K, P  = 0 tính bởi SMM, 

ab initio của Olsson (2003) [4], ab initio của Zhang (2010) [24] và từ các TN  

của Heintze (2009) [26] và Speich (1972) [25]   

Các tính toán bởi SMM, ab initio và số liệu thực nghiệm đều chứng tỏ rằng biến dạng đàn 

hồi của FeCr ít thay đổi theo nồng độ Cr. Cụ thể là khi 
Crc  tăng từ 0 đến 10% thì môđun Young 

của FeCr tăng 1,4% theo tính toán bởi SMM và tăng 7% theo tính toán ab initio của Zhang và 

cộng sự (2010) [24] trong khi tăng 3,2% theo số liệu thực nghiệm của Speich và cộng sự (1972) [25]. 

Các bảng từ Bảng 5 đén  Bảng 7 và Hình 1 chứng tỏ rằng đối với các môđun đàn hồi E, K, G của 
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FeCr, tính toán bởi SMM chính xác hơn các tính toán ab initio của Olsson và cộng sự (2003) [4], 

Zhang và cộng sự (2010) [24]. Sự khác nhau giữa kết quả tính toán của Zhang và cộng sự (2010) 

[24] và thực nghiệm là do Zhang sử dụng biểu thức năng lượng liên kết có dạng 
2( ) r rE r a be ce − −= + + cho bởi Moruzzi và cộng sự (1988) [27], trong đó r  là bán kính 

Wigner – Seitz, các đại lượng ,  ,a  b  và c  là các thông số thế được làm khớp tại 0K. Do đó, 

kết quả tính toán ab initio của Zhang bị ràng buộc bởi việc làm khớp các thông số nói trên ở vùng 

nhiệt độ thấp. 
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          Hình 2. ( )E T  của Fe tại P  = 0 tính bởi SMM, ab initio của Sha và Cohen (2006) [28],  

từ các TN của Adams (2006) [7], Reed và Clark (1983) [30]. 

 

Sự phụ thuộc của môđun Young E vào nhiệt độ đối với kim loại chính Fe trong hợp kim 

FeCrSi được tính bởi SMM, tính toán ab initio của Sha và Chen (20906) [28] và từ các thực 

nghiệm của Adams và cộng sự (2006) [29], Reed và Clark (1983) [30] được chỉ ra trên Hình 2. 

Kết quả tính toán bằng SMM phù hợp rất tốt với thực nghiệm đặc biệt trong khoảng từ 200 đến 

400 K và tốt hơn nhiều so với tính toán ab initio.    
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Hình 3. ( )Si,E T c  đối với  AuCuSi tại P = 0, cCu = 10%  

       Sự phụ thuộc của môđun Young E vào nhiệt độ đối với  hợp kim xen kẽ FeSi giống như sự 

phụ thuộc của môđun Young E vào nhiệt độ đối với  kim loại Fe như được chỉ ra trong công trình 

trước đây của chúng tôi [15]. 
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        Sự phụ thuộc nhiệt độ, áp suất, nồng độ nguyên tử xen kẽ của môđun Young E đối với 

AuCuSi đươẹc minh họa trên Hình 3 và Hình 4. Theo kết quả này, đối với AuCuSi ở cùng áp 

suất, nhiệt độ và nồng độ Cu khi nồng độ Si tăng thì khoảng lân cận gần nhất trung bình a tăng 

và do đó,  E, , ,K G  
11 12 44, ,C C C , 

dV và 
nV  giảm. Điều này cũng giống như AuSi. Chẳng hạn 

như đối với AuCuSi tại T = 300 K, P = 70 GPa và cCu =10% khi cSi tăng từ 0 đến 5% thì a tăng 

từ 2,6359 đến 2,7086.10-10 m và E giảm từ 35,604.1010 đến 12,905.1010 Pa. Đối với AuCuSi ở 

cùng áp suất, nhiệt độ và nồng độ Si khi nồng độ Cu tăng thì a giảm chậm và do đó, E, , ,K G  

11 12 44, ,C C C , 
dV và 

nV  tăng chậm. Chẳng hạn như đối với AuCuSi tại P = 0, T = 300K và 

cSi = 5% khi cCu tăng từ 0 đến 10% thì a giảm từ 2,9687 đến 2,8740.10-10 m và E tăng từ 6,911.1010  

tới 6,966.1010 Pa. Đối với AuCuSi ở cùng nhiệt độ, nồng độ Cu và nồng độ Si khi áp suất P tăng 

thì a giảm và do đó, E, , ,K G 11 12 44, ,C C C , 
dV và 

nV  tăng. Chẳng hạn như đối với AuCuSi tại 

T = 300 K, cCu = 10% và cSi = 5% khi P tăng từ 0 đến 70GPa thì a giảm từ 2,8740 đến 2,7086.10-

10 m và E tăng từ 0,6966.1011 đến 1,2950.1011 Pa. Đối với AuCuSi ở cùng áp suất, nồng độ Si và 

nồng độ Cu khi nhiệt độ T tăng thì a tăng và do đó, E, , ,K G  
11 12 44, ,C C C , 

dV và 
nV  giảm. 

Chẳng hạn như đối với AuCuSi tại P = 0, cCu = 10% và cSi = 3%,khi T tăng từ 50 đến 1000K thì 

a tăng từ 2,8447 đến 3,2793.10-10 m và E giảm từ 9,991.1010  đến 7,959.1010 Pa.  
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Hình 4. ( )Si,E P c đối với  AuCuSi tại  = 300K, cCu = 10%  

Quy luật biến đổi của khoảng lân cận gần nhất trung bình giữa hai nguyên tử theo áp suất 

và nồng độ nguyên tử xen kẽ đối với AuCuSi giống như quy luật đối với AuSi [17]. Còn quy luật 

biến đổi của khoảng lân cận gần nhất trung bình giữa hai nguyên tử theo áp suất và nồng độ 

nguyên tử thay thế đối với AuCuSi giống như quy luật đối với AuCu. 
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Hình 5. ( )E T  đối với của Au tại P = 0 tính bởi SMM, Li (2019) [31], 

MD của Căgin et al. (1991) [32], MD của Zahroh et al. (2019) [33] và từ các TN  

của Chang và Himmel (1966) [34], Tikhonov và Kononenko (1986) [24] 

T
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          Hình 5 mô tả sự phụ thuộc của môđun Young E vào nhiệt độ đốí với Au tại P = 0 qua 

khoảng nhiệt độ từ 0 đến 1100 K, trong đó các kết quả tính số bằng SMM phù hợp tốt với các 

tính toán khác như tính toán động lực học phân tử (MD) của Căgin và cộng sự (1991) [32], tính 

toán của Li và cộng sự (2019) [31], tính toán MD của Zahroh và cộng sự (2019) [33] và các thực 

nghiệm của Chang và Himmel (1966) [34], Tikhonov và Kononenko (1986) [35].  

3.   Kết luận 

Chúng tôi đưa ra mô hình hợp kim tam nguyên vừa thay thế vừa xen kẽ với cấu trúc lập 

phương và chỉ ra cách xác định các đại lượng biến dạng đàn hồi và vận tốc truyền sóng đàn hồi 

như các mô đung đàn hồi E, K, G, các hằng số đàn hồi C11, C12, C44, vận tốc sóng dọc Vd và vận 

tốc sóng ngang Vn của hợp kim này. Các đại lượng  biến dạng đàn hồi và vận tốc truyền sóng đàn 

hồi phụ thuộc vào nhiệt độ, áp suất, nồng độ nguyên tử thay thế và nồng độ nguyên tử xen kẽ. 

Trong các trường hợp giới hạn, từ lí thuyết biến dạng đàn hồi và vận tốc truyền sóng đàn hồi của  

hợp kim tam nguyên vừa thay thế vừa xen kẽ với cấu trúc lập phương có thể suy ra lí thuyết biến 

dạng đàn hồi và vận tốc truyền sóng đàn hồi của  hợp kim thay thế nhị nguyên, hợp kim xen kẽ 

nhị nguyên và kim loại với cùng cấu trúc lập phương.     

        Các kết quả lí thuyết được áp dụng tính số cho hợp kim FeCrSi  trong khoảng nhiệt độ từ 0 

đến 900K, khoảng áp suất từ 0 đến 10 GPa, khoảng nồng độ nguyên tử thay thế từ 0 đến 10% và 

khoảng nồng độ nguyên tử xen kẽ từ 0 đến 5% và cho hợp kim  AuCuSi trong khoảng nhiệt độ từ 

0 đến 1000K, khoảng áp suất từ 0 đến 70 GPa, khoảng nồng độ nguyên tử thay thế từ 0 đến 15% 

và khoảng nồng độ nguyên tử xen kẽ từ 0 đến 5%.  Các kết quả tính số đối với FeCrSi và AuCuSi 

được so sánh với các kết quả tính số của Fe,FeCr. FeSi, Au, AuCu, AuSi, các kết quả tính toán 

khác và thực nghiệm. Nhiều kết quả tính số đối với hợp kim tam nguyên  có tính dự báo, định 

hướng cho các thực nghiệm trong tương lai.   

Lời cảm ơn. Bài báo được thực hiện với sự tài trợ kinh phí của đề tài “Nghiên cứu biến dạng và 

khuếch tán của hợp kim nhị nguyên và tam nguyên với cấu trúc lập phương ở dạng vật liệu khối 

và màng mỏng” của Trường Đại học Giao thông Hà Nội với mã số T2022-CB-010.   
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ABSTRACT 

Elastic deformation and elastic wave velocity of ternary alloys FeCrSi and AuCuSi   

Nguyen Quang Hoc1, Nguyen Duc Hien2, Nguyen Thi Hoa3, 

Pham Phuong Uyen1 and Trinh Hong Ngoc1  
 1Faculty of Physics, Hanoi National University of Education 

2Mac Dinh Chi High School, Chu Pah, Gia Lai 
3University of Transport and Communications 

The paper uses the model of cubic ternary substitutional and interstitial alloy and conditions 

in which the interstitial atom concentration is very small compared to the substitutional atom 

concentration, the substitutional atom concentration is very small compared to the main metal 

atom concentration. On that basis together with the elastic wave and the elastic deformation theory 

of this alloy obtained by the statistical moment method, we perform numerical calculations for 

temperature, pressure, the concentration of substitutional atoms, and concentration of interstitial 

atoms dependences of the elastic moduli E, K, G, the elastic constants C11, C12, C44, the 

longitudinal wave velocity Vd   and the transverse wave velocity Vn  of alloys FeCrSi and AuCuSi. 

Numerical results for FeCrSi and AuCuSi are compared with that of  Fe, FeCr, FeSi, Au, AuCu, 

AuSi, and other calculations, and experiments. Numerical results for ternary alloys predict 

experimental results in the future.   

Keywords: ternary substitutional and interstitial alloy, elastic moduli, elastic constants, 

longitudinal wave velocity, transverse wave velocity, statistical moment method.  

 

 

 

 

 


