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Tóm tắt: Trong quá trình tiến hành thí nghiệm tốc độ biến dạng không đổi (CRS Tests), tốc độ tổng 
biến dạng được duy trì không đổi dưới tác dụng thay đổi của ứng suất. Tốc độ biến dạng tăng trong 
suốt quá trình nén của đất làm tăng sức chịu tải của đất, hay nói cách khác khi tốc độ biến dạng lớn 
hơn thì đất cứng hơn. Nghiên cứu này chứng minh khả năng của mô hình mặt bao đàn-dẻo-nhớt đề xuất 
và phát triển bởi Mac (2020) trong mô phỏng ứng xử phụ thuộc tốc độ biến dạng của đất. Ví dụ và kết 
quả mô hình số mô phỏng ứng xử phụ thuộc tốc độ biến dạng của đất được kiểm chứng cho đất sét cố 
kết thường và đất sét quá cố kết trong các thí nghiệm ba trục với điều kiện không thoát nước. 
Từ khoá: Mô hình mặt bao đàn-dẻo-nhớt, ứng xử phụ thuộc tốc độ biến dạng, đất sét cố kết thường, đất 
sét quá cố kết. 
 

1. GIỚI THIỆU * 
Ứng xử biến đổi theo thời gian (time-dependent 

behaviour) của đất, đặc biệt của đất dính đã được 
ghi nhận rộng rãi qua thực nghiệm và trong các thí 
nghiệm thực tế của Cơ học đất (Casagrande and 
Wilson, 1951) (Vaid et al., 1979) (Leroueil et al., 
1985) (Mesri et al., 1978) (Lefebvre and LeBoeuf, 
1987). Tuy nhiên, nghiên cứu về các hiện tượng 
biến đổi theo thời gian của vật liệu, đặc biệt là 
hiện tượng phụ thuộc tốc độ biến dạng của đất còn 
chưa rõ ràng và đầy đủ. Nguyên nhân sự phức tạp 
của ứng xử biến đổi theo thời gian của vật liệu là 
do có sự kết hợp của ứng xử phi tuyến của đất; sự 
phụ thuộc vào thời gian và tốc độ biến dạng của 
cốt đất; và cả sự tương tác giữa chất rắn (hạt đất) 
với chất lỏng và khí trong lỗ rỗng (Mitchell and 
James Kenneth, 2005).  

Một trong những ứng xử biến đổi theo thời 
gian quan trọng của đất là ảnh hưởng của tốc độ 
biến dạng (strain rate effects) tới trạng thái ứng 
suất – biến dạng của đất, đặc biệt là đất yếu. Có 
hai phương pháp thí nghiệm tốc độ biến dạng 
thường được tiến hành là thí nghiệm tốc độ biến 
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dạng không đổi (constant rate of strain, CRS 
Tests) và thí nghiệm tốc độ biến dạng thay đổi 
(change of rate of strain Tests) (Augustesen et 
al., 2004). Bài báo này đề cập tới thí nghiệm thứ 
nhất là thí nghiệm tốc độ biến dạng không đổi 
(CRS Tests).  

Trong quá trình tiến hành thí nghiệm tốc độ 
biến dạng không đổi (CRS Tests), tốc độ tổng biến 
dạng được duy trì không đổi dưới tác dụng thay 
đổi của ứng suất. Ứng suất được đo và ghi lại 
trong suốt quá trình thí nghiệm và được thể hiện 
qua đường quan hệ ứng suất – biến dạng như trên 
hình 1, tương ứng với các tốc độ biến dạng khác 
nhau ( ). Dưới tác động của tốc độ 
biến dạng lớn hơn thì ứng suất tác dụng tại biến 
dạng đó sẽ lớn hơn. Hay nói cách khác, trong thí 
nghiệm tốc độ biến dạng không đổi (CRS Tests), 
khi tốc độ biến dạng lớn hơn thì đất cứng hơn, 
hoặc sức chịu tải của đất tốt hơn. 

Theo Liingaard et al. (2004), các mô hình mô 
phỏng mối quan hệ ứng suất – biến dạng phụ 
thuộc vào tốc độ biến dạng của đất được chia làm 
ba nhóm chính là: 1) mô hình thực nghiệm 
(empirical models), 2) mô hình lưu biến 
(rhelogical models) và 3) mô hình toán cơ đàn-
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dẻo-nhớt (elasto-viscoplastic models). So với hai 
nhóm mô hình đầu tiên thì nhóm mô hình thứ ba 
(mô hình toán cơ đàn-dẻo-nhớt) được phát triển 
mạnh do có ưu điểm mô phỏng được ứng xử phi 
tuyến đồng thời với ứng xử biến đổi theo thời gian 
của vật liệu đất. Ngoài ra, loại mô hình toán cơ 
đàn-dẻo-nhớt này dễ dàng triển khai trong các bài 
toán mô hình số, phục vụ cho các bài toán tổng 
hợp thực tế.  

Mục đích của bài báo là giới thiệu mô hình 
mặt bao đàn-dẻo-nhớt được phát triển bởi Mac 
(2020) để mô phỏng ứng xử biến đổi theo thời 
gian của vật liệu đất. Đây là mô hình được kết 
hợp bởi mô hình mặt bao dẻo Khalili et al. 
(2008) và nguyên lý nhất quán của cơ học (Wang 
et al., 1997) và (Carosio et al., 2000). Điểm nổi 
bật của mô hình này là khả năng mô phỏng được 

ứng xử phi tuyến của vật liệu đất, đồng thời mô 
phỏng được sự chuyển tiếp trong ứng xử của vật 
liệu từ trạng thái dẻo không phụ thuộc tốc độ 
biến dạng sang trạng thái dẻo-nhớt phụ thuộc 
tốc độ biến dạng. Điểm khác biệt quan trọng này 
của mô hình tạo nên sự vượt trội so với các mô 
hình truyền thống theo lý thuyết dẻo, vì các mô 
hình truyền thống không có khả năng mô phỏng 
các ứng xử biến đổi theo thời gian của vật liệu 
đất. Phần 2 của bài báo giới thiệu các điểm 
chính của mô hình mặt bao đàn-dẻo-nhớt được 
đề xuất bởi Mac (2020). Phần 3 đưa ra các ví dụ 
thí nghiệm ba trục trong điều kiện không thoát 
nước cho đất sét cố kết thường và đất sét quá cố 
kết, minh chứng cho khả năng của mô hình 
trong mô phỏng ứng xử phụ thuộc tốc độ biến 
dạng của đất. 

     

 
Hình 1. Thí nghiệm tốc độ biến dạng không đổi (CRS Tests): 

 a) Quan hệ biến dạng – thời gian; b) Quan hệ ứng suất – biến dạng 
 
2. MÔ HÌNH MẶT BAO ĐÀN-DẺO-NHỚT 

MÔ PHỎNG ỨNG XỬ BIẾN ĐỔI THEO 
THỜI GIAN CỦA ĐẤT  

Để mô phỏng mối quan hệ ứng suất – biến 
dạng có tính phi tuyến cao như vật liệu đất, các 
mô hình truyền thống theo lý thuyết dẻo 
(plasticity constitutive models) được sử dụng 
rộng rãi trong các mô phỏng số và phương 
pháp số của Cơ học đất và Địa kỹ thuật. Tuy 
các mô hình truyền thống đã mô phỏng được 
phần nào đặc tính phi tuyến của vật liệu, nhưng 

lại không có khả năng mô phỏng tính chất phụ 
thuộc tốc độ biến dạng biến đổi theo thời gian 
của vật liệu đất. Do đó, Mac (2020) đề xuất và 
phát triển mô hình kết cấu mặt bao đàn-dẻo-
nhớt (the bounding surface viscoplasticity 
model) dựa trên nền mô hình mặt bao dẻo  đề 
xuất bởi (Khalili et al., 2008) kết hợp với lý 
thuyết nhất quán của cơ học (the consistency 
theory) đề xuất bởi (Wang et al., 1997) và 
(Carosio et al., 2000). Mô hình mặt bao đàn-
dẻo-nhớt được trình bày chi tiết trong tài liệu 
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(Mac, 2020). Bài báo này tóm tắt sơ bộ một vài 
đặc điểm chính của mô hình.   

Về cơ bản, biến thiên tổng biến dạng được cấu 
thành bởi hai thành phần: phần biến dạng đàn hồi 
( - elastic) và phần biến dạng dẻo-nhớt ( - 
viscoplastic):  

 

 
(1) 

Thành phần biến dạng đàn hồi được biểu diễn 
thông qua quan hệ ứng suất – biến dạng đàn hồi:  

 
(2) 

trong đó ' là biến thiên ứng suất hiệu quả; 
 là ma trận độ cứng đàn hồi.  
Phương trình mặt bao dẻo-nhớt được phát triển 

từ phương trình mặt bao dẻo của (Khalili et al., 
2008) như sau:  

 
(3) 

Thành phần biến dạng dẻo-nhớt được tính toán 
thông qua việc áp dụng nguyên lý nhất quán cho 
phương trình đường mặt bao dẻo-nhớt (3):  

 
(4) 

Trong đó:  

 
(5) 

Áp dụng nguyên lý nhất quán cho phương 
trình đường mặt bao dẻo-nhớt, phương trình (4) 
được thu gọn lại thành phương trình vi phân bậc 
hai như sau:  

 
(6)

Trong đó  – là bội số dẻo-nhớt, là nghiệm 
của phương trình vi phân bậc hai (6) và được biểu 
diễn thông qua biểu thức phụ thuộc vào độ chênh 
lệch thời gian :  

 

(7)

 – là hệ số biến dạng tăng bền của mô hình 
mặt bao dẻo, đã được đề xuất bởi (Khalili et al., 
2008); và  – là hệ số tốc độ biến dạng tăng bền, 
đề xuất bởi (Mac, 2020) được phát triển đặc trưng 
cho khả năng mô phỏng sự biến đổi theo thời gian 
của mô hình mặt bao đàn-dẻo-nhớt:     

 

(8) 

 

(9) 

Quan hệ giữa  và  được đề xuất và công 
bố bởi (Mac et al., 2014) (Mac et al., 2017) 
(Shahbodagh et al., 2020) (Mac et al., 2020) 
như sau:  

 

(10) 

trong đó  ,  
 là chỉ số nén thứ cấp và  là tốc độ biến 

dạng giới hạn của đất, được xác định khi vật liệu 
đất ở trạng thái không bị ảnh hưởng bởi tốc độ 
biến dạng.    

Kết hợp lời giải và nghiệm của phương trình vi 
phân biến đổi theo độ chênh lệch thời gian , 
phương trình ứng suất – biến dạng của mô hình 
mặt bao đàn-dẻo-nhớt phát triển bởi (Mac, 2020) 
được viết lại dưới dạng tổng quát như sau: 

 

 
(11) 

trong đó:  

 

(12) 
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(13) 

 
3. MÔ PHỎNG ỨNG XỬ PHỤ THUỘC 

TỐC ĐỘ BIẾN DẠNG CỦA ĐẤT CÓ HỆ SỐ 
QUÁ CỐ KẾT KHÁC NHAU 

Trong phần này, ứng xử phụ thuộc tốc độ 
biến dạng của đất sét Cardiff Kaolin được mô 
phỏng khi sử dụng mô hình mặt bao đàn-dẻo-
nhớt đã giới thiệu ở phần 2. Các mô phỏng số 
được tiến hành lập trình trên phần mềm 
MATLAB. Dữ liệu sử dụng trong mô phỏng số 
được thu thập từ thí nghiệm ba trục trong điều 
kiện không thoát nước cho đất dính dưới tác 
dụng của tải trọng tĩnh được (Banerjee and 
Stipho, 1978) tiến hành tại trường Đại học 
Cardiff, xứ Wales, Vương quốc Anh trên các 
mẫu đất sét Cardiff Kaolin có các độ cố kết khác 
nhau. Chi tiết của thí nghiệm, bao gồm quá trình 
chuẩn bị mẫu đất, quá trình thí nghiệm và các 

chỉ tiêu thông số của mẫu đất đã được công bố 
trong tài liệu (Banerjee and Stipho, 1978). Các 
mẫu thí nghiệm với đất sét cố kết thường (OCR 
= 1) và đất sét quá cố kết nhẹ (OCR = 2) và đất 
sét quá cố kết nặng (OCR = 5) được lựa chọn để 
tiến hành mô phỏng bằng mô hình mặt bao đàn-
dẻo-nhớt đã đề xuất ở phần 2.  

3.1. Các thông số của mô hình 
Các thông số về điều kiện ban đầu của mẫu 

thí nghiệm đất sét Cardiff Kaolin được thống 
kê trong bảng 1. Các thông số của mô hình 
mặt bao đàn-dẻo-nhớt phát triển bởi (Mac, 
2020) cho đất sét Cardiff Kaolin được xác 
định như sau: hệ số  và hệ số 

 được xác định thông qua kết quả thí 
nghiệm cố kết và thí nghiệm trương nở. Các hệ 
số  
được xác định thông qua kết quả thí nghiệm nén 
ba trục. Các hệ số của mô hình mặt bao đàn-dẻo-
nhớt được xác định như sau: ; ; 

; ; và .  

Bảng 1. Điều kiện ban đầu các mẫu thí nghiệm đất sét Cardiff Kaolin 

Tên loại đất 
Hệ số quá cố kết, 

OCR 
Ứng suất hiệu quả 

ban đầu, p'0 
Hệ số rỗng ban 

đầu, e0 

Đất sét Cardiff Kaolin cố kết 
thường 

1 414 kPa 0,93 

Đất sét Cardiff Kaolin quá cố 
kết nhẹ 

2 193 kPa 0,97 

Đất sét Cardiff Kaolin quá cố 
kết nặng 

5 76 kPa 0,94 

 
Hệ số đặc trưng cho tốc độ biến dạng phụ 

thuộc theo thời gian được sử dụng là  ; 
tốc độ biến dạng chuẩn là  và tốc 
độ biến dạng giới hạn là . Các 

tốc độ biến dạng khác nhau được mô phỏng trên 
các mẫu đất dính trong thí nghiệm ba trục trong 

điều kiện không thoát nước như sau: Mẫu đất sét 
cố kết thường (OCR = 1) chịu tác dụng của các 
tốc độ biến dạng 0,002%/s; 0,004%/s và 0,01%/s. 
Mẫu đất sét cố kết nhẹ (OCR = 2) chịu tác dụng 
của các tốc độ biến dạng 0,002%/s; 0.01%/s và 
0,02%/s. Mẫu sét đất cố kết nặng (OCR = 5) chịu 
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tác dụng của các tốc độ biến dạng 0,002%/s; 
0,01%/s và 0,02%/s.  

3.2. Kết quả mô phỏng số  
Kết quả mô phỏng ứng xử phụ thuộc tốc độ 

biến dạng của đất sét Cardiff Kaolin với các hệ số 
quá cố kết OCR khác nhau (OCR = 1, 2 và 5) 
được trình bày trên hình 2 tới hình 7. Mô phỏng số 
thể hiện kết quả thí nghiệm nén ba trục không phụ 
thuộc tốc độ biến dạng và các kết quả phụ thuộc 
tốc độ biến dạng khác nhau. Các kết quả mô 
phỏng cho thấy: 

- Ảnh hưởng của tốc độ biến dạng trên đất sét 
cố kết thường (OCR = 1) (hình 2 và hình 3) rất rõ 
rệt. Quan hệ ứng suất – biến dạng của đất cố kết 
thường thay đổi ngay cả khi tốc độ biến dạng nhỏ 
và đất có xu hướng cứng hơn khi tốc độ biến dạng 
tăng lên.  

- Ảnh hưởng của tốc độ biến dạng trên đất sét 
quá cố kết nhẹ (OCR = 2) (hình 4 và hình 5) 
giảm hơn so với đất sét cố kết thường (OCR = 
1). Quan hệ ứng suất – biến dạng của đất quá cố 
kết nhẹ ít bị ảnh hưởng bởi tốc độ biến dạng 

nhỏ, mà sẽ bị ảnh hưởng bởi tốc độ biến dạng 
lớn hơn.  

- Ảnh hưởng của tốc độ biến dạng trên đất sét 
quá cố kết nặng (OCR = 5) (hình 6 và hình 7) thì 
gần như không đáng kể.  

Từ các kết quả trên có thể đưa ra kết luận là 
ảnh hưởng của tốc độ biến dạng trong điều kiện 
không thoát nước tỷ lệ nghịch với hệ số quá cố kết 
của đất dính. Ngoài ra, cũng có thể thấy đất sét 
quá cố kết nặng hầu như không bị ảnh hưởng bởi 
tốc độ biến dạng. Hay nói cách khác, đất có hệ số 
quá cố kết (OCR) càng nhỏ thì quan hệ ứng suất – 
biến dạng của mẫu đất càng bị ảnh hưởng nhiều 
bởi tốc độ biến dạng. Các kết quả mô phỏng này 
trên đất sét Cardiff Kaolin cũng đồng nhất với các 
kết quả thí nghiệm sự phụ thuộc tốc độ biến dạng 
của đất được công bố bởi các tác giả khác đã được 
đề cập trong tài liệu (Mitchell and James Kenneth, 
2005). Điều đó cho thấy, mô phỏng số trong ứng 
xử biến đổi theo thời gian của đất dính có hệ số 
quá cố kết khác nhau là rất quan trọng và cần thiết 
trong cơ học đất và xây dựng công trình. 
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Hình 2 . Ảnh hưởng của tốc độ biến dạng lên 
quan hệ ứng suất – biến dạng của đất sét Cardiff 
Kaolin cố kết thường (OCR = 1, p'0 = 414 kPa,  
e0 = 0.93): Quan hệ giữa độ lệch ứng suất q và 

 biến dạng trục ε1 

Hình 3. Ảnh hưởng của tốc độ biến dạng lên 
quan hệ ứng suất – biến dạng của đất sét Cardiff 
Kaolin cố kết thường (OCR = 1, p'0 = 414 kPa, 

 e0 = 0.93): Quan hệ giữa độ lệch ứng suất q  
và ứng suất hiệu quả p 
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Experimental data
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Experimental data

Critical state line

Rate-Independent

Strain-rate=0.002%/s
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Hình 4. Ảnh hưởng của tốc độ biến dạng lên 
quan hệ ứng suất – biến dạng của đất sét Cardiff 
Kaolin quá cố kết nhẹ (OCR = 2, p'0 = 193 kPa, 

e0 = 0.97): Quan hệ giữa độ lệch ứng suất q  
và biến dạng trục ε1 

Hình 5. Ảnh hưởng của tốc độ biến dạng lên 
quan hệ ứng suất – biến dạng của đất sét Cardiff 
Kaolin quá cố kết nhẹ (OCR = 2, p'0 = 193 kPa, 

e0 = 0.97): Quan hệ giữa độ lệch ứng suất q  
và ứng suất hiệu quả p 
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Experimental data
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Hình 6. Ảnh hưởng của tốc độ biến dạng lên 
quan hệ ứng suất – biến dạng của đất sét Cardiff 
Kaolin quá cố kết nặng (OCR = 5, p'0 = 76 kPa, 

e0 = 0.94): Quan hệ giữa độ lệch ứng suất q  
và biến dạng trục ε1 

Hình 7. Ảnh hưởng của tốc độ biến dạng lên 
quan hệ ứng suất – biến dạng của đất sét Cardiff 
Kaolin quá cố kết nặng (OCR = 5, p'0 = 76 kPa, 

e0 = 0.94): Quan hệ giữa độ lệch ứng suất q  
và ứng suất hiệu quả p 

 
4. KẾT LUẬN  
Bài báo trình bày ảnh hưởng của tốc độ biến 

dạng tới trạng thái ứng suất – biến dạng của  vật 
liệu đất. Dưới tác động của biến dạng lớn hơn thì 
ứng suất tác dụng tại biến dạng đó lớn hơn, do đó 
đất cứng hơn và có sức chịu tải lớn hơn. Bài báo 
cũng giới thiệu mô hình mặt bao đàn-dẻo-nhớt 
được phát triển bởi (Mac, 2020) mô phỏng ứng 
xử biến đổi theo thời gian của vật liệu đất. Điểm 
nổi bật của mô hình này là khả năng mô phỏng 

được ứng xử phi tuyến của vật liệu đất kết hợp 
với sự chuyển tiếp trong ứng xử của vật liệu từ 
trạng thái dẻo không phụ thuộc tốc độ biến dạng 
sang trạng thái dẻo-nhớt phụ thuộc tốc độ biến 
dạng. Đây cũng là điểm còn thiếu trong các mô 
hình truyền thống theo lý thuyết dẻo hiện đang 
được sử dụng phổ biến trong mô phỏng số trong 
Cơ học đất và Địa kỹ thuật. Để minh chứng cho 
khả năng của mô hình, bài báo đưa ra ví dụ mô 
phỏng ứng xử phụ thuộc tốc độ biến dạng của đất 
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dính có hệ số quá cố kết (OCR) khác nhau. Ảnh 
hưởng của tốc độ biến dạng trong điều kiện thí 
nghiệm ba trục không thoát nước tỷ lệ nghịch với 
hệ số quá cố kết (OCR) của đất dính. Đất cố kết 
thường chịu ảnh hưởng lớn bởi tốc độ biến 
dạng, trong khi đất quá cố kết nặng hầu như 
không chịu ảnh hưởng của tốc độ biến dạng. 
Nghiên cứu này là cơ sở quan trọng cho lý 
thuyết, thực nghiệm và mô phỏng số khi xét tới 
các bài toán có sự ảnh hưởng của tốc độ biến 

dạng và các hiện tượng khác liên quan tới biến 
dạng biến đổi theo thời gian của cốt đất như lún 
từ biến và trùng ứng suất.  
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Abstract: 

SIMULATION OF RATE-DEPENDENT BEHAVIOUR OF NORMALLY 
 CONSOLIDATED AND OVERCONSOLIDATED SOILS 

 
In a constant strain rate test, a total strain rate is enforced and kept constant throughout the experiment 
while the stress response is measured. An increase in strain rate during soil compression is manifested 
by increase in soil stiffness, i.e. the larger the strain rate, the stiffer the soil. In this study, the capability 
of the proposed bounding surface viscoplasticity model to capture the strain rate-dependent behaviour 
of soils is demonstrated. Several numerical examples are also presented to show the application of the 
model to simulate the rate-dependent behaviour of normally consolidated as well as overconsolidated 
cohesive soils under undrained loading conditions. 
Keywords: Bounding surface viscoplasticity model, rate-dependent behaviour, normally consolidated 
cohesive soils, overconsolidated cohesive soils. 
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