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1.GIOI THIEU PP PTTDG

Trong viéc giai cac bai toan co hoc hién nay, c6 rat nhidu phuong phap sd dugc s dung vada
cho két qua rat t6t. Mot trong nhitng phuong phép méi nhét va cé nhiéu uu diém hon céc phuong
phép khac chinh |a phuong phép khong ludi. Uu diém cua PPKL ciing gidng nhu tén goi caa no,
chinh lakhéng xay dung nén cac mat ludi, hay con goi lacéc phan tur.

PPKL ciing duoc dung dé thiét lap he phuong trinh dai 30 cho toan mién bai toan nhung
khong phan lusi. PPKL ding tp cac nut roi rac nam trong mién bai todn ciing nhu trén bién dé
biéu dién ma khdng roi rac mién bai todn. Chinh vi thé, nén ta c6 thé chu dong phan bd céc ndt
roi rac theo cach cia minh mot céch tuy y. Khi mot bai toan vira duoc giai xong, néu thiy chua
ung Y ta co thé cho thém hogc rdt bot mot sb nit ma khong anh husng nhiéu dén qua trinh thuc
hi¢n. Thong thudng nguoi ta tap trung nhiéu nlt & cé&c vi tri c6 (g suat hoidc bién dang 16n dé
cho dugc két qua chinh xéc nhit.

1.1. Thuat toan cia PPKL [1]

Thuat toan PPK L c6 thé chiathanh 4 buéc nhu sau:

a) Biéu dién mién bai toan:

Lay vi du cin giai quyét mot bai toan vé cu triic vat ran. Tass biéu dién mién bal toan bang
tap hop cac nut roi rac trong tam vatrén bién cuand. Mét d6 cua cac nit nay thi khong dong deu:
¢ nhitng noi ¢6 bien dang I6n thi & tap trung nhiu nat. Boi vi mat do cua cac ndt c6 tham gia
vao thuat toan cua PPKL, n6 sg gbp phan lam cho nghiém bai toan dugc chinh xac hon.

Céac nut roi rac

Hinh 1.Bién din mﬁ cAu trdc vat rin bang tap cac nit roi rac theo PPKL
b) Xay ding chuyén vi — Xay dizng ham dang:
Vi khéng c6 phan tir sir dung trong PPKL, cho nén d& noi suy mot gia tri u tai diém

X=(X%Y) ta phai x&y dyng mdt mién, goi lamién gia da, tai diém x d6 dé noi suy u

ux) =& f,00u

i=1
vé6i n latdéng sd ndt trong mién gia da.
ui lagiatri cua cac nit trong mién gia da.
fi la ham dang (shape function) caanut tha i.
Tandi ré khé ni¢m mién gid do: mién gia dd cuadiém x cho ta biét cac nit nam trong no, tir
dg’) taco thé Xap xi duoc Ca&c giatri tai x. mién gia do co thé cd trong so dugc cho boi ham trong
s0. Ham trong so nay co kich thudc va hinh dang khéc nhau tuy theo vi tri diém x. Thong thuong

Mién giads
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mién gia d& co dang tron hogc chix nhat. (Mién gia dd ciing chinh 1a tap x&c dinh cua ham trong
S0)

Hinh 2.Mién giadd caa cac ndt X va cé&c nit roi rac nam trong n. Mién giadd co thé 1a hinh tron, elip
hoac chir nhat.

¢) Thanh Igp hé phuong trinh:

XUt phét tir dang manh hoic dang yéu cia bai toan cling véi cac ham dang vua thanh |ap, ta
8 tim dwgc nhitng phuong trinh roi rac. Nhitng phuong trinh ndy thuong duoc viét trong dang
ma tran va duoc tap hop lai thanh matran toan cuc trén todn mién bai todn.

d) Gidi hé phuong trinh toan cuc:

Déi voi bai todn tinh, théng thuong két qua caa budc trén 1a 1 hé phuong trinh dai s6 tuyén
tinh vata giai bang cac phuong phéap quen thudc nhu khir Gauss, phantich LU...

1.2.Mién gia @& va Mién anh hwéng

O phén ndy, ta s& néi rd hon vé mién gia d& (support domain) va mién anh huong (influence
domain).

Mién gia dd sir dung rat tét khi mat 6 nat khéng qué nhiéu. Tuy nhién trong thuc té c6 nhiéu
bai toan can mat o ndt Ion nhu bai todn ang suat suy bién. Dung mién gia & dya trén cac ndt
hién hanh tai diém d6 cé thé dan dén viéc mét can bang trong viéc lya chon céc nit xay dung
ham dang. Bé tranh truong hop ndy, khéi niém mién anh huong ciamét ndt dugc sir dung.

Mién anh huéng 1a mét mién ma 1 ndt c6 anh huong & do. N6 di lién véi ndt, nguoc lai véi
mién gia do di lién véi mot diém khdng nhat thiét 1a mot nit. Dang mién anh huong 1a mot cach
khéc dé chon nit cho viéc ngi suy, va nd van tét cho cac nit phan bb khdng déu. Mién anh
huéng dugc xéc dinh cho mdi nit trong mién bai toan, vand cé thé khéac nhau tir ndt ndy sang nit
khéc. Kich thude ciamién anh huéng ciing duoc xéc dinh nhu cia mién gia da.

Dé xé&c dinh kich thudc A ciiamidn midn giadd, nguoi tadung cong thuc sau:
dS = anC

trong d6 s 13 hé sb caa mién gia da, thong thuong s nim trong khoang tir 2.0 dén 3.0
d. |a dai luong dac trung cho khoang céch giira cac nit. Néu céc nit duoc phan bb déu, d: don
gian lakhoang cach gitta hai nat, nguoc lai d |&“kich thuéc trung binh” trong mién gia d. Ta

66 thé tinh G bang c&ch uéc lwong nhu sau:
D

- S

[
(nD - 1) ry D hY 7 5 d pY nD Y A / N DY
s vol s laludclugngcia s va s laso ndt nam trong mien

Péi vai 1D,
c6 kich thuéc s . Tuong tu déi véi 2D va3D.

1.3. Ham trong sb va Ham dang [1],[3],[4]
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a) Hamtrong so:

Ham trong sd déng mot vai trd rat quan trong trong viéc xay dung ham dang: N6 gitp cho
trong sd thang du (Weighted Residual) tai nhitng diém khac nhau trong mién gia do s khéac nhau:
nit & gan s8 “nang” hon, ndt & xa s “nhe “ hon. Ngoai rand con bao dam cac nit khi roi hoic
vao mién giadd (khi x di chuyén ) thi ham trong sb thiang du van lién tuc. Sau day 1a mot sé ham
trong sb théng dung:

Ham trong sb bac ba

i T2 g
i %-4d +4d HEV

W(x- x)oW(d)=14%- 4d+4d"- %d° _
17 o y<d£l
f ki 1<d

Ham trong sb bac bbn

— J1-6d +8d - 3d" d£1
W(x- x) 0 W)=t o4 +8d -

T 0 khi 1
-x|_d
Trong cac phuong trinh trén, d dugc xac dinh nhu sau dy d, Véi d, chinh &
kich thuéc ciiamién anh huong.
b) Xay ding Ham dang bang PP BPTT:

Dit U() 3 ham cua trudng bién trén mién W. Xép xi cua u(x) tai diém x |a duoc xay dung

Uy, Us,...

tir 1 tap n gid tri ndt trong truong ham U tai nndt %2 % ndm trong midn gia ds

cua Xx:

u"e) =u"(xx) =a p;(%)a (9 =p"(x)ax)
) (1)

véi mlabac ciadathice p.

Ham trong so thang du (Weighted Residual) dugc x&y dung bang céch xap xi gia tri cia

truong ham va céc tham sé nat % = u(x).

3= 8 WE- X)L (X))~ u(x)P
= 4 Wi )P () a9~ U’

véi % 1atham sb ndt caa truong bién tai ndt 1, W(x- %) |2 ham trong sb. Dé don gian ta viét

Wi (X) thay cho W(X' XI) .
Theo PP BPTT, tai bat ki diém x ndo, a(x) duoc chon sao cho ham J téi tiéu. Nghia
19

2 = O
122 . pidu nay cho tahé phuong trinh tuyén tinh nhu sau

A(x)a(x) =B(x) U,
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AG) =8 W)X P (%)

v6i A(x) lamatran moment trong s cho boi:

B(x) =[B,,B,,...,B,] V6i B, =W, () p(x;)

s Javec to chira c&c ndt nam trong mién gia do U
a(x) =A"(x)B(X)U

con matran B(x) c6 dang:

—_ T
va Y  =[u,u,,..,u ]

Giai phuong trinh trén, ta duoc:

U0)=8 8 P, A0 B),U

s. Thay vao phuong trinh (1), ta duoc:

So sanh véi phuong trinh (1.1), tart ra dugc ham dang can tim.

f,00=4 p,00A (0 B), =p' A™B,

03 B . : . 04

) 03
02
01

-01

02

03

044l :
0

50 40 i : - g 50

10

Hinh 3.Ham dang vadao ham bac nhat cua ham dang sir dung ham trong sb bac ba.

2.AP DUNG PHUONG PHAP PHAN TU TU DO GALERKIN CHO BAI TOAN TAM
[1].[2].[5].[6]

Xé 1 tim nhu trong hinh v&. Tam dugc biéu dién bang mat trung hoa caa tim. Chuyén vi
ctia tam theo phuong X, y, z ( trong toa d6 Decarte ) dugc ki hiéu lan luot 1A u, v, w. Dyatheo gia
thuyét Kirchhoff vé tim mong, d6 véng w(x) cia mat trung hoa tai diém x c6 thé xem la bién doc
lap, vahai chuyén vi con lai duoc biéu dién quaw(x).

Mién gia da cua x
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Hinh 4.X8y dung céc nt roi rac biéu dién tim
Tam duoc biéu didn bang tap cac ndt dat rai réc trén mién tam. Vi khéng co phan tur s dung

trong PPKL, cho nén dé noi suy giatri w tai diém x ta phai x&y dung mot mién, goi lamién gia
d& ('support domain ), tai diém x d6 dé ngi suy w

Do ving ciia tam dugc xap xi ding cac tham s 1ado véng céc nit w; :
n
o)
w'(x)=a f w
i=1
Vi nlatong sd ndt trong mién gia dd, W la giatri cua cac nlt trong mién gia ds, f,1aham
dang (shape function) caa nut thir i.
Dang yéu Galerkin cho bai toan udn tim dugc cho bai phuong trinh :
(¥e,0,0A- Gflu" bdW- plu’ tdS- (A (0-0)dG- (po'AdG=0 2
A w s G, G
voi W lathé tich cua tim, A |a di¢n tich caatam, § & bé mat cia canh tim trén bién ty

nhién, G, 1a phan bién chinh, &, lapseudo-strain, ¢ la pseudo-stress, b lavec to lyc khéi, t 1a

vec to luc trén bién, u 1a vec to chuyén dich, w,w lan luot 1& vec to do véng xap xi, vec to do
vong cho trugc va A lanhén tr Lagrange
~ Trong phuong trinh trén, s hang dau thé hign cong ao cira ndi luc trong tam, s6 hang thir hai
the hién lyc khoi trén tqén tam, so hang thir ba [& cbng ao thuc hién do cdng cua luc trén bién tu
nhién vahai so hang cuoi cung tinh dén dieu kién bién.
Talan luot tim duoc

aw, oeKll K K, l:JéWll:J
T« _C e ue, u
des, =2 I & o aéM a (2.1)
éﬂW ﬁgKnl L Knn Q@Nné
Matran d6 cing K ¢o kich thuéc (nx n)
%-[Wl @Fl lfl m-[Wl @Fltg
dT—g B u\dT—_Q & U
ub (;M +éMuva ut—gM féMl:I (2.2)
&Tw, &t &, & .t
Vecto cot F = F + F' kich thugc 1a (n x1)
é-” 1Oé Glll G.1n l}'
¢, <€ u
QM -8 M @) M Oaw
¢, ~é G, G, Ua 10
dMo=¢_ +& " agh g (2.3)
gﬂl 1+éG 1+1,1 G 1+ Ua ., &
gﬂl [ ﬂ@G 211 G b

Matran G’ co kichthuécla(2l xn)
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ol Q11 Wl T, W,
M

9

g JES—
T V_v:gﬂl Q|1W1+ QW n
¢

ﬂll_EQ|+11W1+ +q|+1n
G 'e I

(2.4

O\ CNC C\ (Y Y Y Y a?’

éﬂl [ @Qm 1W1 Tty W,
Matran q c6 kich thuéce (21 x 1)
M3i mot ma tran vira tim duoc chi tng véi mot diém nam trong 6 tich phan. Vi vay sb

ndt roi rac xuat hién trong tirng s6 hang trén 1a.¢co gidi han. Tuy nhién khi ta |4y tich phan trén ca
mién bai toan thi tat ca cac ndt roi rac déu tham giavao hé phuong trinh dai So.

Hinh 5. S6 nt rdi rac g véi mot diém nam trong mot 6 tich phan

Sau khi c6 duoc cac sb hang da roi rac, ta s3 tich phan chiing [én va lap rép vao matran toan
cuc nhu sau:

éK Guéw eFl)

S

u
V6i K, G (G = GT), F, g dwoc xay dirng trong phuong trinh (2.1), (2.2), (2.3), (2.4).
Giai hé tréntasg tim duoc d6 vong w ctaa cac nut roi rac.
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Begin Tim c4c Nt roi rac nam trong mién gia da
cua nat Gauss vira dugc xac dinh

l vaxay dung cac ham dang tuong trng

Nhap céc s liéu CU‘c”l,'t’é.m: kich thusc, do
day, mé dun E, hé s6 Poat xéng , luc g,

Tich phan céc sé hang trong pt dang yéu

Xay dung tap cac nut roi rac

Xay dung céc 6 tich phan Lép rép c&c matran K, G, F, qvaGiai hé

phuong trinh tim nghiém d6 vong w

Xac dinh toa dd cac nit Gauss v

vamién giada cua nd

Xuat d6 véng w

‘ A 4

End

Hinh 6. So d6 khéi cua bai toan tim d¢ vang ciatam bi uén

3. KET QUA sO

Bai toan 1: Cho tdm hinh vudng c6 chiéu dai a = 2 mé, chiéu cao h = 0.04 mét, m6 dun
Young E = 2.10° Niuton/met?, hé sb Poatxéng n =0.3. tim duoc twa tu do trén c&c bién va chiu
téc dung caa luc phan bb déu g, = 100 N/m?

Nghiém chinh xac cua d6 vong theo phuong phdp Bubnov-Galerkin cho boi céng thic

4
st w(x, y)=C, 22 sin(™)sin(®)
D a a

Eh® . 4
6

véi D lado cing tam khi ubn D=———— va C, =—; =0.00416 =4,16.10°®
12(1-n°) p

Giatri do véng ( don vi mm)chinh xac (Wex) vaxap xi (Wxx) tai toa do x |&:

X -1 0875 075 0625 05 0375 025 0125 0
Wex 0O 01108 021734 031552 040159 047222 05247 055702] 056793
Wkx 000237 0.11657] 022607| 032449 04085 047560 052448 055402 056384
X 1 0875 075 0625 05 0375 025 0125

Wex 0 -01108] 021734 031552 040159 047222 05247 055702

Wkx 000188 01159 022545 032375 040782 047504 -052403( 055377
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—&- nghiem chinh xac
—<— _nghiem xap xi

I

do vong w

o

A

toa do

Hinh 7.So0 sanh gitra do vong chinh xac vado véng xap xi PPKL caatam hinh vuéng tya tu do

x10°

-1
15
-2
-25

o8 06 04 02 0 02 04 06 08 1

|

1 o8 05 04 02 0 02 04 06 08 1

X
6
4
2
o
¥ -2
4
5

1 08 06 04 02 0 02 04 06 08 1

06 04 02 0 02 04 06 08 1

Hinh 8Biéndang €, va g, vaingsuits , vat, ciamittréncuatimvuong

Bai toan 2: Cho tam hinh tron ¢6 béan kinh R = 2 mét, chiéu cao h = 0.04 mét, mé dun Y oung
E = 2.109 Niuton/met2, h¢ s6 Poatxong M =0.3. Tam duoc ngam trén chu tuyén va chi tac dung
cua luc phan bo déu g = 100 N/m2.
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Nghiém chinh xac cua d6 vong duoc cho boi cong thirc sau:

W(r)=C, & (R*r")’

Vi C, =0.015625

Giatri 6 vang (don vi mm) chinh xéc (Wcx) vaxap xi (Wxx) tai toa do x |a:

X 2| -1.82574| -1.63299| -141421] -1.1547| -0.8165 0
Wcex 0] -0.05924] -0.23698] -0.5332| -0.94792| -1.48112| -2.13281
Wxx 0.008708| -0.03471| -0.20851| -0.52297| -0.92333]| -1.51848| -2.0334
X 2| 1.825742] 1.632993] 1.414214] 1.154701| 0.816497
Wcex 0] -0.05924] -0.23698] -0.5332| -0.94792| -1.48112
Wxx 0.010672] -0.03492] -0.20821] -0.52305| -0.92328| -1.51851

X107 do vong cua tam trong mat thang dung

2 -15 -1 05 0 05 1 15 2

Hinh 9. So sanh gitradd véng chinh x&c va doé vang xap xi PPKL caatdm hinh tron ngam chu tuyén

Két lugn: Két qua cho thiy nghiém xap xi ciia PPKL Phan tir ty do Galerkin rat gan voi
nghiém chinh xéc. PPKL con phu hop véi cac mién bai toan khac nhau méa khéng gap phai nhirng
khé khan nhu céc phuong phap khac.
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