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HAM PHAN TAN - MQT SO TiNH CHAT VA SUHOI TU
TRONG KHONG GIAN L,

T6 Anh Diing, Mai Trang Thanh
Truong Pai hoc Khoahoc Tu nhién, PHQG-HCM
(Bai nhan ngay 29 thang 03 nam 2007, hoan chinh siza chita ngay 19 thang 09 nam 2007)

TOM TAT: Bai béo trinh bay mgt s tinh chat, dinh nghia va nghién cizu sir héi tu cia
ham phan tan bdgc k.
Tir kh6a: Ham phén tan bdc k, s hgi tu cua ddy ham phén tan, khodng cach giia hai
ham phan tan.
1.PAT VAN PE
Phuong phép L, -chuan c6 nhiéu ang dung trong bai toan kiém dinh gia thuyét théng ké
tuyén tinh, xay dung khoang tin cay, phan tich phuong sai... Nhiéu linh vyc caa phan tich dir
ligu théng ké duatrén co sy ciia L, -chudn nhu wéc luong mat do, phan tich chudi thoi gian va
phan tich phuong sai nhiéu chiéu.
Trén co s3 caa phuong phdp L, -chuan, d léch tuyét déi trung binh d (X) vado léch
tuyét di trung vi d,,q (X) d&duoc xay dung, voi
d,,(X)=E[X - 1, c6 thé dugc coi nhu chudn [[X - .
dya (X) = E[X - Md], c6 thé duoc coi nhu chuin X - Md]|, .

Bén canh nhimng ung dung tét trong x&c suat thong k&, cac do lech tuyét déi d,, (X) va
dyg (X) ciing d& boc 16 nhitng han ché cia ching. Cung véi d6 phuac tap trong tinh toén,
d.,(X) vad,,(X) chindi Ién dugc do Iéch gira bién ngdu nhién véi trung binh m hozc
trungvi Md .

Dé khic phuc han ché ndi trén, ham phéan tan da duoc x&y dung nhu mét thugc do tong
quét cho d phan tan céc gia tri cia bién ngdu nhién X. Gia sir (W, A, P) la khong gian xéc
suat, L, latap hop cac bién ngiu nhién kha tich trén khong gian xéc suat (W, A, P). Gia sir
bién ngdu nhien X1 L, va F, 1a ham phan phéi cua bién ngdu nhién X. Ham phan tan
D, (u) caabién ngau nhién X dugc xéc dinh boi

Dy (u) =E|X - u| véi méi ul 1.

Mt s tinh chat ciaa ham phéan tan D, (u) d&duoc nghién ciu trong cac bai béo [2], [3],
[4], [5], nhu:

1. D, (u) laham|ditrén 1 .

2." X, YT Ly, max|Dy (x)- Dy (x) <¥.
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3.Vsi X1 L, l1abién ngiu nhién c phan phéi lién tuc tuyét déi, thi
Dy (u) =u- m+2 (x- u)dF, (X) =m- u+2 g(u- x)dF, (x)

4. Vi X1 L, la bién ngiu nhién c6 phan phdi roi rac voi ddy phan phdi xéc suét
p,=P(X=x,), (n30),thi
Dy(u)=u-m+2 3 (x,-u)p,=m-u+23 (u- x)p,

nx,2u n:x, <u
5. uI(!Drﬂé(D>< (u)-u)=-EX va uI(!Dr_rzé(D>< (u) +u) = EX
6. Trong trudng hop X labién ngiu nhién ¢ phuong sai hitu han, thi
+¥d D, (u) - Dy (u)|du=s?
-¥
Vi Dgy (U) = E|m- u| laham phan tan cia bién ngau nhién suy bién tai EX = m.
7.Voi X, Y1 L,, EX =EY,, thi +8DX (u)- Dy (u)/du £VarX +VarY
-¥

8. Véi day bién ngau nhién X, X,,..., X,,, ... bit ki trong khong gian x&c suat, thi

J u
D, (W£a Dby ()
Q X i=1 n

9. Khi céc bién ngau nhién X, X,,..., X,,,...cling phan phéi, thi

D, (uEnD, (%)
é_xi 'n

10.Giasr X1 L, va C, latap céc diém liéntuc cua F, . Khi d6, " ul C_, thi
1
Fu(u) =2 IDE(U) +1]
11. uI(L)rE D¢(u) =1 va Ja!anl D¢(u)=-1
Trong thuc té, ngoai L, nguoi ta con gap nhitng bién ngiu nhién kha tich bac k >1,va
theo ching t6i bi€t thi chuacd tai liéu nao nghién ciru cac ham phan tan bac k caa cac bien do,
vi vay chang tdi lay van dé nay |am muc tiéu cho bai béo.

2.HAM PHAN TAN BAC k

Véi bién ngau nhién X trong khong gian L, va F, 1a ham phan phdi twong &ng caa X,
ham phan tan bac k caabién ngiu nhién X dugc xéc dinh boi

D (u) = E[X - u[ véi méi ul 1
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~ Co the chitng minh khdng kho khan céc bt dang thirc thuong gap trong x&c suét sau day
doi v6i ham phantan bac k.
a Bat dang thirc dang Markov
Vé6i moi € >0, véi moi ul (-¥,+¥) vavéi biénngdu nhien X1 L ,taco

P(X - u[3 e)£e—1kD>k<(u)
b. Bét dang thirc dang Liapunov
V61 moi ul (-¥,+¥),v6i st thba0<s<t, voi bién ngau nhién X1 L, ,taco
§/D5 () £ 4D ()
c. Bét dang thuc dang Minkowski

V6i moi ul (-¥,+¥), voi moi pthoa 1£ p<¥ , véi hai biénngdunhiéen X,YT L, ta
co

§Dg,, () £ \/ D2(5) +§/ DY()
2 2
d. Bat dang thic dang - G,
Vi moi ul 1, véi ha bién ngiunhien X,YT L, ,tacod
al o al o
Dy, (U) £c, Dy c==+cC Dy o=+
X+Y X 82g Y82g

Véi r £1, twonging véi ¢, =1; hoac r 3 1, twong iing véi ¢, =21,

3.DPINH Li VE SU'HQI TU CUA HAM PHAN TAN TRONG KHONG GIAN L,

Sau day ladinh Ii vé méi lién hé gitra sy hoi tu caaddly ham phéan tan bac k D;n (u) véi sy
hoi tu ciia ddy bién ngau nhién X, X;, X,y X, ...

pinhli 1

Gia st X, Xy, X,yeey X,y 12 d8y bién ngau nhién thuge khong gian L, .

Néu ton tai p>k>0 sao cho

SUpE|X,|” <¥

n

P
va X ® X
Khi d6
D (U)® Dg (u) khi n® +¥ , vsi mpi ul !
Chizng minh.
Tir didukién X . ® X

vavéi p>k
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supE|X,|" <¥

tancéduqc

E[X,- X[*® 0 , hay X, ® X.

aKhi kE£1

Theo bét dang thic ¢, , taco dugc

E|X,- u £E[X,- X|*+E|X - u

Hay

E[X,- u- E|X-u£E[X,- X" (1.1)
Ciing theo bit dang thirc c, , taco duoc

E[X-u[ £E[X- X, +E[X, - uf

Suy ra

E|X-u£E[X- X[ +E[X,- u

Hay

E|X,- u- E[X-u*2-E|X,- X[ (1.2)

Do d6, tir (1.1), (1.2) vatir két luan E|X - X|k ® 0, taco duoc

E[X, - u- E[x- u|£E[X,- X @0 (13)

b.Khi k>1
Tuong tu, ciing theo bét dang thirc Minkowski, tacd duoc

1 1 1
EXX, - u- E¥|X - u|£E¥|X,- X['® 0 (L4)

Tu (1.3) va(l.4), tasuy ra
E|X,-u® E[X-u knin® +¥
Hay

Dy (u) ® Dy (u) khi N® +¥

4.HAM PHAN TAN BAC 2 CUA CAC BIEN NGAU NHIEN TRUC GIAO.
Trong khong gian L, véi ddy bién ngdu nhién X, X,,..., X, batki, thi
y 10
D,, (WEQ D, =2
3 (Y) a Pxgng
Taphét trién méi lién he ndy trong khong gian L, .
binh |i 2 (Mot dang dinh i Pithagore).
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Truéc hét, véi hai bién ngau nhién X, Y bat ki trong khéng gian L,, X - u v Y- U truc

giao. Khi @6
&l &l
D (u) = >2<8 %D YZS Z
Chizng minh.

an—Egva

Ap dung tinh chat cua bién ngiu nhién tryc giao cho hai bién ngiu nhién X5
2

aaY— Eg,taduzorc

& 25
u u U2 U2
E‘X-—+Y-— :E‘X-— +E‘Y-—
2 2 2
U2 U2
p E|X+Y-u|2:E‘X-— +E‘Y-—
2 2
Hay
ol ol
CRLIT et !

Tama rong dinh |7 trén véi day bién ngiu nhién X, X,,..., X, trong khdng gian L, .

binhli3
Cho Xy, X,,..., X, 1 day bién ngdu nhién trurc giao, va X, + X, =— (i,jT 171). Khi
n
6
n a0
D?, . (U)=3" D?
( ) a., X 8”@

Ngoa| ra, khi n® ¥, thi

Din_ ( )®aD>2<§O

5. PINH LI VE KHOANG CACH CUA HAlI HAM PHAN TAN TRONG KHONG
GIAN L

binh Ii sau d& duoc chirng minh trong [4], va trong bai nay, ching t6i dua ra mot cach
chirng minh don gian hon.

Pinhli 4
V6i Dgy (u) = E|m- u| I1a ham phan tan cia bién ngau nhién suy bién tgi EX =m,

XT L, vaX labién ngdu nhién cé phirong sai hizu han thi
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0Dy (U) - Dgy (U)|du=s? (4.1

Churng minh.
Taviét lai vé tréi

+¥d Dy (U) - D (u)| du = mde (u) - Dgy (u)| du + +¥d Dy () - Dg (U)| du
V 6i

ODx () - Dy (W] du= E|X - u|- E|EX - u]du
-¥ -¥

= QE(X - u[- |m- u])|du
-y

m [+¥
= O (‘)(|x ul- |m- u|)dF(x) du (4.2
-¥ |-y
Ta khir diu tri tuyét ddi ¢ (4.2) biang céach chia bién x lam ba khoiang x<u<m,
u<x<mvau<m<Xx,khi d6 (4.2) duoc viét thanh

du

4 O [(U-x)- (m-uldF(x)+ @ [(x-u)- (M- u)ldF(X)+ @G [(x- u)- (M- u)ldF(x)

du

=4 O @u- x- MdF(X)+ @ (x- MdF(X)+ ¢ (x- MdF(x)
¥ |x<u<m u<x<m u<m<x

mi|u +¥
= 0 O2u- x- mdF(x) + O(x- mdF(x)|du
-¥[-¥ u
m|u u u +¥ +¥
= 0 QUdF (x) - OxdF(x)- QmdF (X) + OxdF(x)- gmdF (X)|du
-¥|-¥ -¥ -¥ u u
m|u u +¥
= 4(‘)2UdF(X)- OxdF (x) + OxdF (X) - rr{du (4.3)
-¥|-¥ -¥ u
vi
+¥ u
OXdF (x) =m- xdF(X)
u -¥
nén (4.3) c6 thé viét
0) Q2udF (X) - oxdF (X) +(m- oxdF (X)) - h‘{du
-¥|-¥ -¥ -¥
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miu

= 0 Q2udF(x) - :‘)2xdF(x) du

m|u

= 0 02(u- x)dF(x)

-¥|-¥

du

= u@( m@2(u - X)du)dF (x)

- :‘)((‘)Z(u‘ x)du)dF(x) (doldcnay x<u<m)
= 320 1er (o

= :‘)(m- X)*dF (X)

Thuc hién bién doi twong tu
+¥

+¥
0D (U) - Dy (W) du= YE|X - u[- E|EX - u]du

+¥
= QE(X - u]- |m- u])|du

= 3 olx- ul- [m- uf)dF (x)|du (4.4)

m[-¥

Ta khir ddu tri tuyét ddi & (4.4) bing céch chia bién x thanh ba khoang x<m<u,
M< X <U va m<u< X, khi d6 (4.4) dugc viét thanh

4 O [U-x)- (u-mldF()+ @ [(u- x)- (u- MIAF(X)+ @ [(x- u)- (u- m]dF (x) du

m | X<m<u MX<u m<u<x

:a O (M- x)dF(X)+ @ (M- X)dF(X)+ @ (m+x- 2u)dF(x)/du

m [ X<m<u m<X<u m<u<x

+¥|u +¥
= 0 O(m- x)dF (x) + (m+ x- 2u)dF(x)
-¥ u

m

du

du

-¥ -¥

+¥ | u u +¥ +¥ +¥
= 4C‘)m:iF(x)— OXdF (X) + gmdF (X) + OxdF(X) - 2udF(X)

du (4.5

- 4 M- aF (X)+ aF (x)- §2udF (%)
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Do

u +¥

- OXdF(X) =- m+ QxdF(X)
-¥ u

Nén (4.5) tré thanh

+¥ +¥ +¥ +¥
4m- m+ xdF (x) + OxdF(x) - 2udF (x)|du

u

+¥ | +¥ +¥
= 0 O2xdF(X) - Q2udF(x)

m

du

+¥ ¥
=0 O2(x- u)dF(x)

m

du

+¥ %¥

(‘)g O2(x- u)du ng (x)
uem %)

+¥Eg

Og(‘)’Z(x- u)du ng(x)
u em %}

+¥&é _ zxué
= o5 2 R ()
& & 2 b

+

¥
N

8

= (x- u)2|;%1F(X)

RS

)

= O(x- m?*dF(x)

/

Tu do taco

+an (u)- Dgy (U)|du= :‘)(m- X)*dF (x) + +Z‘)(x— m)?dF (x)

=+&x- m?dF(x) =E(X - m)? =s 2

¥
Nhan xét. Binh |i trén khéng con dlng khi k>1.

6.KET LUAN

Huong sip t6i nghién ciru céc biéu thirc giai tich ciia ham phén tén bac k3 1 cho cac 16p
phan phoi kha phan vo han va phan phoi 6n dinh, tim cac trng dung trong cac dinh |y gi¢i han
dia phuong va dic biét latrong théng ké.
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binh ly 2 cua bai bao nay, mot dinh Iy dang Pithagore, dugc chirng minh cho bac 2, tuy
nhién co thé khao sat thém cho céc bac k >2.

THE DISPERSION FUNCTION- SOME PROPERTIESAND THE
CONVERGENCE IN SPACE Lk

To Anh Dung, Mai Trang Thanh
University of Natural Sciences, VNU-HCM

ABSTRACT: This paper presents some properties and gives the definition of K"
dispersion function and studies its convergence.

Key words: k™ dispersion function, convergence of sequence of dispersion functions,
distance between two dispersion functions.
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