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TÓM TẮT: Cho D là vành chia tâm F. Ta nói N là nhóm con của D với qui ước rằng N 
thực ra là nhóm con của nhóm nhân D* của  vành chia D. Bài này  xoay quanh giả thuyết sau 
đây được  N. I. Herstein đưa ra năm 1978 [2, Conjecture 3]:  Nếu N là nhóm con á chuẩn tắc 
(subnormal) căn trên F của D thì  N   nằm trong F. Trong bài báo nêu trên chính Herstein đã 
chứng minh giả thuyết  này đúng nếu N là nhóm con á chuẩn tắc hữu hạn của D. Tuy nhiên 
trong trường hợp tổng quát giả thuyết này vẫn chưa được giải quyết. Trong bài này, chúng tôi 
trình bày một số tính chất của nhóm con á chuẩn tắc trong vành chia nhằm cung cấp những 
thông tin cần thiết có thể đưa tới việc giải quyết giả thuyết nói trên. Nói riêng, giả thuyết được 
chúng tôi chứng minh là đúng cho những vành chia hữu hạn chiều địa phương trên tâm. 

Từ khóa: vành chia, căn, tâm, á chuẩn tắc.                                                                      

1.MỞ ĐẦU 

Cho D là vành chia tâm F. Ký hiệu { }* \ 0D D= là nhóm nhân của D, [ ]' : ,D D D=  là nhóm 

con hoán tử của *.D  Với S D⊆  là tập con  khác rỗng của D, ký hiệu [ ]F S  (tương ứng 

( )F S ) là vành con (tương ứng vành chia con) nhỏ nhất của D chứa F và S. Phần tử *a D∈  

được gọi là căn trên S nếu tồn tại số nguyên dương k sao cho .ka S∈ Tập con A D⊆  được gọi 
là căn trên S nếu mọi phần tử của A đều căn trên S. Vành chia D được gọi là hữu hạn chiều địa 
phương trên tâm nếu ( )F S  là hữu hạn chiều trên F đối với mọi tập con hữu hạn S. Ta ký hiệu 

{ }( ) : ,DC S x D xs sx s S= ∈ = ∀ ∈  và gọi nó là tâm hóa tử của tập S trong D. 
Cho F và K là hai trường, nếu F K⊂  thì ta nói K là mở rộng của F và ký hiệu là / .K F  

Chuẩn của K trên F được ký hiệu là /K FN . Cho G là một nhóm, ký hiệu ( )Z G  là tâm  của G. 
Nhóm con N của G được gọi là á chuẩn tắc nếu tồn tại dãy chuẩn tắc 1 tN G G G=< < K < . 

Định lý 1. Cho D là vành chia hữu hạn chiều địa phương trên tâm F và G là nhóm con á 
chuẩn tắc của *.D Khi đó, nếu G căn trên F thì nằm trong F.   

Chứng minh. Nếu D là trường thì không có gì cần chứng minh. Vậy, có thể giả sử D 
không giao hoán và  G là nhóm con á chuẩn tắc căn trên F.   Xét hai phần tử bất kỳ a, b  của G 
và đặt K=F(a, b).  Theo giả thiết K là không gian véc tơ hữu hạn chiều trên F, kéo theo K là 
vành chia hữu hạn tâm. Vì G á chuẩn tắc trong D* nên *G KI  á chuẩn tắc trong K*. Hơn 
nữa, do *G KI  căn trên F nên *G KI  căn trên tâm Z(K) của K. Theo [1 , Th. 1], 

*G KI ( )Z K⊆ , suy ra a và b giao hoán với nhau. Vậy G là nhóm aben. Áp dụng [4 , 14.4.4, 
p. 440], suy ra G F⊆ . 

Định lý 2. Cho D là vành chia tâm F và giả sử  N là nhóm con á chuẩn tắc của D* căn 
trên F. Khi đó ( ), ( ) / 1a N Gal F a F∀ ∈ = . 

Chứng minh. Xét phần tử .a N∈  Nếu a F∈ thì không có gì để chứng minh.  
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Giả sử a F∉ , ( )( ) / 1Gal F a F ≠ , và  1 ( ( ) / )Gal F a Fσ≠ ∈ .  Theo [3, Th.2, p.162],  tồn 

tại  *x D∈  sao cho 1( )a x axσ −= .  Do a căn trên F nên ( )( ) / .Gal F a F < ∞  Suy ra, tồn tại 

, 1t t∈ >¥  sao cho 1tσ = ,  dẫn  đến ( )ta aσ=  .t tx ax−=  Do đó a giao hoán với tx . Đặt 

( ) ( )1 1; .t t
D DD C x Z C x = =    Khi đó a và x đều nằm trong 1D . Hơn nữa,  từ ( ) 1

tF x Z⊆  ta có 

x và a đều căn trên 1Z . Mặt khác, do 1x ax−  ( )( ) ,a F aσ= ∈ nên tồn tại 

0 1, , ,..., mm Fα α α∈ ∈¥  sao cho ax =
0

m
i

i
i

x aα
=
∑  

0

m
i

i
i

xaα
=

=∑ . Do đó, vành chia 2 1( , )D Z a x=  là 

hữu hạn chiều trên tâm ( )2Z D . Do N á chuẩn tắc trong *D , nên tồn tại dãy chuẩn tắc 
*

1 1n nN N N N D−= =< < K < . Đặt 2 ( 1, )i iG N D i n= =I .  Khi đó 2nG G D= << . Rõ ràng G 
căn trên ( )2Z D , nên  theo Định lý 1, ( )2G Z D⊆ . Nhưng 2a N D G∈ =I , nên ( )2a Z D∈ , 
suy ra a  giao hoán với x , dẫn tới 1.σ =  Điều vô lý này kết thúc chứng minh. 

Hệ quả 1. Cho D là vành chia tâm F và giả sử  N là nhóm con á chuẩn tắc của D*  căn 
trên F. Nếu ( ), 1 ( ( ) )n aa N a n a∈ = ∈¥  thì .a F∈  

Chứng minh. Giả sử \a N F∈  và tồn tại số nguyên dương nhỏ nhất  k > 1 sao cho 
1.ka =  Khi đó ( ) /F a F  là mở rộng chuẩn tắc hữu hạn, do đó nhóm ( )( ) / 1Gal F a F ≠ .  Điều 

này mâu thuẫn với Định lý 2 , dẫn tới .a F∈  
Một chứng minh khác của Hệ quả 1 được trình bày trong [2]. 
Từ Hệ quả 1 ta suy ra ngay hệ quả sau: 
Hệ quả 2. Cho D là vành chia  tâm F, N là nhóm con á chuẩn tắc của D*. Nếu N là nhóm 

xoắn  thì N nằm trong F. 
Hệ quả 3. Cho D là vành chia  tâm F, N là nhóm con á chuẩn tắc của D*. Nếu N là nhóm 

xoắn và F hữu hạn  thì N là nhóm con cyclic nằm trong F. 
Chứng minh.Xét phần tử .a N∈  Khi đó tồn tại số nguyên dương k sao cho ka Fα= ∈ . 

Mặt khác do F hữu hạn nên có số nguyên dương m mà 1mα = , suy ra 1.kma =  Từ Hệ quả 1 ta 
có ,a F∈  dẫn tới .N F⊆  Do F hữu hạn nên N cũng hữu hạn. Hơn nữa, 0charF p= >  , kéo 
theo N là nhóm cyclic. 

Một kết quả cổ điển của Jacobson là: ``Cho D là vành chia và F là một trường con hữu 
hạn của D. Nếu D đại số trên F thì D giao hoán ”. Hệ quả sau là tổng quát hóa của kết quả 
này. 

Hệ quả 4. Cho D là vành chia, F là một trường con hữu hạn của D và N là nhóm con á 
chuẩn tắc của D*. Nếu N đại số trên F  thì N nằm trong tâm của D. 

Chứng minh. Lấy ,a N∈  do a đại số trên F nên [ ]( ) :F a F n= < ∞ với một số nguyên 

dương n nào đó. Do F hữu hạn nên F(a) cũng là trường hữu hạn. Đặc biệt *( )F a  là nhóm 
cyclic, do đó  a là phần tử xoắn, kéo theo N là nhóm xoắn. Áp dụng Hệ quả 2, suy ra N nằm 
trong tâm của D. 

Hệ quả 5. Cho D là vành chia tâm F và N là nhóm con á chuẩn tắc của *D căn trên F. Nếu 
1,a b ab− nằm trong N và a giao hoán với 1b ab−  thì a  giao hoán với b. 
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Chứng minh. Giả sử a không giao hoán với b. Khi đó 1 11 .a b ab Nα − −≠ = ∈  Vì  N  căn 
trên F  nên tồn tại số nguyên dương k > 1 sao cho ,ka F∈  suy ra 

( )1 1 1 1.
kk k ka b ab a b a bα − − − −= = =  Do ,Nα ∈ nên  theo Hệ quả 1 ta có ,Fα ∈  suy ra 

1 ( )a b ab a F aα−≠ = ∈ . Do đó đẳng cấu 1( )x b xbψ −=  trên ( )F a  là không tầm thường,  dẫn 
đến ( )( ) / 1Gal F a F ≠ , mâu thuẫn với Định lý 2.  Vậy a giao hoán với b. 

Hệ quả dưới đây được  suy ra trực tiếp từ Hệ quả 5: 
Hệ quả 6. Cho D là vành chia  tâm F. Giả sử  N là nhóm con chuẩn tắc của *D  căn trên F  

và .a N∈  Nếu a  giao hoán với 1b ab−  thì a  giao hoán với b.  
Định lý 3. Cho D là vành chia  tâm F và giả sử  N là nhóm con á chuẩn tắc của D* căn 

trên F. Nếu 2,a N a F∈ ∈  thì .a F∈  

Chứng minh. Giả sử ( ).a Z N∉  Khi đó tồn tại b N∈  sao cho 1 1 1x a b ab− −= ≠ . Từ 
2a F∈ ta có ( ) ( )

2 22 1 2 1 1 1a b a b b ab ax axax a xax x axa− − − −= = = = ⇒ = ⇒ = . Nếu 1x x−=  thì 
2 1x = , dẫn  đến 1.x = ±  Do 1x ≠  nên 1x = −  , suy ra 1b ab a− = − . Do đó tự đẳng cấu θ  trên 

D  cho bởi 1( ) ( )d b db d Dθ −= ∀ ∈  hạn chế xuống ( )F a  là tự đẳng cấu không tầm thường,  

dẫn đến ( )( ) / 1Gal F a F ≠ . Điều này mâu thuẫn với Định lý 2, suy ra 1 1 .x x axa N− −≠ = ∈  Lý 

luận tương tự như trên ta có ( )( ) / {1},Gal F x F ≠ hơn nữa x N∈  suy ra cũng mâu thuẫn. Do 

đó ( ).a Z N∈  Mặt khác *( )Z N D<< , nên theo  [4, Th. 14.4.4 p.440],  ( )Z N F⊆ , dẫn đến 
.a F∈  

Để bắt đầu với định lý tiếp theo, trước tiên ta xét bổ đề sau: 
Bổ đề 1. Cho D là vành chia tâm F đặc trưng p > 0. Nếu \a D F∈  và có số nguyên dương 

n > 0 sao cho 
npa F∈ thì tồn tại b D∈ sao cho 1 1 .aba b− = +  

Chứng minh. Xét D như là không gian vectơ trên F.  Định nghĩa toán tử tuyến tính ψ  

trên D cho bởi ( ) ( )x ax xa x Dψ = − ∀ ∈ .  Khi đó ( ) 0 .
n n np p px a x xaψ = − = Suy ra 0.

npψ =  
Lấy số nguyên dương t  lớn nhất thỏa 0,tψ ≠ và chọn x D∈  sao cho ( ) 0.t xψ ≠  Khi đó với 

1 1( ) ( )t tb x x aψ ψ− −=  ta có:   

( ) ( )
( )

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 ( ) ( ) ( ) ( )

1 .

t t t t t t t t

t t t t

b a x x a x x t a x x a x a

x t x x a a

ab ba a aba b

ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ

ψ ψ ψ ψ

− − − − − −

− − + −

−

 = − − − 

= − =

⇒ − = ⇒ = +

  

Định lý 4. Cho D là vành chia tâm F đặc trưng p > 0, và giả sử  N là nhóm con á chuẩn 
tắc của *D   căn trên F. Nếu a N∈  và có số nguyên dương t > 0 sao cho 

tpa F∈ thì .a F∈   
Chứng minh. Nhận xét rằng ta chỉ  cần chứng minh điều khẳng định  cho trường hợp  t=1 

là đủ. Vậy, giả sử pa F∈  và  a F∉ .Theo Bổ đề 1, tồn tại *b D∈  sao cho 1 1aba b− = + . Chú 
ý rằng với mọi số nguyên dương k ta có k ka ba b k− = + . Đặt 
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( )
1

1 1 1
0
( ); ( );

p

D
k

c k b D C c F Z D
−

=

= + = =∏ . Khi đó  cả  a và b đều nằm trong 1D . Mặt khác 

1
pa F F∈ ⊆ , b là nghiệm của phương trình [ ]

1

1
0
( )

p

k
k x c F X

−

=

+ − ∈∏  nên a, b cùng đại số trên 

1F . Từ mối quan hệ 1 1aba b− = + a ta có 1( , )F a b là vành chia hữu hạn chiều trên tâm. Đặt 

1 1( , ),N N F a b= I khi đó 1N  á chuần tắc trong *
1( , )F a b  và .a N∈ Áp dụng Định lý 2 ta có 

( )1( , ) ,a Z F a b∈ đặc biệt a giao hoán với b dẫn tới mâu thuẫn  với quan hệ 1 1aba b− = + . Suy 
ra .a F∈  

Hệ quả 7. Cho D là vành chia tâm F có đặc trưng p > 0 và  N là nhóm con á chuẩn tắc 
của *D   căn trên F. Nếu a N∈  và k là số nguyên dương nhỏ nhất sao cho ka F∈   thì  p 
không là ước của k. 

Chứng minh. Nếu a F∈ thì kết quả là hiển nhiên. Giả sử a F∉  và p là ước số của k. 

Khi đó ( ); , 1;rk p s s p s k= = < . Suy ra ( ) .
rpk sa a F= ∈  Theo Định lý 4 ta có ,sa F∈ nhưng 

điều này mâu thuẫn với tính nhỏ nhất của k. Vậy  p không là ước của k. 
Hệ quả 8. Cho D là vành chia tâm F  và  N là nhóm con á chuẩn tắc của *D  căn trên F. 

Khi đó mọi phần tử a N∈ đều  tách được trên F. 
Chứng minh. Lấy .a F∈  Nếu 0charF =  thì rõ ràng a tách được trên F. Bây giờ, giả sử 

0charF p= > và  k là số nguyên dương nhỏ nhất thỏa .ka F∈  Theo Hệ quả 7, k không là ước 
của p, suy ra a tách được trên F. 

Định lý 5. Cho D là vành chia  tâm F và N là nhóm con chuẩn tắc của *D  căn trên F. Khi 
đó, ,a N∀ ∈  đa thức tối tiểu của a trên F có dạng ( ) / ( )t

F a Fx N a− .Hơn nữa t  là một  số lẻ. 

Chứng minh. Không mất tính tổng quát ta có thể coi * .F N⊂  Lấy a N∈  và  gọi 

0
( )

t
i

i
i

f x xα
=

=∑  (1) là đa thức tối tiểu của a trên F. Theo định lý phân tích nhân tử 

Wedderburn, tồn tại *
1 2, , , tg g g D∈K  sao cho: 1 2( ) ( )( ) ( ) (2).tgg gf x x a x a x a= − − −K Ở đây 

1jg
j ja g ag−= . Cân bằng hệ số của (1) và (2) ta nhận được  1 2

( ) / ( ) .tgg g
F a FN a a a a= K Mặt 

khác, ta có:  

 [ ]{ } [ ]{ } [ ]{ }[ ]

[ ] [ ] [ ] [ ]

1 2

1 2

1 1 1
1 1 2 2

1 1 1 1 2 1 1 2 1 1
1 1 2 2

1 1 2 2 1
1 2 1

1 2 1

, , , ,

, , , , .

t

t t

gg g
t t

t t t t t
t t

t t t t t
t t

a a at
t t

a a a g ag g ag g ag

a a a g ag a a a g ag a a g ag

a a a g a a a g a a a g a a g

a a g a g a g a g
− −

− − −

− + − − − − + − − − + − −

− + − − + − −
−

−

=

=

=

=

K K

K

K

K

  

 

Đặt [ ] [ ]
1

1, ,
ta

a td a g a g
−

= K . Khi đó ( ) / ( ) (*)t
F a F aN a a d= . Suy ra  

( ) / ( ) ( ).t
a F a Fd N a a N F a−= ∈ I  Tác dụng ( ) /F a FN  lên  hai vế của (*) , ta nhận được: 

( ) ( )( ) / ( ) / ( ) / ( ) / ( ) / ( ) / ( ) /( ) ( ) ( ) 1.
tt t

F a F F a F F a F a F a F F a F F a F a F a F aN N a N a d N a N a N d N d    = ⇒ = ⇒ =        
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Gọi k  là số nguyên dương nhỏ nhất sao cho ka F∈ . Khi đó ( ) / ( )k tk k
F a F aN a a d= ,  suy ra 

.k
ad F∈  Từ ( ) / ( ) 1,F a FN d =  ta có ( ) / ( ) /1 ( ) ( ) .k k tk

F a F a F a F a aN d N d d= = =  Theo Hệ quả 1, 

.ad F∈  Do (*) nên đa thức 1
( ) / ( )t

F a F ax N a d −−  nhận a làm nghiệm. Nếu t là số chẵn  thì 

( )2
; (2, ) 1;

l
t ra a r r t= = < . Theo Định lý 3  ra F∈ , điều này mâu thuẫn với 

( )deg min( , ) ,a F t=  suy ra t là số lẻ. Từ tính duy nhất của đa thức tối tiểu ta có 1ad =  suy ra 

( ) /( ) ( ).t
F a Ff x x N a= −   

Hệ quả 9. Cho D là vành chia tâm F và N là nhóm con chuẩn tắc của *D  căn trên F. Khi 
đó,  nếu \a N F∈ thì với mọi  *Fα ∈ ta có .a Nα+ ∉  

Chứng minh. Giả sử tồn tại \a N F∈ và *Fα ∈ sao cho .a Nα + ∈  Khi đó, 
( ) ( )F a F a α= + , suy ra : deg min( , ) deg min( , )k a F a Fα= = + . Từ Định lý 5, ta có: 

 ( ) /min( , ) ( )k
F a Fa F x N a= −  và ( ) /min( , ) ( )k

F a Fa F x N aα α+ = − + . Suy ra  

( ) 1 2
( ) / ( ) / 2 0( ) ( ) 0( , 0, 2).k k k k

F a F F a F k ia N a a N a k a a F i kα α α β β β− −
−+ − + − + = + + + = ∈ = −K

Do đó đa thức 1 2
2 1 0

k k
kk x x xα β β β− −
−+ + +K  nhận a làm nghiệm  và có bậc là 1.k −  Điều 

này chỉ có thể xảy ra khi 0charF p= >  và | .p k  Nhưng theo Hệ quả 7 thì p không là ước của 
k điều này dẫn tới mâu thuẫn. Vậy .a Nα+ ∉  

Hệ quả 10. Cho D là vành chia tâm F và N là nhóm con chuẩn tắc của *D  căn trên F. Khi 
đó, nếu a, b là hai phần tử nằm trong N mà a b N+ ∈ thì tồn tại Fα ∈  sao cho .a bα=  

Chứng minh. Nếu a F∈  thì theo Hệ quả 9 ta có b F∈ . Khi đó 1ab Fα −= ∈  và 
.a bα= Vậy, giả sử  \ .a N F∈  Từ 1( 1)a b ab b N−+ = + ∈  ta có 1( 1)ab N− + ∈ . Áp dụng Hệ 

quả 9, suy ra 1: abα −=  *F∈  hay  
.a bα=  

Định lý 6. Cho D là vành chia  tâm F và N là nhóm con chuẩn tắc của D* căn trên F. Nếu 
3,a N a F∈ ∈  thì .a F∈  

Chứng minh. Nếu N là nhóm con chuẩn tắc căn trên F thì F*N cũng là nhóm con chuẩn 
tắc căn trên F. Do đó, không mất tính tổng quát ta có thể xem *F N⊂ . Nếu a F∈  hoặc 

2a F∈  thì theo Định lý 3 ta có .a F∈  Bây giờ, giả sử rằng a F∉ và 2a F∉ . Áp dụng  Định 
lý 5 ta có 3min( , ) ( )a F x Fα α= − ∈ . Theo Định lý phân tích nhân tử Wedderburn, tồn tại 

*
1 2,d d D∈  sao cho  

1 23 ( )( )( ).d dx x a x a x aα− = − − −  

Từ đó suy ra 1 2 0d da a a+ + = , dẫn đến 2da a+ 1 .da N= − ∈  Theo Hệ quả 10,  tồn tại 
Fβ ∈ sao cho 2 ,da aβ= suy ra a giao hoán với 1

2 2d ad− ,  dẫn tới a giao hoán với 2d  bởi Hệ 
quả 6. Tương tự ta có a giao hoán với 1d  , kéo theo  3a = 0. Do đó charF = 3. Áp dụng Định lý 
4 ta nhận được a F∈ , đây là điều mâu thuẫn. Vậy .a F∈   
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ON ONE OF HERSTEIN’S CONJECTURES 
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ABSTRACT: Let D be a division ring with the center F. We say that N is a subgroup of 
D with understanding that N is in fact a subgroup of the multiplicative group D* of  D. In this 
note we disscus the conjecture which was posed by Herstein in 1978 [2, Conjecture 3]: If N is 
a subnormal subgroup of D which is radical over F, then N is contained in F. In his paper, 
Herstein himself  showed that the conjecture is true if N is a finite subnormal subgroup of D. 
However, it is not proven for the general cases. In this note, we establish some properties of 
subnormal subgroups in division rings which could give some information in the direction of 
verifying this longstanding conjecture. In particular, it is shown that  the conjecture is true for 
locally centrally finite division rings. 

Keywords: division ring, radical, central, subnormal. 
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