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Abstract— We show first the definition of 
variational convergence of unifunctions and their 
basic variational properties. In the next section, we 
extend this variational convergence definition in case 
the functions which are defined on product two sets 
(bifunctions or bicomponent functions). We present 
the definition of variational convergence of 
bifunctions, icluding epi/hypo convergence, minsup-
lop convergnece and maxinf-lop convergence, defined 
on metric spaces. Its variational properties are also 
considered. In this paper, we concern on the 
properties of epi/hypo convergence to apply these 
results on optimization proplems in two last sections. 
Next we move on to the main results that are 
approximations of typical and important optimization 
related problems on metric space in terms of the types 
of variational convergence are equilibrium problems, 
and multiobjective optimization. When we applied to 
the finite dimensional case, some of our results 
improve known one. 
 

Index Terms— Variational convergence   
variational properties   saddle points   equilibrium 
problems   multiobjective optimization 
 

1 INTRODUCTION 

ariational convergence has been considered for 
half a century with many important 
applications because it preserves variational 

properties. This preservation means that, when a 
sequence of functions converges to a limit function, 
properties such as being infimum or supremum 
values, minimizers, maximizes, minsup or maxinf 
values, minsup-points, saddle points, etc, of these 
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functions are inherited by the limit functions. These 
objects have played important roles in variational 
analysis and optimization-related problems. Hence, 
variational convergence is vital for studying 
approximation, estimation, stability or sensitivity in 
these areas. For unicomponent functions 
(unifunctions, or simply, functions), the basic 
variational convergence is epi-convergence, which 
was introduced in [1-3]. For bicomponent functions 
(or simply, bifunctions), i.e., functions of two 
components, and one wants to minimize with 
respect to (wrt) one component and maximize wrt 
the other. The first variational convergence is 
epi/hypo convergence proposed in [4,5] and the 
second notion is lopside convergence defined in 
[6]. In [7,8] lopside convergence of finite-valued 
bifunctions defined on rectangles (i.e., product sets) 
was introduced and studied with applications in 
approximation/stability of variational problems. In 
[9,10] epi/hypo convergence of finite-valued 
bifunctions defined on rectangles was developed 
for the finite-dimensional case. For unifunctions the 
books [11,12] are prominent comprehensive 
references. Epi-convergence is used in [11,12,13] 
for scalar minimization, graphical convergence is 
applied in [11] for complementarity problems and 
in [14] for variational inequalities, and lop-
convergence is the tool in [15,9,10,16] for various 
models. Epi/hypo convergence is studied and 
applied in [17,18,10,19]. 

Regarding the notation, for a subset A  of a 
metric space X , int A  and bd A  stand for its 
interior and boundary, respectively. For a function 

}{:=:  RRX , liminf  and limsup  

designate the lower and upper limits of   as x  

tends to x . A function RR n:  is said to be 

lower (upper, resp) semicontinuous (abbreviated as 
lsc (usc, resp)), at x  if liminf )()( xxxx    

(limsup ))()( xxxx   . For a sequence of subsets 
kA  in X , the lower/inner limit and upper/outer 

limit are defined by 

},w|{:=L kkkk
k AxithxxXxAiminf   
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),a(|{:=L esubsequenckXxAimsup l
k

k   

}.w lklklk
Axithxx   

If  Liminf =k
k A   Limsup k

k A ,  one  says  that  kA  

tends  to  A   or  =A   Lim k
k A   (in  the  Painlevé-

Kuratowski  sense).  In  the  sequel  denote  the 
collection  of  the  finite-valued  unifunctions  by  fv-
fcn( X ),  and  we  sometimes  write  simply  li,  ls,  Li, 
Ls for liminf, limsup, Liminf, Limsup, resp. 

2 VARIATIONAL CONVERGENCE OF UNIFUNCTIONS 

In  this  section,  we  discuss  types  of  variational 
convergence  of  functions  in  fv-fcn( X )  and  their 
basic  variational  properties.  From  now  on  in  this 

paper,  let  XAAk ,   be  nonempty  and 

.:,}:{ RR  AA k
kk    

Definition 1  (Epi-convergence, [7])  k
k}{ , is 

called epi-convergent to  , denoted by  =  e-

lim k
k  or  

e
k   if the following conditions are 

satisfied 

(a) for all  xAx kk  , liminf )()( xxkk
k    when 

Ax  and  )( kk x  when  Ax ; 

(b)  for  all  Ax ,  there  exists  xAx kk    such 

that limsup ).()( xxkk
k    

  k
k}{   is  called  hypo-convergent  to   ,  denoted 

by  =  h-lim k
k  or  

h
k   if  k-  epi-converge to 

- .  

 
 

Proposition 1 Let  XAAk ,  be nonempty and 

RR  AA k
kk :,}:{  . 

 (i)  ([12],  Proposition  5.33)  Lim  phhp k
k g=g  

(i.e.,  k  graphically converge to   )  if and only if 

the following two conditions hold, for all  Ax , 

( )  for  all  xAx kk    there  exists  a 

subsequence  jk
x  such that  lim )(=)( xx jkjk

j  ; 

(  )  there  exists  xAx kk    such  that  

lim ).(=)( xxkk
k   

 (ii)  k  graphically converge to    if and only if 

they  both  epi-  and  hypo-converge  to     and 

lim AAk
k = . 

 (iii)  If  k
k}{   converges  continuously  to    

relative  to  sequence  AAk  ,  then  it  both  epi-  and 

hypo-converges  to   .  Proof    (ii)  Use  the 

characterization  by  conditions  ( )  and  (  )  in  (i) 

for  graphical  convergence.  (iii)  This  is  clear.          

W             
 In  the  rest  of  this  section,  we  recall  most 

important  variational  properties  of  epi-
convergence, see [7].  

Theorem 1  (Epi-convergence: basic property) 

Let   ,k  fv-fcn( X ) and  =   e-lim k . Then,  

).(i))(i(l xnfxnfimsup A
k

kAk    

Moreover, if  jk
x  is a minimizer of  jk

  for some 

subsequence  jjk }{   and  Axx jk
 ,  then  x   is  a 

minimizer of    and the minimal values tend to that 

of  .  

 The second part of Theorem 1 can be expressed 

equivalently as: if e-lim  =k
k  then  

.a)a(L  A
k

kAk rgminrgminimsupA   

It is easy to prove the extension that if  0]k  then  

  k
kimsupA (L -argmin .a)  A

k
kA

rgmin   

 
 To  guarantee  the  equality  in  this  relation  with 

the  full  Lim  instead  of  Limsup  and  also  the 
convergence  of  the  infimal  values,  we  need  the 
following tightness notion. 

 
Definition 2  (Tight epi-convergence) We say 

that a sequence  k
k}{  epi-converges tightly to   in 

fv-fcn )(X  if it epi-converges and, for all positive 

 , there exists a compact set  B  and an index  k  

such that, for all  kk  ,  

.ii 





k
kA

k
kAB

nfnf  

 

Theorem 2  (Convergence of infima) Let   ,k   

fv-fcn )(X ,  =   e-lim k
k  and  Anfi  be finite. 

Then, the epi-convergence is tight 

(i) if and only if   A
k

kA
nfnf ii  ; 

(ii) if and only if there exists a sequence  0]k  

such that  k
kimA L - argmin  rgmink a= . 

3 EPI/HYPO CONVERGENCE OF BICOMPONENT 

FUNCTIONS AND VARIATIONAL PROPERTIES 

We  investigate  XAA k , ,  ,, YBB k   

R kkk BA: , and  R BA:   
Definition 3  (Epi/hypo-convergence) 
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Bifunctions  k ,  Nk , in fv-biv )( YX   are called 

epi/hypo  convergent  (e/h-convergent)  to  a 
bifunction    fv-biv )( YX   if 

(a)  for all  By  and all  xAx kk  ,  there exists 

yBy kk    such  that  liminf ),(),( yxyx kkk
k    if 

Ax  or   ),( kkk yx  if  Ax ; 

(b) for all  Ax  and all  yBy kk  ,  there exists 

xAx kk    such  that  limsup ),(),( yxyx kkk
k    if 

By  or  - ),( kkk yx  if  By .  

 

We denote this convergence by  =  e/h-lim k
k  

or  
he

k
/

.  Note  that  if  the  functions  k   do  not 
depend  on  y ,  then  epi/hypo  convergence  reduces 

to  epi-convergence,  and  if  they  do  not  depend  on 
x ,  it  collapses  to  hypo-convergence.  However, 
note  that  epi/hypo  convergence  is  not  epi-

convergence of the  ),( yk    to  ),( y   for all  y  and 

hypo-convergence of the  ),(  xk  to  ),(  x  for all  x . 

This  is  a  sufficient  condition  for  e/h-convergence, 

but not necessary. Indeed,  k  in Example 1 below 
e/h-converge,  but  it  does  not  hold  that 

),(),( yy
e

k    for  all  By .  It  should  be  noticed 

also  that  the  definitions  of  epi/hypo  and  hypo/epi 
convergence are symmetric. Furthermore, hypo/epi 
convergence coincides with epi/hypo convergence, 
if we insist minimizing in  x  and maximizing in  y , 

changing  only  the  order  of  these  two  operations. 
(This  fact  was not  noted clearly  in  existing papers 
in  the  literature.)  To  see  that  this  symmetry  is  an 
important  feature  of  epi/hypo  convergence,  let  us 
recall the following. 

 
Definition 4  (Minsup-lop convergence, [7]) 

Bifunctions  k  fv-biv )( YX   are said to minsup-

lopside converge (minsup-lop converge) to    fv-
biv )( YX   if 

(a)  for  all  By   and  xAx kk  ,  there  exists 

yBy kk    such  that  liminf ),(),( yxyx kkk
k    if 

Ax  or   ),( kkk yx  if  Ax ; 

(b)  for  all  Ax ,  there  exists  xAx kk    such 

that,  for all  yBy kk  ,  limsup ),(),( yxyx kkk
k   

if  By  or  - ),( kkk yx  if  By . 

 
 
Observe  that  Definition  4  is  nonsymmetric:  the 

following maxinf-lop convergence is different from 
minsup-lop convergence: 

(a)  for  all  Ax   and  yBy kk  ,  there  exists 

xAx kk    such  that  limsup ),(),( yxyx kkk
k    if 

By  or  - ),( kkk yx  if  By ; 

(b)  for  all  By ,  there  exists  yBy kk    such 

that,  for  all  xAx kk  ,  liminf ),(),( yxyx kkk
k   

if  Ax  or   ),( kkk yx  if  Ax . 

 Lopside  convergence  clearly  implies  e/h-
convergence.  Indeed,  condition  (a)  of  the 
definitions  are  the  same  whereas  condition  (b)  of 
lop-convergence  is  clearly  stronger  than  (b)  of 
epi/hypo convergence. To see  this, simply observe 
that,  if  for  all  Cx   one  can  find  a  common 

sequence  N k
kk Ax }{   such  that 

limsup ),(),( yxyx kkk
k    or  - ),( kkk yx  

depending  on  y   belonging  or  not  to  B   as  lop-

convergence  requires,  then  certainly  (b)  for 
epi/hypo  convergence  is  satisfied,  since  one  can 

even choose such a sequence  xxk    to depend on 

yyk  .  However,  the  converse  does  not  hold  as 

shown by the following. 
 

Example 1  Let  ,1][1/== kBA kk ,  [0,1]== BA , 

and  












.=a),(i0

,a),(i1
=),(

yxndBAyxf

yxndBAyxf
yx

kk

kk
k  

Then,  










.=a[0,1]),(i0

,a[0,1]),(i1
=),(

yxndyxf

yxndyxf
yx  

Clearly  
he

k
/

.  We  show  that  condition  (b)  of 
Definition 4 of minsup-lop convergence is violated. 

For  0=x   and  any  xAx kk  ,  we  take  0=y   and 

0 kk By   such  that  kk xy    for  all  k .  Then, 

limsup ),(=0>1=),( yxyx kkk
k  .  

 
 Remark 1 
(i)  It  is  clear  that  continuous  convergence  of 

bifunctions  R kkk BA:),(   relative  to  the 

sequence  BABA kk    implies  all  kinds  of  e/h-, 
minsup-lop  and  maxinf-lop  convergence.  (We 
know  already  in  Section  2  that  continuous 
convergence  implies  also  both  epi-  and  hypo-

convergence  of  ),( k .)  So,  continuous 

convergence  is a variational convergence  too. But, 
this convergence  is very strong and hence difficult 
to be satisfied. 

(ii) Limits of an e/h-convergent sequence are not 
unique.  The  limits  form  a  class  of  bifunctions, 
called  an  e/h-equivalence  class  ;  see  e.g.,  [9]. 
However, as we will see below,  fortunately almost 
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all  variational  properties  are  the  same  for  all  the 
limit bifunctions in an equivalence class. 

(iii)  In  [9],  characterizations of  e/h-convergence 
and  lop-convergence  of  finite-valued  bifunctions 
were  established.  In  particular,  [9,  Theorem  3] 
asserted  the equivalence of  the e/h-convergence of 
a sequence of finite-valued bifunctions and the e/h-
convergence of the corresponding proper extended-
real-valued bifunctions. 

 Naturally expected variational properties of e/h-
convergence  are  those  related  to  saddle  points, 
since  this  convergence  is  symmetric.  Recall  that  a 
point  BAyx ),(  is said to be a saddle point of    

fv-biv )( YX  ,  denoted  by   dlyx s),( ,  if,  for  all 

Ax  and  By ,  
),,(),(),( yxyxyx   

or  equivalently,  ),(),( yxyx    for  all 

BAyx ),( . 

In  applications,  approximate  saddle points often 
exist  even  when  saddle  points  do  not.  Hence,  we 
will  prove  the  following  convergence  of 
approximate  saddle  points.  The  convergence  of 
saddle points will follows immediately. Recall that, 
for a nonegative   , a point  BAyx ),(  is said to be 

an   -saddle point of    fv-biv )( YX  , denoted by 

),( yx -sdl  , if, for all  Ax  and  By ,  
,),(),(),(  - yxyxyx  

or  equivalently,   - ),(),( yxyx   for  all 

BAyx ),( . 

Let  us  define  the  sup-projection  and  inf-
projection  of  a  bifunction     fv-biv )( YX    by, 

resp,  
,.).(i:=(.)),(.,s:=(.) xnfyup AxBy    

We  have  the  following  simple  relation  between 
approximate solutions. 

 
Proposition 2 Let     fv-biv )( YX   and    and 

  be its sup-projection and inf-projection, 

respectively. 
 (i) If  ),( yx - sdl  , then  2x - argmin )(  and 

2y - argmax )( . 

 (ii)  If  x -  argmin )(   and  y -  argmax )( , 

then  
),(),()( xyxy    

 
.),(supinf),(),(infsup  - 






yxyxyx By
Ax

Ax
By

 

Therefore, if   has a saddle point  )~,~( yx , then  

.)~,(),(),~(  - yxyxyx  

 
   Proof  (i) We have  

 


),(=),(sup=)( yxyxx
By

 

 
.2)(inf=2),(supinf2),(inf=  


xyxyx

AxByAxAx
 

The  corresponding  property  of     is  checked 

similarly, (ii) It is clear that  
.),(infsup)(),(  -



yxyyx
AxBy

 

The  two  right  inequalities  are  proved  similarly. 
Finally, if   dlyx s)~,~( , then  

.)~,()~,~(),()~,~(),~(  -- yxyxyxyxyx

 
        

In  the  remaining  part  of  this  section,  we 
investigate  variational  properties  of  an  arbitrary 
e/h-limit under some additional conditions. We will 
see  that  all  the  e/h-limits  in  an  equivalence  class 
share many common properties. This fact should be 
highlighted,  since  in  many  applications  it  helps  to 
avoid dealing with whole equivalence classes.  

Theorem 3 (Convergence of approximate saddle 

points) Let a sequence  k
k}{  e/h-converge to   in  

fv-biv )( YX  ,  0 ]k  and, for all  Nk , 
kkk yx ),( - sdl k . Let  BAyx ),(  be a cluster 

point of this sequence of approximate saddle 

points, say  ),(lim=),( kk
k yxyx  for some 

subsequence  NN . Then,  ),( yx  is an   -saddle 

point of   and  

).,(l=),( kkk
k yximyx   

 
  Proof    We  can  assume  that  actually 

),(),( yxyx kk  .  Pick  any  BAyx ),( .  Any 

sequences  xAx kk   and  yBy kk   satisfy  

.),(),(),( kkkkkkkkkkk yxyxyx  -  

These inequalities imply that  

)),((lsup
}{

kkkk
kykBky

yximinf -


 

),(l),(l kkk
k

kkk
k yximsupyximinf   

),),((li
}{

kkkk
kxkAkx

yximsupnf 


 

 By the definition of e/h-convergence, one has  

)),((ls),(
}{

kkkk
kykBky

yximinfupyx  --


 

.),()),((li
}{

 


yxyximsupnf kkkk
kxkAkx

 

 These  inequalities  mean  that  ),( yx   is  an   -

saddle  point  of   .  To  see  that 

),(lim=),( kkk
k yxyx  , simply observe that the e/h-

convergence  and  xx k    ensure  the  existence  of  a 

sequence  yBy kk   satisfying  

  ),(liminf),( kkk
k yxyx   

)),((l kkkk
k yximinf    ),,(l= kkk

k yximinf    
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 where  the  second  inequality  follows  from  the 
approximate saddle point inequalities. With the role 
played  by  the  x -variable  and  the  y -variable 

reversed, a similar argument gives  

).,(limsup),( kkk

k

yxyx 


 

  Clearly,  by  taking  0k   in  the  preceding 
statement,  we  obtain  the  following  basic  result  on 
convergence of saddle points.  

Theorem 4 (Convergence of saddle points) Let a 

sequence  k
k}{  e/h-converge to   in  fv-

biv )( YX   and  ),( kk yx  be a saddle point of  k  for 

all  Nk . Let  BAyx ),(  be a cluster point of this 

sequence of saddle points, say  ),(lim=),( kk
k yxyx  

for some subsequence  NN . Then,  ),( yx  is a 

saddle point of   and  

).,(l=),( kkk
k yximyx   

 
Observe that, in the above two theorems, neither 

convex-concave  conditions,  nor  continuity,  nor 
compactness, nor even closedness are imposed. We 
assume  only  epi/hypo  convergence.  So,  this 
convergence  is  a  very  suitable  notion  for 
considering saddle (or approximate saddle) points. 

Theorem  3  can  be  restated  as  follows,  for  the 

case  0= .  If  k   e/h-converges  to     and  0]k , 

then  

  k
kimsupBA (L)(  -sdl .s)  dlk   

 
 To  have  equality  with  the  full  Lim  instead  of 

Limsup in the above relation, i.e., to have also  

  k
kiminfBA (L)(  -sdl ,s)  dlk   

 
 we  propose  new  notions  of  tightness  in 

Definition  5  below.  Note  that  these  tightness 
definitions reflect the symmetric roles of  x  and  y  

in  the  symmetric  e/h-convergence  (cf.  discussions 
after  Definition  3).  They  are  different  from  the 
known  notions  of  tightness  in  [7]  which  are 
nonsymmetric. 

 
Definition 5  

(i)  ( x -ancillary  tightness)  k   is  called  to  e/h-

converge  x -ancillary  tightly  to     in  fv-biv )( YX   

if  (a)  of  Definition  3  and  the  following  condition 
are satisfied: 

(b’-t) for all  Ax , there is  xAx kk   such that 

h-lim ),(=),(  xxkk
k  and  ).()( xxkk    

(ii)  ( y -ancillary  tightness)  k   is  said  to  e/h-

converge  y -ancillary tightly  to     in fv-biv )( YX   

if (b) of Definition 3 is fulfilled together with 

(a’-t) for all  By , there is  yBy kk   such that 

e-lim ),(=),( yykk
k   and  )()( yykk   . 

(iii)  (tightness)  If  both  (b’-t)  and  (a’-t)  are 

satisfied,  k   is  called  to  e/h-converge  (fully) 
tightly to   .  
 

Theorem 5  (Convergence of approximate 
saddle points to any given saddle point) Suppose 

that  k  e/h-converges (fully) tightly to    in  fv-
biv )( YX  . Then, the following statements hold. 

 (i)  sdl  (L0> kiminf - sdl ).k  

(ii)  Therefore,  for  each  0]k ,   dlyx s),(   and 

large  k ,  there  exists  kkk yx ),( -  sdl k   such  that 

),(),( yxyx kk  , i.e.,  

  

  k
kiminfBA (L)(  - sdl .s)  dlk   

  
  Proof    (i)  For  each   dlyx s),( ,  the  tightness 

ensures  the  existence  of  xAx kk    and 

yBy kk   such that  

),()(),,(=),(h xxxxlim kkkk
k  -   (1) 

).()(),,(=),( yyyylime kkkk
k  -   (2) 

 It  suffices  to  show  that,  for  all  positive     and 
large  k ,  

,),(sup),( -



yxyx kk

kBy

kkk   (3) 

.),(inf),( 



kk

kAx

kkk yxyx   (4) 

 Suppose  to  the  contrary  to  (3)  that  there  is  0  

and a subsequence  jk  such that  

.),(sup<),( 0-



yxyx jkjk

jk
By

jkjkjk
 

Taking  liminf  on  both  sides,  (1)  and  (2)  imply 
that  

,),(sup),(liminf),( 0-


yxyxyx
By

jkjkjk

j
 

which is impossible since   dlyx s),( . Inequality 

(4) is similarly proved. (ii) Given  0]  and a fixed 

 ,  by  (i)  one  has  a  sequence   ),( kk yx -sdl k  

converging  to  ),( yx . Using  the diagonal  technique 

we  obtain  the  required  sequence  ),( k
k

k
k yx   and 

complete the proof.                      
 

Example 2 Let  xk yyx =),(  on  2[0,1]  for all 

Nk , with the convention that  1=00 . In Example 2 
of [9], it was computed that all the bifunctions  
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



 


(0,0),=y)if(x,

{(0,0)},\[0,1]y)if(x,
=),(

2

a

y
yx

x

a  

for  any  [0,1]a ,  are  e/h-limits  of  the  sequence 

}{ k , i.e., they form the e/h-equivalence class. It is 

easy  to  check  that  e/h-lim a
k

k  =   fully  tightly. 

Evidently,  each  point  in  1}0|,1){(  xx   is  a  saddle 

point  of  all  k   and  a   for  all  Nk   and  [0,1]a . 

So, the saddle points are preserved under tight e/h-
convergence and the saddle points are the same for 
all limits in the e/h-equivalence class. 

4 APPROXIMATIONS OF EQUILIBRIUM PROBLEMS 

Consider the following equilibrium problem 
(EP) find  Ax  such that  0),(  yx  for all  By , 

 where  YXBA    and  R BA: .  The  (EP) 
was shown to be a genuine generalization of many 
optimization-related  problems  in  [20],  by  pointing 
out  particular  (EP)  model  which  do  not  fit  the 
framework  of  variational  inequalities,  which  are 
also general but are special cases of (EP). Note that, 
in  fact,  we  have  not  seen  papers  arguing  if  a 
solution of (EP) may be really a physical/technical 
equilibrium  point  or  not.  But,  the  economical  and 
social  meaning  of  “equilibrium"  has  been 
confirmed  by  many  considerations  of  practical 
problems  like  traffic  networks,  non-cooperative 
games, etc. 

Assume  that  for  (EP)  we  have  a  sequence  of 

approximating  problems  (EP k )  with 

R kkk BA: .  Denote  the  solution  set  of  (EP) 

((EP k ), resp) by S (S k , resp). 
 

Proposition 3 If  e/h-lim  =k
k  or  e-

lim  =k
k , then  

,SSL)(  k
kimsupBA  

i.e.,  any  cluster  point  in  BA   of  a  sequence  of 

solutions of problems  (EP k ) is a solution of  (EP).  

   Proof    Let  Ax Limsup k   S k ,  i.e.,  there 

exists  a  sequence  }{ jk
x   in  S jk

  converging  to  x . 

For any (fixed)  By , by (a) of Definition 3,  there 

is a sequence  j
jk

y }{  in  jk
B  converging to  y  such 

that  liminf ),(),( yxyx jkjkjk

j  .  Since 

0),(  yxjk
 for all  j  and  jk

By ,  0),(  jkjkjk
yx  

for all  j  and hence liminf 0),(  jkjkjk

jk yx . Thus, 

0),(  yx   for any  By ,  i.e.,  x   is  in S. The proof 

for  the  case  where  k   epi-converges  is  similar.          
W             

The  above  assertion  improves  Theorem  6.11  of 
[21], where the e/h-convergence is replaced by the 
stronger minsup-lop convergence, and it is assumed 

further that  kk BABA =,=  are closed,  BABA kk   

and   ,k   are  lsc-usc  for  the  case  of  minsup-lop 

convergence and lsc for the epi-convergence case. 
The above statement can be extended to the case 

of  approximate  solutions  as  follows.  Let  RX:  

be  continuous  such  that  0>)(x   if  0x .  Consider 

(EP)  with  nm =   and  BA = .  Following  Definition 
7.1  in  [21],  for  0 ,  a  point  Ax   is  called  an 

),(  -approximate  solution  of  (EP)  if 

)(),( yxyx -   for all  Ay . Denote the set of all 

),(  -approximate solutions of (EP) by S  , . 

 

Proposition 4 If  0 ]k  and  e/h-lim  =k
k  or  

e-lim  =k
k , then  

,SSL)( ,
,



 k

kkimsupBA  

i.e.,  any  cluster  point  in  BA   of  a  sequence  of 

),(  k -solutions  of  problems    (EP k )  is  an  ),(  -

solution of problem  (EP).  
 
 The proof is similar to that of Proposition 3.           
We  consider  also  the  dual  equilibrium problem, 

introduced in [22], 
(DEP)  find  By   such  that  0),(  yx   for  all 

Ax . 
Observe  that  (EP)  and  (DEP)  are  dual  to  each 

other,  i.e.,  the  dual  of  (DEP)  is  just  (EP).  To  see 
clearer the essence of duality of these problems, we 
reformulate them as 

(EP) find  Ax  solving min Ax sup 0),(  yxBy , 

(DEP)  find  By   solving 

max By inf 0),(  yxAx . 

 We have the following evident assertion, which 
is  stronger  than  corresponding  statements  in  many 
other duality schemes:  x   is a solution of (EP) and 

also  y   is  that  of  (DEP)  if  and  only  if  ),( yx   is  a 

saddle  point  of     in  BA   and  0=),( yx .  Hence, 

we  have  zero  duality  gap  for  any  couple  of 
solutions  yx ,   of  (EP)  and  (DEP),  resp.  Similarly, 

 ,x   is  an  ),(  -approximate  solution  of  (EP)  and 

 ,y  is that of (DEP) if and only if  ),( ,,  yx  is an 

),(  -approximate  saddle  point  of     in  BA   and 

)(),()( yxyxyx ---  . Here, we naturally call 

),( ,,  yx  an  ),(  -approximate saddle point of    

if  
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)(),()(),( ,,,,   yxyxyxyx ---  

for all  BAyx ),( . 

Suppose  that  (EP)  and  (DEP)  have  the 

approximating  problems,  called  (EP k )  and 

(DEP k ),  are  stated  in  terms  of  k   and  kA ,  kB  
instead  of     and  A ,  B .  The  following 
approximation  result  is  an  immediate  consequence 
of Theorems 3 and 4. 

 

Proposition 5 Let e/h-lim  =k
k . 

(i) If  0 ]k  and  k
k

x
 ,

 and  k
k

y
 ,

 are an  ),(  k -

approximate  solution of  (EP k )  and  (DEP k ),  resp, 
then  the  two  components  of  any  cluster  point 

),( ,,  yx   in  BA  of  the  sequence  )},{(
,,

k
k

k
k

yx


 

are  an  ),(  -approximate  solution  of  (EP)  and 

(DEP), resp, and one has  

.),(l=),(
,,

,, 


 - k
k

k
k

k
k yximyx  

(ii)  In particular,  for  0=   (i)  becomes:  if  k
k

x
 ,

 

and  k
k

y
 ,

  are  an  ),(  k -approximate  solution  of 

(EP k ) and (DEP k ), resp, then the two components 
of any cluster point  ),( yx   in  BA  of the sequence 

)},{(
,,

k
k

k
k

yx


  are  a  solution  of  (EP)  and  (DEP), 

resp, and one has  

).,(l=),(
,,

k
k

k
k

k
k yximyx


  

 
Denote  the  set  of  the  solutions  (the  ),(  -

approximate  solutions,  resp)  of  (DEP)  by  DS 
(DS  , ,  resp).  Proposition  5  (ii)  can  be  rephrased 

as follows: if  0]k  then  

.DS)DS(L)(
,,

SSimsupBA k
k

k
kk 


 

To have equality and with the “full" Lim instead 
of Limsup, i.e., to have additionally  

,DS)DS(L)(
,,

SSiminfBA k
k

k
kk 


 

we  impose  tightness  conditions  and  apply 
Theorem 5 to obtain the following. 

 

Proposition 6 If  k  e/h-converges fully tightly 

to    and  0]k , then  

.DS=)DS(L)(
,,

SSimBA k
k

k
kk 


 

5 APPROXIMATIONS OF MULTIOBJECTIVE 

OPTIMIZATION 

As  aforementioned,  it  is  well-known  that 
equilibrium  models  encompass  most  of 
optimization-related  problems.  However,  in  this 
paper  we  restrict  ourselves  to  the  particular 
equilibrium problem (EP), which is a single-valued 
and  scalar  problem.  So,  in  principle,  it  contains 
only  single-valued  and  scalar  optimization-related 
models. But, we can apply Propositions 3-6 for our  
scalar  problem  (EP)  to  the  following  
multiobjective  minimization  problem.  Let 

R XAm :,...,1   and  mR  be ordered partially by 

m
R . Our multiobjective minimization problem is 

 

.fi)()(..s)( AyallorntyxtAxfindOP m - R  

Such a  x  is called a weak minimizer (or weakly 

efficient point) of    on  A . We can convert (OP) to 

a special case of (EP) by setting, see, e.g., [20],  
)).()((m=),( 1 yxinyx iimi  -    (5) 

 Indeed,  taking  AB = ,  we  have  the  three 
equivalent assertions, for all  Ay ,  

0)()(,t0),( - yxiexistshereyx ii   

.i)()( mntyx - R  

The dual to (OP) according to the duality scheme 
for  (EP),  i.e.,  problem  (DEP)  for 

)),()((m=),( 1 yxinyx iimi  -   is 

 (DOP) find  y      such that  0)()( - yx ii   for all 

Ax ,  mi 1,...,= , 

Such  a  solution  y   is  called  a  strong/ideal 

minimizer  (or  a  strongly  efficient  point)  of     on 

A . This duality scheme is different from the known 
ones  for  multiobjective  minimization,  where  the 
dual for a minimization problem is a maximization 
problem.  From  the  definition  of  (OP)  and  (DOP), 
we see that  yx ,  are a solution of (OP) and (DOP), 

resp, if and only if 

)}.)(())i(\)(()(|{ mmm yntxxXxA  - RRR   

By  substituting  x   and  y   in  this  inclusion,  we 

obtain  - )()( yx ii    bd m
R .  Furthermore,  y   must 

be  unique,  but  x   not.  Thus,  we  have  a  simple 

geometric  explanation  in  the  objective  space  mR  
for (OP) and (DOP). 

Now  we  are  interested  in  approximations  of 
these  two  dual-to-each-other  problems. 
Corresponding  to  the  notion  of  ),(  -approximate 

solutions  for  (EP)  and  (DEP),  we  define  ),(  -

approximate  solutions  for  (OP)  and  (DOP)  as 

follows. With  me R(1,...,1):= , if  

Ayallornteyxyx m ---  f,i)()()( ,, R   
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),r,f,)()()(( ,, espAxalloreyxyx m -- R   

then   ,x   (  ,y ,  resp)  is  called  an  ),(  -

approximate  weak  minimizer  (an  ),(  -

approximate strong minimizer, resp) of    on  A . In 

fact, a  little more general notion called an   -quasi 
minimizer  was  already  defined  in  [24]  for 
multiobjective optimization. Here, we formulate the 
above two  ),(  -approximate solutions as a special 

case  of  the  corresponding definitions  for  (EP)  and 
(DEP) and pay attention also on their duality. 

To  state  consequences  of  Propositions  2-5  in 
terms  of  the  data  of  (OP),  we  need  the  following 
definition.  

 
 
 
Definition 6  

(i)  A  sequence  of  m   functions  k
k
m

k },...,{ 1  , 

defined on  kA , in fv-fcn )(X  is called to uniformly 

epi-converge  to  m   limits  m ,...,1 ,  resp,  if 

Definition  1  (iii)  is  satisfied  for  all  i
k
i  ,   and  i , 

with  the sequence  kx   in  (b) being common  for all 
mi 1 .  The  definition  of  uniform  hypo-

convergence is similar. 

(ii)  A  sequence  of  m   functions  k
k
m

k },...,{ 1  , 

defined  on  kA ,  in  fv-fcn )(X   is  said  to  converge 

uniformly graphically to  m  limits  m ,...,1 , resp, if 

they all graphically converge and the condition (  ) 

in  Proposition  1  (i)  is  satisfied  with  the  sequence 
kx  being common for all  mi 1 .  
 
(Note that, in [21] and [23], there was already the 

notion defined in Definition 6(i), but for the special 

case where  AAk   and these sets are convex.) We 
have  a  relation  between  Definition  6  and  the 

convergence  of  k   defined  by  the  rule  (5)  as 
follows. For  the  sake of completeness, we provide 
also  a  proof of  part  (i), which  is  similar  to  that  of 
part  (a)  of  Proposition  5.2  in  [21],  but  we  do  not 

assume that  AAk ,  are convex and  AAk  . 

 

Lemma 1  (i) If  k
m

k  ,...,1  uniformly epi-converge 

to  m ,...,1 , then  k  defined by the rule (5) e/h-

converges to  . 

(ii) If  k
m

k  ,...,1  uniformly graphically converge to 

m ,...,1 ,  then  k   defined  by  the  rule  (5)  epi-

converges to    and  AAk  .  
   Proof  (i) We check first (a) in Definition 3 (of 

e/h-convergence). For any  xAx kk  , Definition 6 

(i)(a) gives, for all  i , liminf )()( xx i
kk

ik    if  Ax . 

By  Definition  6  (i)(b),  for  all  Ay ,  there  exists 

yAy kk    such  that  limsup )()( yy i
kk

ik     for  all 

i .  Hence,  for  all  i , 

liminf )()())()(( yxyx ii
kk

i
kk

ik  -- .  On  the  other 

hand, by the definition of  k , for all  k , there is  ki  

such that  )()(=),( k

ki
k

ki
kkk yxyx  - . Since the set 

of  indices  i   is  finite  (consisting  of  m   elements), 
there  exists  an  index  0i   such  that 

)()(=),(
00

k
i

k
i

kkk yxyx  -   for  all  k   (in  a 

subsequence of  N ). Therefore,  

))()((l=),(l
00

kk
i

kk
ik

kkk
k yximinfyximinf  -  

).,()()(
00

yxyx ii -   

If  Ax ,  )( kk
i x   for  all  i ,  and  hence 

 ),( kkk yx .  Thus,  (a)  of  Definition  3  is 

checked.  Now  consider  (b).  For  all  Ax   and  all 

yAy kk  ,  (i)(a)  of  Definition  6  yields 

liminf )()( yy i
kk

ik     for  all  i   if  Ay ,  and  (i)(b) 

gives  xax kk   with limsup )()( xx i
kk

ik    for all 

i . Consequently, for all  i , 

))()((l),(l kk
i

kk
ik

kkk
k yximsupyximsup  -  

  ).()( yx ii  -   Consequently, 

limsup ),(),( yxyx kkk
k  .  If  Ay ,  )( kk

i y  

for all  i , which implies that  - ),( kkk yx . Thus, 

Definition  3  is  verified  completely.  (ii)  By 

Proposition  1  (ii),  k
m

k  ,...,1   both  epi-  and  hypo-

converge  uniformly  to  m ,...,1 ,  and  AAk  .  We 

check first condition (a) for the epi-convergence of 
k .  For  all  ),(),( yxAAyx kkkk    and  indices  i , 

we  have  both  liminf )()( xxkk
ik     and 

limsup )()( yykk
ik   .  Since  the  number  m   of 

indices  is  finite,  there  is  an  index  0i   such  that 

)()(=),(
00

kk
i

kk
i

kkk yxyx  -   for  all  k   up  to 

subsequences of  N . Hence,  

))()((l=),(l
00

kk
i

kk
ik

kkk
k yximinfyximinf  -  

).,()()(
00

yxyx ii -   

Consider  now  condition  (b).  By  the  uniform 
convergence  (given  by  (ii)),  for  all  AAyx ),( , 

there exists  ),(),( yxyx kk   such that, for all indices 

i , 

  ))()((l),(l kk
i

kk
ik

kkk
k yximsupyximsup  -  



TẠP CHÍ PHÁT TRIỂN KH&CN, TẬP 20, SỐ K2-2017 
 

115

  )()( yx ii  -   and  then 

limsup ),(),( yxyx kkk
k  .                  

Denote the set of the weak minimizers and  ),(  -

approximate  weak  minimizers  of     on  C   by 

WE( C, )  and  WE ),(, A .  We  have  clearly  the 

following  consequence  of  Proposition  3  for 
stability of (OP). 

 

Proposition 7 If   ]k  and  k
m

k  ,...,1  uniformly 

epi-converge to  m ,...,1 , then  

),,(W),(WL ,
,

AEAEimsupA kkk
kk  


  

i.e.,  any  cluster  point  in  A   of  a  sequence  of 

),(  k -approximate  solutions  of  problems    (OP k ) 

is an  ),(  -approximate solution of problem  (OP). 
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Tóm tắt - Trước hết chúng tôi trình bày về hội 
tụ biến phân của hàm một thành phần và tính 
chất cơ bản của hội tụ này. Trong phần tiếp 
theo, chúng tôi mở rộng hội tụ biến phân cho 
hàm có miền là tích của hai tập, ta gọi là song 
hàm (hàm hai thành phần). Chúng tôi đưa ra 
định nghĩa hội tụ biến phân của song hàm xác 
định trên không gian metric gồm hội tụ 
epi/hypo, hội tụ minsup-lop và hội tụ maxinf-
lop. Tính chất biến phân của hội tụ này cũng 
được xét đến ở đây. Chuyển qua nội dung chính, 
chúng tôi xét xấp xỉ của một số bài toán liên qua 
đến tối ưu hóa quan trọng và điển hình: bài toán 
cân bằng và bài toán tối ưu nhiều mục tiêu. Khi 
áp dụng vào trường hợp đặc biệt là các bài toán 
tương ứng trong không gian hữu hạn chiều, một 
số kết quả của chúng tôi cũng cải tiến và làm sâu 
thêm các kết quả tương ứng đã có trước. 
 

Từ khóa - Hội tụ biến phân, tính chất biến phân, 
điểm yên ngựa, bài toán cân bằng, tối ưu đa mục tiêu 

Xấp xỉ các bài toán biến phân  theo kiểu hội tụ 
biến phân 

Huỳnh Thị Hồng Diễm 


