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 Trường Đại học Khoa học Tự Nhiên, ĐHQG –HCM 

1.MỞ ĐẦU 
Gần đây, việc nghiên cứu phương trình vi phân mờ (fuzzy differential equation FDE) dạng 
 
                  =HD x( t ) f( t , x( t )) , (1.1)            

trong đó             +
 = ∈ ∈ ∈ = ⊂ 

n nx( t ) x E ,x( t ) E ,t t ,T I R0 0 0 , × →n nf : I E E  và 

phương trình vi phân tập (set differential equation SDE) dạng  
               =HD X( t ) F( t , X ( t )) , (1.2)              

Trong đó 
[ ] += ∈ ∈ ∈ = ⊂n n

c cX( t ) X K ( R ), X( t ) K ( R ), t t ,T I R0 0 0 , 

× →n n
c cF : I K ( R ) K ( R ) đã thu hút sự chú ý của nhiều nhà toán học.  

Giáo sư Lakshmikantham V. và các tác giả khác đã đạt được một số kết quả quan trọng về sự tồn 
tại nghiệm, so sánh nghiệm… của FDE và SDE. Hai dạng phương trình này có mối liên hệ với 
nhau. Tham khảo [4, 5]. 

Thời gian gần đây chúng tôi đã nghiên cứu và có một số kết quả về phương trình vi phân điều 
khiển mờ (fuzzy control differential equation FCDE) dạng  

=HD x( t ) f( t , x( t ),u( t )) , (1.3)             

trong đó 

+
 = ∈ ∈ ∈ ∈ = ⊂ 

n n px( t ) x E ,x( t ) E ,u( t ) E ,t t ,T I R0 0 0 , × × →n p nf : I E E E  và 

phương trình vi phân điều khiển tập (set control differential equation SCDE) dạng  
=HD X( t ) F( t , X ( t ),U( t )) , (1.4)              

trong đó  
[ ] += ∈ ∈ ∈ ∈ = ⊂n n p

c c cX( t ) X K ( R ), X( t ) K ( R ),U( t ) K ( R ), t t ,T I R0 0 0 , 

× × →n p n
c c cF : I K ( R ) K ( R ) K ( R ) .  

Xin tham khảo [12 -15]. 
Một số kết quả về phương trình vi phân dạng mờ được trình bày trong [10, 11]. Trong bài báo 

này chúng tôi trình bày một số kết quả về phương trình vi phân điều khiển mờ FCDE và điều 
khiển tập SCDE. 

2.MỘT SỐ KHÁI NIỆM VÀ KÝ HIỆU 

Ký hiệu ( )n
cK R  là tập hợp các tập con lồi, compact, không rỗng của nR . Cho ,A B  là các 

tập con bị chặn, không rỗng của nR . Khoảng cách Hausdorff giữa A  và B  được xác định  

           [ ], max sup inf ,sup inf
a A b Bb B a A

D A B a b a b
∈ ∈∈ ∈

  = − − 
  

 (2.1) 
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Đặc biệt  { }
^

, sup :D A A a a Aθ  = = ∈  
, trong đó 

^
θ  là phần tử zero của nR . 

Ta biết rằng ( )n
cK R  cùng với metric D  là một không gian metric đầy đủ (xem [16]). Nếu 

( )n
cK R  được trang bị phép toán cộng và nhân với vô hướng không âm thì ( )n

cK R  trở thành 
không gian metric nửa tuyến tính. 

Đặt [ ]{ : 0,1n nE u R= →  thỏa mãn }( ) ( )i iv− : 

  (i)  u là chuẩn, tức là tồn tại 0
nx R∈  sao cho 0( ) 1u x = ; 

  (ii)  u là lồi, nghĩa là với ∈x , x I1 2 và ≤ λ ≤0 1  ta  có 

                       { }λ + − λ ≥u( x ( )x ) min u( x ),u( x )1 2 1 21 ; 

  (iii) u  là nửa liên tục trên; 

  (iv) [ ] { }= ∈ >nu cl x R :u( x )0 0  là compact. 

Phần tử nu E∈ được gọi là mờ. 

Với < α ≤0 1 , tập [ ] { }α = ∈ ≥ αnu x R :u( x )  được gọi là tập mức α . Từ (i) - (iv) ta 

suy ra các tập mức α  thuộc n
cK ( R )  với  ≤ α ≤0 1 . 

Ta ký hiệu  

                  [ ] [ ]{ }D u,v sup D u , v :α α   = ≤ α ≤   0 0 1   

là khoảng cách giữa u và v trong nE , trong đó [ ] [ ]D u , vα α 
   là khoảng cách Hausdorff giũa 

hai tập  [ ] [ ]u , vα α  của ( )n
cK R . Khi đó ( )nE ,D0  là không gian metric đủ. Sau đây là một số 

tính chất của metric D0 . 

           [ ]D u w,v w D u,v + + = 0 0  và [ ] [ ]D u,v D v,u=0 0 , (2.2) 

           [ ] λ λ = λ D u, v D u,v0 0 , (2.3) 

           [ ]D u,v D u,w D w,v   ≤ +   0 0 0 , (2.4) 

với mọi nu,v,w E∈  và Rλ ∈ . 

Cho ∈ nu,v E  nếu tồn tại ∈ nz E  thỏa mãn = +u v z  thì z  được gọi là hiệu của u  và v  

và được ký hiệu là −u v . Từ nay ta giả sử cho ∈ nu,v E  sẽ tồn tại ∈ nz E  thỏa mãn 

= +u v z . Cho khoảng  = + I t , t a0 0 trong +R , >a 0 , ta nói rằng ánh xạ → nF : I E  có 

đạo hàm Hukuhara HD F( )τ0  tại điểm Iτ ∈0 , nếu  

                  
h

F( h) F( )lim
h→ +

τ + − τ0 0

0

    và    
h

F( ) F( h)lim
h→ +

τ − τ −0 0

0

 

tồn tại trong topo của nE  và bằng HD F( )τ0 , giới hạn được lấy trong không gian metric 
( nE , D0 ). Ở hai đầu mút của I, đạo hàm là đạo hàm một phía. 

Nếu → nF : I E  là liên tục thì F  khả tích. Ta có một số tính chất sau đây. 
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Nếu    → nF : I E  khả tích thì  

            
t t t

t t t

F( s)ds F( s )ds F( s )ds, t t t= + ≤ ≤∫ ∫ ∫
2 1 2

0 0 1

0 1 2   (2.5) 

và  

             
t t

t t

F( s )ds F( s )ds, Rλ = λ λ ∈∫ ∫
0 0

. (2.6) 

Nếu → nF ,G : I E  khả tích thì D F(.),G(.) : I R  →   cũng khả tích và  

                             
t t t

t t t

D F( s)ds, G( s)ds D F( s),G( s) ds
 

 ≤     
∫ ∫ ∫
0 0 0

. (2.7) 

Chi tiết hơn về tính liên tục, khả vi và tính khả tích Hukuhara của ánh xạ → nF : I E  có thể 
tham khảo [1 -6].  

Metric D trên ( )n
cK R  cũng có các tính chất như metric D0, các khái niệm đạo hàm và tích 

phân Hukuhara của ánh xạ  n
cF : I K ( R )→  cũng có các tính chất tương tự như  của ánh xạ 

→ nF : I E . Xin tham khảo [13]. 

3.MỘT SỐ KẾT QUẢ  

3.1.Phương trình vi phân điều khiển mờ  

HD x( t ) f( t , x( t ),u( t ))= , (3.1)  

trong đó nx( t ) x E , t I= ∈ ∈0 0 , trạng thái ∈ nx( t ) E , điều khiển ∈ pu( t ) E  và 
n p nf : I E E E× × → . 

Điều khiển khả tích → pu : I E  gọi là điều khiển chấp nhận được. Đặt U  là tập tất cả các 
điều khiển chấp nhận được. 

Ánh xạ   ∈  
nx C I , E1  được gọi là nghiệm của (3.1) trên I nếu nó thỏa mãn (3.1) trên I.  

Do x( t )  là khả vi liên tục nên nghiệm sẽ tương đương:  

                        = + ∈∫
t

H
t

x( t ) x D x( s )ds,t I .
0

0  

Kết hợp với bài toán giá trị ban đầu (3.1)  ta có  

                       = + ∈∫
t

t

x( t ) x f( s, x( s ),u( s ))ds, t I
0

0  (3.2) 

trong đó tích phân được sử dụng là tích phân Hukuhara. Ta thấy rằng x( t )  là nghiệm của (3.1) 
nếu và chỉ nếu nó thỏa mãn (3.2) trên I.  

Tương tự định lý về sự tồn tại nghiệm cho phương trình vi phân mờ FDE trong [1, 5, 6], ta có 
định lý sau đây. 

Định lý 3.1  ([14]):  Giả sử rằng 

 (i)  ∈  
nf C R , E ,0  [ ]θ ≤D f( t , x ,u ), M ,0 0  trên = × ×R I B( x ,b) U ,0 0 trong đó  

        [ ]{ }= ∈ ≤nB( x ,b) x E : D x, x b0 0 0 và  
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 (ii)  [ ] +∈  ×  g C I , b , R ,0 2 ≤ ≤g( t ,w) M 10  trên [ ]× =I , b ,g( t , ) ,0 2 0 0 g( t ,w)   không 

giảm  
        theo w với mỗi ∈t I  và ≡w( t ) 0  là nghiệm duy nhất của    
    =w' g( t ,w) , w(t0 )=w ≥0 0  trên I. 

(iii)  [ ]( )  ≤ D f( t , x( t ),u( t )), f( t , x ,u ) g t , D x, x0 0  trên R 0 . 

Khi đó phương trình (3.1) có nghiệm duy nhất =x( t ) x( t , x ,u( t ))0  trên [ ]+ ηt , t0 0 , trong đó 

{ }η =
bmin a, ,
M

{ }=M max M ,M0 1 . 

Ta xét  giả thiết sau : 
Ánh xạ  + × × →n p nf : R E E E   thỏa mãn điều kiện 

[ ] [ ]{ }  ≤ + D f( t , x( t ),u( t )), f( t , x( t ),u( t )) c( t ) D x( t ),x( t ) D u( t ),u( t )0 0 0       (3.4) 

với ∈ ∈t I ;u( t ),u( t ) U ; ∈ nx( t ), x( t ) E ,  

trong đó c( t )  là hàm thực dương và khả tích trên I. 

Đặt 
+

= ∫
t a

t

C c( t )dt
0

0

. Do c( t )  khả tích trên I nên bị chặn hầu khắp nơi bởi số K > 0 trên I, 

nghĩa là ≤c( t ) K với hầu khắp nơi ∈t I .  

      Kết quả sau cho thấy sự phụ thuộc liên tục của nghiệm của (3.1) vào sự thay đổi của biến điều 
khiển và điều kiện ban đầu. 

Định lý 3.2 ([12]): Giả sử f là liên tục và thỏa mãn (3.4) và x( t ), x( t )  là hai nghiệm của 
(3.1) xuất phát từ ,x x0 0  và tương ứng với các điều khiển u( t ),u( t ) . Khi đó với ε > 0  bất kỳ, 

tồn tại số δ ε >( ) 0  sao cho với    ≤ δ ε D x , x ( )00 0   

và   ≤ δ ε D u( t ),u( t ) ( )0  

 ta có 

                     ≤ ε D x( t ), x( t )0  

trong đó  ∈t I .  

Định lý 3.3 ([12]):  Giả sử   ∈ × × 
n p nf C I E E , E và với mọi 

( t , x( t ),u( t )), ∈ × ×n( t , x( t ),u( t )) I E U  ta 

có [ ]  ≤ D f( t , x( t ),u( t )), f( t , x( t ),u( t )) g( t , D x( t ),x( t ) )0 0 ,                                  (3.5) 

trong đó [ ]+ + +∈ ×g C R R , R  và g( t ,w)  không giảm theo w với mỗi ∈t I .  Giả sử thêm rằng 
nghiệm lớn nhất =r( t ) r( t , t ,w )0 0 của phương trình    

                             = = ≥w' g( t ,w),w( t ) w0 0 0   

tồn tại với ∈t I .  
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Khi đó nếu với = =x( t ) x( t , x ,u( t )), x( t ) x( t , x ,u( t ))0 0  là các nghiệm bất kỳ của (3.1) 

sao cho = = ∈ nx( t ) x , x( t ) x ; x , x E0 00 0 0 0 , ta có  

                   ≤ D x( t ), x( t ) r( t , t ,w )0 0 0 , ∈t I  (3.6) 

với [ ] ≤D x ,x w00 0 0  và với mọi ∈u( t ),u( t ) U . 

Trong định lý 3.3 ta sử dụng giả thiết g(t,w) không giảm theo w với mỗi t và trong [12] chúng 
tôi đã dùng bất đẳng thức tích phân để chứng minh định lý này. Nếu sử dụng bất đẳng thức vi 
phân ta có thể không cần giả thiết về tính đơn điệu của g(t,w) và có định lý sau đây. 

 Định lý 3.4:  Giả sử các giả thiết của định lý 3.3 thỏa mãn trừ tính không giảm của g(t,w) 
theo w. Khi đó kết luận (3.6) vẫn đúng.  

Chứng minh định lý 3.4:  Đặt m( t ) D x( t ), x( t ) =  0  sao cho [ ]m( t ) D x , x= 00 0 0 .  

Với h > 0  khá nhỏ, sử dụng tính chất (2.2), (2.4) của metric D0  ta có 

         

[ ]
[ ]

[ ]

D x( t h), x( t h)

D x( t h), x( t ) hf( t , x( t ), u( t ))

D x( t ) hf( t , x( t ), u( t )), x( t h)

D x( t h), x( t ) hf( t , x( t ), u( t ))

+ +

≤ + +

 + + + 
≤ + +

0

0

0

0

 

                                           
[ ]

D x( t ) hf( t , x( t ), u( t )), x( t h)

D x( t ) hf( t , x( t ), u( t )), x( t ) hf( t , x( t ), u( t ))

 + + + 
+ + +

0

0

 

       

[ ]

[ ]
[ ]

D x( t h), x( t ) hf( t , x( t ), u( t ))

D x( t ) hf( t , x( t ), u( t )), x( t h)

D x( t ) hf( t , x( t ), u( t )), x( t ) hf( t , x( t ), u( t ))

D x( t ) hf( t , x( t ), u( t )), x( t ) hf( t , x( t ), u( t ))

≤ + +

 + + + 
+ + +

+ + +

0

0

0

0

 

                                      

[ ]

[ ]
[ ]

D x( t h), x( t ) hf( t , x( t ), u( t ))

D x( t ) hf( t , x( t ), u( t )), x( t h)

D hf( t , x( t ), u( t )), hf( t , x( t ), u( t ))

D x( t ), x( t ) .

≤ + +

 + + + 
+

+

0

0

0

0

 

Do [ ] [ ]m( t h) m( t ) D x( t h), x( t h) D x( t ), x( t )+ − = + + −0 0  nên ta có đánh giá    
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[ ]

[ ]

m( t h) m( t ) D x( t h), x( t ) hf( t , x( t ), u( t ))
h h

D x( t ) hf( t , x( t ), u( t )), x( t h)
h

D hf( t , x( t ), u( t )), hf( t , x( t ), u( t )) .
h

+ −
≤ + +

 + + + 

+

0

0

0

1

1

1
 

Nhờ (2.3), ta suy ra  

               [ ]+

+

→
= + −

h
D m( t ) lim sup m( t h) m( t )

h0

1
 

                                

h

h

x( t h) x( t )
lim sup D , f( t , x( t ), u( t ))

h

D f( t , x( t ), u( t )), f( t , x( t ), u( t ))

x( t h) x( t )
lim sup D , f( t , x( t ), u( t ) .

h

+

+

→

→

+ − 
≤  

  
 +  

+ − 
+  

  

00

0

00

 

                      
Do x( t ), x( t )  là các nghiệm khả vi và  giả thiết (3.5)  nên ta có  

                   D m( t ) g( t , m( t )), m( t ) w , t t+ ≤ ≤ ≥0 0 0  với D m( t )+  là đạo hàm Dini của 

hàm m( t ) . 
Theo định lý 1.4.1 trong [7] ta có ≤ ≥m( t ) r( t , t ,w ),t t0 0 0  

Định lý sau sử dụng giả thiết nhẹ hơn các giả thiết của các định lý 3.3-3.4 vì hàm g(t,w) có 
thể lấy giá trị âm. 

Định lý 3.5:  Giả sử   ∈ × × 
n p nf C I E E , E và với mọi  

                         ( t , x( t ),u( t )), ∈ × ×n( t , x( t ),u( t )) I E U  ta có   

              

{ ( ) }
( )

+→
  + − + −  

 ≤  

h
lim sup D x( t ) hf( t , x( t ),u( t )) x( t ) hf( t , x( t ),u( t )) D x( t ), x( t )

h

g t, D x( t ), x( t )

0 00

0

1

 

 trong đó [ ]+∈ ×g C I R , R  và nghiệm lớn nhất =r( t ) r( t , t ,w )0 0 của phương trình    

                             = = ≥w' g( t ,w),w( t ) w0 0 0   

tồn tại với ∈t I .  Khi đó kết luận của định lý 3.3 vẫn đúng.  
Chứng minh định lý 3.5:   

Đặt m( t ) D x( t ), x( t ) =    sao cho m( t ) D x , x =  0 0 0 Với h > 0  khá nhỏ, sử dụng tính 

chất (2.2), (2.4)  của metric D0  ta có 
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[ ] [ ]
[ ]

[ ]

m( t h) m( t ) D x( t h), x( t h) D x( t ), x( t )

D x( t h), x( t ) hf( t , x( t ), u( t ))

D x( t ) hf( t , x( t ), u( t )), x( t ) hf( t , x( t ), u( t ))

D x( t ) hf( t , x( t ), u( t )), x( t h) D x( t ), x( t )

+ − = + + −

≤ + +

 + + + 
 + + + − 

0 0

0

0

0 0

 

Từ đó suy ra  

                   [ ]+

+

→
= + −

h
D m( t ) lim sup m( t h) m( t )

h0

1
 

                        

[{

}

h

h

h

x( t h) x( t )
lim sup D , f( t , x( t ), u( t ))

h

lim sup D x( t ) hf( t , x( t ), u( t )), x( t ) hf( t , x( t ), u( t ))
h

D x( t ), x( t )

x( t h) x( t )
lim sup D , f( t , x( t ), u( t )) .

h

+

+

+

→

→

→

+ − 
≤  

  

+ + + 

 −  
+ − 

+  
  

00

00

0

00

1

 

Do x( t ), x( t )  là nghiệm khả vi của (3.1) và giả thiết của định lý 3.5  ta có  

                   + ≤ ≤ ≥D m( t ) g( t ,m( t )), m( t ) w , t t .0 0 0  

Theo định lý 1.4.1 trong [7] ta có ≤ ≥m( t ) r( t , t ,w ),t t0 0 0                                     !( )  

Sau đây chúng tôi đưa ra một kết quả mới về nghiệm xấp xỉ của FCDE. 
Hàm  = ε ε >y( t ) y( t , t , y ,u( t ), ),0 0 0  gọi là nghiệm  xấp xỉ - ε    của (3.1) nếu       

                   ∈ ε = 
ny C I , E ,y( t , t , y ,u( t ), ) y1

0 0 0 0 0  

và              
  ≤ ε ≥ 

∈

HD D y( t ), f( t , y( t ),u( t )) , t t ,

u( t ) U
0 0

. 

Trong trường hợp ε = 0, y( t )  là nghiệm của (3.1). 

Định lý 3.6:    a) Giả sử    ∈ × × 
n p nf C I E E , E  

và với  
( t , x( t ),u( t )), ∈ × ×n( t ,y( t ),u( t )) I E U  ta có 

            ≤   D f( t , x( t ),u( t )), f( t , y( t ),u( t )) g( t , D x( t ),y( t ) )0 0 (3.7) 

 trong đó + + ∈  g C R , R2 .  

              b)   Giả sử thêm r( t , t ,w )0 0  là nghiệm lớn nhất của phương trình  
                       = + ε = ≥w' g( t ,w) , w( t ) w ,0 0 0   

tồn tại trên  ) + ∞t ,0 . 
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Với =x( t ) x( t , t , x ,u( t ))0 0  là nghiệm bất kỳ của (3.1) và = εy( t ) y( t , t , y ,u( t ), )0 0  là 
nghiệm xấp xỉ - ε  của (3.1) tồn  tại với ≥t t0 . Khi đó 

                        ≤ ≥ D x( t ),y( t ) r( t , t ,w ),t t ,0 0 0 0   

với   ≤ D x ,y w .0 0 0 0  

Chứng minh định lý 3.6:  Đặt  =  m( t ) D x( t ),y( t )0  sao cho [ ]=m( t ) D x ,y0 0 0 0 . Với 

h > 0  khá nhỏ, sử dụng tính chất của metric D0  ta có 
                  [ ] [ ]+ − = + + −m( t h) m( t ) D x( t h),y( t h) D x( t ),y( t )0 0 . 
Sử dụng  bất đẳng thức tam giác (2.4) ta có 

[ ]
[ ]

[ ]

[ ]

+ +

≤ + +

 + + + 
≤ + +

 + + + 
+ + +

≤ +

D x( t h),y( t h)

D x( t h), x( t ) hf( t , x( t ),u( t ))

D x( t ) hf( t , x( t ),u( t )),y( t h)

D x( t h), x( t ) hf( t , x( t ),u( t ))

D y( t ) hf( t ,y( t ),u( t )),y( t h)

D x( t ) hf( t , x( t ),u( t )),y( t ) hf( t , y( t ),u( t ))

D x( t h), x( t

0

0

0

0

0

0

0 [ ]

[ ]
[ ]

+

 + + + 
+ + +

+ + +

) hf( t , x( t ),u( t ))

D y( t ) hf( t ,y( t ),u( t )),y( t h)

D x( t ) hf( t , x( t ),u( t )), x( t ) hf( t , y( t ),u( t ))

D x( t ) hf( t , y( t ),u( t )),y( t ) hf( t , y( t ),u( t )) .

0

0

0

 

 
[ ]

[ ]
[ ]

≤ + +

 + + + 
+

+

D x( t h), x( t ) hf( t , x( t ),u( t ))

D y( t ) hf( t ,y( t ),u( t )),y( t h)

D hf( t , x( t ),u( t )),hf( t ,y( t ),u( t ))

D x( t ),y( t ) .

0

0

0

0

 

 

[ ]

[ ]

+ −
≤ + +

 + + + 

+

m( t h) m( t ) D x( t h), x( t ) hf( t , x( t ),u( t ))
h h

D y( t ) hf( t , y( t ),u( t )),y( t h)
h

D hf( t , x( t ),u( t )),hf( t ,y( t ),u( t )) .
h

0

0

0

1

1

1
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Từ đó suy ra  

                                  
[ ]

+

+

→
= + −

h

D m( t )

lim sup m( t h) m( t )
h0

1  

                  [ ]
+

+

→

→

+ − ≤   
+

+ − +   

h

h

x( t h) x( t )lim sup D , f( t , x( t ),u( t ))
h

D f( t , x( t ),u( t )), f( t ,y( t ),u( t ))

y( t h) y( t )lim sup D , f( t , y( t ),u( t ) .
h

0
0

0

0
0

                      

Do x( t ),y( t )  là khả vi, giả thiết a) và y( t )  là nghiệm  xấp xỉ- ε   nên ta có  

                   + ≤ + ε ≤ ≥D m( t ) g( t ,m( t )) , m( t ) w , t t .0 0 0  

Theo định lý 1.4.1 trong [7] ta có ≤ ≥m( t ) r( t , t ,w ),t t0 0 0  

Ta có hệ quả trực tiếp sau đây về ước lượng giữa nghiệm và nghiệm xấp xỉ . 

Hệ quả 3.1:  Sử dụng giả thiết của định lý 3.6 với = >g( t ,w) Lw, L 0 , ta có  

                          ( )− −ε   ε ≤ + − ≥   
L( t t ) L( t t )

oD x( t, t , x ),y( t , t , y , ) D x ,y e e , t t .
L

0 0
0 0 0 0 0 0 0 01  

Định lý 3.7:    a)   Giả sử    ∈ × × 
n p nf C I E E , E  

                              và với ( t , x( t ),u( t )), ∈ × ×n( t ,y( t ),u( t )) I E U  ta có 

{ }+→
   + + −   

 ≤  

h
lim sup D x( t ) hf( t , x( t ),u( t )),y( t ) hf( t , y( t ),u( t )) D x( t ),y( t )

h
g( t , D x( t ),y( t ) )

0 00

0

1

 

trong đó + ∈  g C R ,R2 .  

                 b)  Giả sử thêm r( t , t ,w )0 0  là nghiệm lớn nhất của phương trình  
      = + ε = ≥w' g( t ,w) , w( t ) w ,0 0 0   

tồn tại trên ) + ∞t ,0 .Với =x( t ) x( t , t , x ,u( t ))0 0  là nghiệm bất kỳ của (3.1) và 

= εy( t ) y( t , t , y ,u( t ), )0 0  là nghiệm xấp xỉ- ε   của (3.1) tại với ≥t t0 . Khi đó 

                        ≤ ≥ D x( t ),y( t ) r( t , t ,w ),t t ,0 0 0 0   

với   ≤ D x ,y w .0 0 0 0  
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Chứng minh định lý 3.7: Đặt  =  m( t ) D x( t ),y( t )0  sao cho [ ]=m( t ) D x ,y0 0 0 0 . Với 

h > 0  khá nhỏ, sử dụng tính chất của metric D0  ta có 

                  

[ ] [ ]
[ ]

[ ]

+ − = + + −

≤ + +

 + + + 
 + + + − 

m( t h) m( t ) D x( t h),y( t h) D x( t ),y( t )

D x( t h), x( t ) hf( t , x( t ),u( t ))

D x( t ) hf( t , x( t ),u( t )),y( t ) hf( t , y( t ),u( t ))

D y( t ) hf( t , y( t ),u( t )),y( t h) D x( t ),y( t )

0 0

0

0

0 0

 

Từ đó suy ra                   

                        

[ ]

[{

}

+

+

+

+

+

→

→

→

→

= + −

+ − 
≤  

  

+ + + 

 −  
+ − 

+  
  

h

h

h

h

D m( t )

lim sup m( t h) m( t )
h

x( t h) x( t )
lim sup D , f( t , x( t ),u( t ))

h

lim sup D x( t ) hf( t , x( t ),u( t )), y( t ) hf( t ,y( t ),u( t ))
h

D x( t ),y( t )

y( t h) y( t )
lim sup D , f( t ,y( t ),u( t ) .

h

0

00

00

0

00

1

1
 

Do x( t ),y( t )  là khả vi, giả thiết a) và  y( t )   là nghiệm ε - xấp xỉ  nên ta có  

                   + ≤ + ε ≤ ≥D m( t ) g( t ,m( t )) , m( t ) w , t t .0 0 0  

Theo định lý 1.4.1 trong [7] ta có ≤ ≥m( t ) r( t , t ,w ),t t0 0 0     !( )                        

Ta có nhận xét rằng nếu trong các định lý 3.6, 3.7 thay nghiệm xấp xỉ- ε   y(t)  bằng nghiệm 
bình thường thì kết quả trùng với các định lý 3.4,  3.5 tương ứng. Nói một cách đơn giản, các định 
lý 3.4, 3.5 là trường hợp riêng của các định lý 3.6, 3.7 khi ε = 0. 

3.2. Phương trình vi phân điều khiển tập 
Phương trình vi phân  điều khiển tập (set control differential equation SCDE) dạng  

                    =HD X( t ) F( t , X ( t ),U( t )) , (3.8)              

trong đó  
     [ ] += ∈ ∈ ∈ ∈ = ⊂n n p

c c cX( t ) X K ( R ), X( t ) K ( R ),U( t ) K ( R ), t t ,T I R0 0 0   

và  × × →n p n
c c cF : I K ( R ) K ( R ) K ( R ) .  

Điều khiển khả tích → ! p
cU : I K ( )  gọi là điều khiển chấp nhận được. Đặt U là tập hợp 

tất cả các điều khiển chấp nhận được.  
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Ánh xạ  ∈  
n

cX C I , K ( R )1  được gọi là nghiệm của (3.8) trên I nếu nó thỏa mãn (3.8) trên 

I.  Do X ( t )  là khả vi liên tục nên tập nghiệm tương đương  

                        = + ∈∫
t

H
t

X( t ) X D X( s)ds, t I .
0

0  

Kết hợp với bài toán giá trị ban đầu (3.8)  ta có  

                        = + ∈∫
t

t

X( t ) X F( s, X ( s ),U( s ))ds,t I
0

0  (3.9) 

trong đó tích phân được sử dụng là tích phân Hukuhara. Ta thấy rằng X ( t )  là nghiệm của (3.8) 
nếu và chỉ nếu nó thỏa mãn (3.9) trên I.  

Tương tự các định lý về sự tồn tại nghiệm cho phương trình vi phân đa trị SDE trong [4, 5], ta 
có định lý sau đây. 

Định lý 3.8 ([13]) : Giả sử  ∈ × × 
n p n

c c cF C I K ( R ) K ( R ), K ( R ) và 

 (i)   ( )   θ ≤ θ   D F( t , X( t ),U( t )), g t , D X , , ( ) ∈ × × Un
ct , X ,U I K ( R ) , 

         trong đó [ ]+ +∈ ×g C I R ,R , g(t,w) là không giảm theo (t,w); 
 (ii)  nghiệm  lớn nhất r(t,w0) của phương trình vi phân 
               =w' g( t ,w) , w(t0 )=w ≥0 0  tồn tại trên I. 
Khi đó tồn tại nghiệm =X( t ) X ( t , X ,U( t ))0  của phương trình (3.8) thỏa mãn 

          ≤ − ∈ D X( t ), X r( t ,w ) w ,t I0 0 0 ,                                                                      (3.10) 

trong đó  = θ w D X ,0 0 . 

Ta xét  giả thiết sau. 
Ánh xạ  + × × →n p n

c c cF : R K ( R ) K ( R ) K ( R )   thỏa mãn điều kiện  

{ }     ≤ +    D F( t,X( t ),U( t )),F( t,X( t ),U( t )) c( t ) D X( t ),X( t ) D U( t ),U( t )   (3.11) 

với mọi  ∈ ∈ ∈U n
ct I ;U( t ),U( t ) ; X ( t ), X ( t ) K ( R ), trong đó c( t )  là hàm thực dương và 

khả tích trên I. 

Đặt = ∫
T

t

C c( t )dt
0

. Do c( t )  khả tích trên I nên bị chặn hầu khắp nơi bởi số K>0 trên I, 

nghĩa là ≤c( t ) K với hầu khắp nơi ∈t I .  

Kết quả sau cho thấy sự phụ thuộc liên tục của nghiệm của (3.8) vào sự thay đổi của biến điều 
khiển và điều kiện ban đầu. 

Định lý 3.9([13]):  Giả sử f  liên tục và thỏa mãn (3.11) và X ( t ), X ( t )  là hai nghiệm của 
(3.8) xuất phát từ ,X X0 0  và tương ứng với các điều khiển chấp nhận được U( t ),U( t ) . Khi đó 

với ε > 0  bất kỳ, tồn tại số δ ε >( ) 0  sao cho với    ≤ δ ε D X , X ( )0 0  và 

  ≤ δ ε D U( t ),U( t ) ( )  
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ta có   ≤ ε D X( t ), X ( t )  trong đó  ∈t I .                      

Định lý 3.10([13]):    Giả sử  + ∈ × × 
n p n

c c cF C R K ( R ) K ( R ),K ( R )  và với mọi 

( t , X ( t ),U( t )), ∈ × ×! Un
c( t , X ( t ),U( t )) I K ( )  ta có 

                     ≤   D F( t , X( t ),U( t )),F( t , X ( t ),U( t )) g( t , D X ( t ), X ( t ) ) ,           (3.12) 

 trong đó [ ]+ + +∈ ×g C R R , R  và g( t ,w)  không giảm theo w với mỗi ∈t I .  
      Giả sử thêm rằng nghiệm lớn nhất =r( t ) r( t , t ,w )0 0 của phương trình    

                             = = ≥w' g( t ,w),w( t ) w0 0 0   

tồn tại với ∈t I .  
      Khi đó nếu với = =X( t ) X ( t , X ,U( t )), X ( t ) X( t , X ,U( t ))0 0  là các nghiệm bất kỳ của 

(3.8) sao cho = = ∈ n
cX( t ) X , X( t ) X ; X , X K ( R )0 00 0 0 0 , ta có  

                   ≤ D X( t ), X ( t ) r( t , t ,w )0 0 , ∈t I                                                            (3.13) 

với   ≤ D X , X w0 0 0  và với mọi ∈ UU( t ),U( t ) . 

Bây giờ ta mở rộng định lý 3.10 trên bằng cách giảm nhẹ điều kiện (3.12). 
Trong định lý 3.10 ta sử dụng giả thiết g(t,w) không giảm theo w với mỗi t và trong [13] 

chúng tôi đã dùng bất đẳng thức tích phân để chứng minh định lý này. Nếu sử dụng bất đẳng thức 
vi phân ta có thể không cần giả thiết về tính đơn điệu của g(t,w) và có định lý sau đây. 

      Định lý 3.11:  Giả sử các giả thiết của định lý 3.10 thỏa mãn trừ tính không giảm của g(t,w) 
theo w. Khi đó kết luận của định lý 3.10  vẫn đúng. 

      Chứng minh định lý 3.11:  Chứng minh tương tự định lý 3.4. Định lý sau sử dụng giả thiết 
nhẹ hơn giả thiết của các định lý 3.10 - 3.11. 

      Định lý 3.12. Giả sử + ∈ × × 
n p n

c c cF C R K ( R ) K ( R ),K ( R )  và với mọi  

                              ( t , X ( t ),U( t )), ∈ × × Un
c( t , X ( t ),U( t )) I K ( R )  ta có 

( ){ }
( )

+→

   + − + −
  

 ≤
 

h
lim sup D X( t ) hF( t,X( t ),U( t )) X( t ) hF( t,X( t ),U( t )) D X( t ),X( t )

h
g t,D X( t ),X( t )

0

1
 (3.14) 

 trong đó [ ]+∈ ×g C I R , R  và nghiệm lớn nhất =r( t ) r( t , t ,w )0 0 của phương trình    

                             = = ≥w' g( t ,w),w( t ) w0 0 0   

tồn tại với ∈t I .  Khi đó kết luận của định lý 3.10 vẫn đúng.  

      Chứng minh định lý 3.12.  Chứng minh tương tự định lý 3.5.  
      Sau đây chúng tôi đưa ra vài kết quả  về nghiệm xấp xỉ của SCDE. 
Hàm  = ε ε >Y ( t ) Y ( t , t ,Y ,U( t ), ),0 0 0  gọi là nghiệm xấp xỉ - ε   của (3.8) nếu       

                   ∈ ε = 
n

cY C I , K ( R ) ,Y ( t , t ,Y ,U( t ), ) Y1
0 0 0 0 0  
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 và                ≤ ε ≥ ∈  UHD D Y ( t ), F( t ,Y ( t ),U( t )) , t t ,U( t )0 . 

     Trong trường hợp đặc biệt ε = 0, Y ( t )  là nghiệm của (3.8).  
    Chứng minh các định lý 3.13 - 3.14 dưới đây tương tự như chứng minh các định lý 3. 6 - 3.7. 
       Định lý 3.13:   a)  Giả sử   + ∈ × × 

n p n
c c cF C R K ( R ) K ( R ),K ( R )  

           và với ( t , X ( t ),U( t )), ∈ × × Un
c( t ,Y ( t ),U( t )) I K ( R )  ta có 

                ≤   D F( t , X( t ),U( t )), F( t ,Y ( t ),U( t )) g( t , D X( t ),Y ( t ) ) ,              (3.15)  

               + ∈ × × 
n p n

c c cF C R K ( R ) K ( R ),K ( R ) ;  

  trong đó + + ∈  g C R , R2 .  

     b)  Giả sử thêm r( t , t ,w )0 0  là nghiệm lớn nhất của phương trình  
                       = + ε = ≥w' g( t ,w) , w( t ) w ,0 0 0   

tồn tại trên  ) + ∞t ,0 . 

Với =X( t ) X ( t , t , X ,U( t ))0 0  là nghiệm bất kỳ của (3.8) và = εY ( t ) Y ( t , t ,Y ,U( t ), )0 0  là 
nghiệm xấp xỉ - ε  của (3.8) tồn tại với ≥t t0 . Khi đó 

                        ≤ ≥ D X ( t ),Y ( t ) r( t , t , w ), t t ,0 0 0   

với   ≤ D X ,Y w .0 0 0 Ta có hệ quả trực tiếp sau đây về ước lượng giữa nghiệm và nghiệm xấp 

xỉ . 
 

Hệ quả 3.2: Sử dụng giả thiết của định lý 3.13  với = >g( t , w) Lw, L 0 , ta có  

       ( )− −ε   ε ≤ + − ≥   
L( t t ) L( t t )

oD X ( t , t , X ),Y ( t , t ,Y , ) D X ,Y e e , t t .
L

0 0
0 0 0 0 0 01  

Trong định lý 3.14 sau đây sử dụng giả thiết nhẹ hơn định lý 3.13 vì hàm g( t , w)  có thể lấy 
giá trị âm. 

Định lý 3.14:   a)  Giả sử  + × × →n p n
c c cF : R K ( R ) K ( R ) K ( R ) và với mọi  

                                       ( t , X ( t ),U( t )), ∈ × × Un
c( t , X ( t ),U( t )) I K ( R )  ta có 

[ ] [ ]{ }
[ ]

+→
+ + −

≤
h
lim sup D X( t ) hF( t , X ( t ),U( t )),Y ( t ) hF( t ,Y ( t ),U( t )) D X( t ),Y ( t )

h
g( t , D X ( t ),Y ( t ) ) ( . )

0

1

3 16
 

        trong đó + ∈  g C R ,R2 .  

                      b) Giả sử thêm r( t , t ,w )0 0  là nghiệm lớn nhất của phương trình  
                       = + ε = ≥w' g( t ,w) , w( t ) w ,0 0 0   

tồn tại trên  ) + ∞t ,0 . 

Với =X( t ) X( t , t , X ,U( t ))0 0  là nghiệm bất kỳ của (3.8) và = εY ( t ) Y ( t , t ,Y ,U( t ), )0 0  là 
nghiệm xấp xỉ - ε  của  (3.8)  tồn tại với ≥t t0 . Khi đó 
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                        ≤ ≥ D X( t ),Y ( t ) r( t , t ,w ),t t ,0 0 0  với   ≤ D X ,Y w .0 0 0  

3.KẾT LUẬN  
Phương trình vi phân mờ FDE đã được nghiên cứu từ 1978 và đặc biệt được chú ý sau các 

công trình [1,2] của O. Kaleva. Phương trình vi phân tập SDE được nghiên cứu trong vài năm gần 
đây với các công trình chủ yếu của V. Lakshmikantham và cộng sự. Các kết quả ban đầu về 
phương trình vi phân điều khiển mờ FCDE và phương trình vi phân điều khiển tập SCDE được 
chúng tôi trình bày trong [10-15]. Trong [12,13], chúng tôi so sánh các nghiệm bó của FCDE ( 
SCDE), tức là so sánh tập các nghiệm của FCDE (SCDE). Việc nghiên cứu FCDE SCDE có 
nhiều triển vọng về lý thuyết và ứng dụng. Tuy nhiên cũng có nhiều khó khăn khi nghiên cứu 

FCDE và SCDE do ( )nE ,D0  và ( )n
cK ( R ), D  chỉ là các không gian metric đủ, chưa có các 

cấu trúc khác như không gian véc tơ, không gian định chuẩn … Giữa phương trình vi phân mờ và 
phương trình vi phân tập có mối quan hệ với nhau [4, 5]. Chúng tôi đang nghiên cứu mối quan hệ 
giữa phương trình vi phân điều khiển mờ và phương trình vi phân điều khiển tập và kết quả đó sẽ 
được công bố trong công trình tiếp theo. 
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