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Tâm t­t: Trong b i b¡o n y, chóng tæi x²t m°t kiºu �ç thà cõa mët
h m u, thi¸t lªp cæng thùc t½nh �ë cong trung b¼nh H cõa m°t v  x¥y
düng mèi quan h» giúa div

Du

f
√
f2 +Du2

v  H. �°c bi»t, chóng tæi thu

�÷ñc c¡c t½nh ch§t cüc tiºu di»n t½ch �àa ph÷ìng v  to n ph¦n cõa c¡c
slice trong c¡c khæng gian t½ch cong vîi mªt �ë (R+ ×f R2, e−ϕ(x)) v 
R+ ×f G2.

Tø khâa: �a t¤p vîi mªt �ë, khæng gian t½ch cong, m°t kiºu �ç
thà, t½nh cüc tiºu di»n t½ch.

1 GIÎI THI�U

�a t¤p vîi mªt �ë l  mët �a t¤p Riemann M còng vîi mët h m trìn d÷ìng, e−ϕ,
gåi l  h m mªt �ë, �÷ñc dòng l m trång sè cho c£ ph¦n tû thº t½ch v  chu vi.
Di»n t½ch vîi mªt �ë cõa mët si¶u ph¯ng Σ v  thº t½ch vîi mªt �ë cõa mët mi·n
Ω trong mët �a t¤p vîi mªt �ë (n + 1)-chi·u l¦n l÷ñt l  Areaϕ(Σ) =

∫
Σ
e−ϕ dA

v  Volϕ(Ω) =
∫

Ω
e−ϕ dV, trong �â dA, dV t÷ìng ùng l  ph¦n tû di»n t½ch Riemann

n-chi·u v  ph¦n tû thº t½ch Riemann (n+ 1)-chi·u.

Mët v½ dö quan trång cõa �a t¤p vîi mªt �ë l  khæng gian Gauss Gn+1, �â l  Rn+1

vîi mªt �ë Gauss (2π)−
n+1
2 e−

r2

2 . Si¶u m°t Σ trong Rn+1 �÷ñc gåi l  cüc tiºu vîi mªt
�ë hay ϕ-cüc tiºu n¸u �ë cong trung b¼nh vîi mªt �ë cõa Σ,

Hϕ(Σ) := H(Σ) +
1

n
〈∇ϕ,N〉 = 0,

trong �â H(Σ) v  N l¦n l÷ñt l  �ë cong trung b¼nh v  vectì ph¡p �ìn và cõa Σ.

G¦n �¥y, vi»c nghi¶n cùu c¡c �a t¤p con cüc tiºu vîi mªt �ë v  �°c bi»t l  c¡c si¶u
m°t cüc tiºu vîi mªt �ë �¢ v  �ang thu hót nhi·u nh  To¡n håc (xem [1], [2], [3],
[6]).
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Ngo i ra, mët sè v§n �· �÷ñc ti¸p cªn mët c¡ch rëng r¢i trong nhúng n«m l¤i �¥y �â
l  c¡c v§n �· li¶n quan �¸n c¡c si¶u m°t trong c¡c �a t¤p t½ch cong d¤ng R+ ×f M,

trong �â R+ = [0,+∞), (M, g) l  mët �a t¤p Riemann n-chi·u v  f l  mët h m
trìn d÷ìng x¡c �ành tr¶n R+. Chó þ r¬ng �a t¤p t½ch cong R+×f M ch½nh l  �a t¤p
t½ch R+ ×M còng vîi metric ḡ = π∗R+(dt2) + (f ◦ πR+)2σ∗M(g), trong �â πR+ v  σM
t÷ìng ùng l  c¡c ph²p chi¸u l¶n R+ v  M.

Trong Rn, gåi P l  mët ph¦n cõa mët slice (si¶u ph¯ng câ ph÷ìng tr¼nh xn = const.),
xem nh÷ l  �ç thà tr¶n mët mi·n D v  Σ công l  �ç thà cõa mët h m u tr¶n D. Khi
�â, rã r ng ta câ �¡nh gi¡

Area(Σ) =

∫
D

√
1 + |∇u|2 dA ≥

∫
D

dA = Area(P ).

Tuy nhi¶n, mët c¡ch têng qu¡t, b§t �¯ng thùc tr¶n khæng �óng trong khæng gian
vîi mªt �ë. Ch¯ng h¤n, x²t R2 vîi mªt �ë ey. Gåi P = {(x,− ln cos π

3
) ∈ R2, −π

3
≤

x ≤ π
3
} v  Σ l  �ç thà cõa h m y = − ln cosx, x ∈ [−π

3
, π

3
]. D¹ d ng kiºm tra �÷ñc

Lϕ(P ) ≥ Lϕ(Σ).

Do �â, t½nh cüc tiºu di»n t½ch cõa c¡c slice trong �a t¤p vîi mªt nâi chung v  �a
t¤p t½ch cong vîi mªt �ë nâi ri¶ng khæng ph£i l  mët v§n �· t¦m th÷íng. Trong
b i b¡o n y, vîi �i·u ki»n c¥n b¬ng thº t½ch, chóng tæi s³ chùng minh r¬ng n¸u
(log f)′′(t) ≤ 0, th¼ slice l  cüc tiºu di»n t½ch vîi mªt �ë mët c¡ch �àa ph÷ìng trong
khæng gian t½ch cong R+ ×f R2 vîi mªt �ë e−ϕ, trong �â ϕ(t, x) = ϕ(x) v  slice l 
cüc tiºu di»n t½ch to n ph¦n trong khæng gian t½ch cong vîi mªt �ë R+ ×f G2.

2 KHÆNG GIAN T�CH CONG R ×f R2. M�T KI�U �Ç THÀ TRONG
KHÆNG GIAN T�CH CONG R×f R2

Cho f l  mët h m trìn, d÷ìng tr¶n R. Khæng gian t½ch cong R×f R2 l  khæng gian
t½ch R× R2 còng vîi t½ch væ h÷îng �÷ñc x¡c �ành nh÷ sau:

〈x, y〉 = x1.y1+f 2(p) (x2.y2 + x3.y3) , ∀x = (x1, x2, x3), y = (y1, y2, y3) ∈ T(p,q)R×fR2.

Metric t÷ìng ùng:

g(X,X) = dx2 + f 2(p).(dy2 + dz2), ∀X = (x, y, z) ∈ T(p,q)R×f R2.

Trong khæng gian t½ch cong R ×f R2 cho vectì x = (x1, x2, x3) v  y = (y1, y2, y3)

còng �°t t¤i �iºm (p, q). Khi �â, t½ch trong cõa x v  y �÷ñc t½nh b¬ng �ành thùc
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h¼nh thùc sau:

x ∧ y :=

∣∣∣∣∣∣∣
f 2(p).e1 e2 e3

x1 x2 x3

y1 y2 y3

∣∣∣∣∣∣∣ .
X²t m°t Σ câ d¤ng �ç thà {(u(y, z), y, z) : (y, z) ∈ R2} vîi tham sè hâa X(y, z) =

(u(y, z), y, z) ta câ:

Xy = (uy, 1, 0); Xz = (uz, 0, 1);

Xyy = (uyy, 0, 0); Xyz = (uyz, 0, 0); Xzz = (uzz, 0, 0).

Xy ∧Xz =

∣∣∣∣∣∣∣
f 2(p).e1 e2 e3

uy 1 0

uz 0 1

∣∣∣∣∣∣∣ = (f 2,−uy,−uz).

Suy ra

N =
Xy ∧Xz

|Xy ∧Xz|
=

(f 2,−uy,−uz)√
f 4 + f 2(u2

y + u2
z)
.

2.1 �ë cong trung b¼nh cõa m°t

Ta câ ph÷ìng tr¼nh Euler-Lagrange (xem [5]):

(2f ′f 2 − f(uyy + uzz))(f
2 + u2

y + u2
z) + f ′f 2(u2

y + u2
z) + f(u2

yuyy + u2
zuzz) + 2fuyuzuyz

(
√
f 2 + u2

y + u2
z)

3
= 0.

Hay

−fuyy(f 2 + u2
z) + 2fuyuzuyz − fuzz(f 2 + u2

y) + 3f ′f 2(u2
y + u2

z) + 2f ′f 4

(
√
f 2 + u2

y + u2
z)

3
= 0.

�°t

H =
1

2

fuyy(f
2 + u2

z)− 2fuyuzuyz + fuzz(f
2 + u2

y)− 3f ′f 2(u2
y + u2

z)− 2f ′f 4

f 2(
√
f 2 + u2

y + u2
z)

3
.

Khi �â, H �÷ñc gåi l  �ë cong trung b¼nh cõa m°t.
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2.2 Mèi quan h» giúa div
Du

f
√
f 2 +Du2

v  H

Ta câ

div
Du

f
√
f 2+ | Du |2

=
∂

∂y

 uy√
f 4 + f 2(u2

y + u2
z)

+
∂

∂z

 uz√
f 4 + f 2(u2

y + u2
z)

 ,

vîi

∂

∂y

 uy√
f 4 + f 2(u2

y + u2
z)

 =

uyy
√
f 4 + f 2(u2

y + u2
z)− uy

∂

∂y

(√
f 4 + f 2(u2

y + u2
z)
)

(√
f 4 + f 2(u2

y + u2
z)
)2

=
uyy

(√
f 4 + f 2(u2

y + u2
z)
)2

− uy(2f 3f ′uy + ff ′u3
y + f 2uyuyy + ff ′uyu

2
z + f 2uzuyz)(√

f 4 + f 2(u2
y + u2

z)
)3

=
f 4uyy + f 2u2

zuyy − 2f 3f ′u2
y − ff ′u4

y − ff ′u2
yu

2
z − f 2uyuzuyz(√

f 4 + f 2(u2
y + u2

z)
)3

=
1

f
(√

f 2+ | Du |2
)3 [f 2uyy + u2

zuyy − uyuzuyz]−
f ′

f 2
(√

f 2+ | Du |2
)3 (2f 2+ | Du |2)u2

y.

T÷ìng tü ta câ

∂

∂z

 uz√
f 4 + f 2(u2

y + u2
z)


=

1

f
(√

f 2+ | Du |2
)3 [f 2uzz + u2

yuzz − uyuzuyz]−
f ′

f 2
(√

f 2+ | Du |2
)3 (2f 2+ | Du |2)u2

z.
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Suy ra

div
Du

f
√
f 2 +Du2

=
∂

∂y

 uy√
f 4 + f 2(u2

y + u2
z)

+
∂

∂z

 uz√
f 4 + f 2(u2

y + u2
z)


=

1

f 2
(√

f 2 + |Du|2
)3

[
fuyy(f

2 + u2
z)− 2fuyuzuyz + fuzz(f

2 + u2
y)− 2f ′f 2|Du|2 − f ′|Du|4

]
= 2H +

3f ′f 2|Du|2 + 2f ′f 4 − 2f ′f 2|Du|2 − f ′|Du|4

f 2
(√

f 2 + |Du|2
)3

= 2H +
f ′f 2|Du|2 + 2f ′f 4 − f ′|Du|4

f 2
(√

f 2 + |Du|2
)3

= 2H +
f ′√

f 2 + |Du|2
2f 4 + 2f 2|Du|2 − f 2|Du|2 − |Du|4

f 2(f 2 + |Du|2)

= 2H +
f ′√

f 2 + |Du|2

[
2− |Du|

2

f 2

]
Vªy

div
Du

f
√
f 2 +Du2

= 2H +
f ′√

f 2 + |Du|2

[
2− |Du|

2

f 2

]
.

Nhªn x²t:

1. N¸u m°t ð d¤ng slice, tùc l  u = const. th¼ �ë cong trung b¼nh cõa m°t �÷ñc

x¡c �ành cö thº l : H = −f
′

f
= −(log f)′ = const..

2. Vi»c t½nh to¡n, thi¸t lªp cæng thùc t½nh �ë cong trung b¼nh H ð tr¶n ch¿ sû
döng c¡c ph²p to¡n vi t½ch ph¥n thæng th÷íng. V§n �· m°t cüc tiºu li¶n quan
trüc ti¸p �¸n �ë cong trung b¼nh cõa m°t, v¼ vªy vi»c x¡c �ành �÷ñc cæng thùc
t½nh �ë cong trung b¼nh cõa m°t r§t câ þ ngh¾a trong vi»c gi£i quy¸t �÷ñc mët
sè v§n �· xung quanh m°t cüc tiºu trong khæng gian t½ch cong n y.

3 T�NH CÜC TI�U DI�N T�CH CÕA C�C SLICE TRONG C�C KHÆNG
GIAN T�CH CONG VÎI M�T �Ë (R+ ×f R2, e−ϕ(x)) V� R+ ×f G2

X²t khæng gian t½ch cong R+ ×f R2 vîi mªt �ë e−ϕ. Gåi u ∈ C2(R2), v  Σ =

{(u(x), x) : x ∈ R2} l  �ç thà to n ph¦n x¡c �ành bði u. Mët tr÷íng vectì ph¡p �ìn
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và cõa Σ l 

N =
f(u)√

f(u)2 + |Du|2

(
∂t −

1

f(u)2
Du

)
,

trong �â Du l  gradient cõa u trong R2, v  |Du|2 = 〈Du,Du〉. H m �ë cong (t÷ìng
ùng vîi N) l 

H =
1

2
trace(A),

trong �â A l  to¡n tû h¼nh d¤ng. Ta câ

2H(u) = div

(
Du

f(u)
√
f 2 + |Du|2

)
− f ′(u)√

f(u)2 + |Du|2

(
2− |Du|

2

f(u)2

)
.

V¼ vªy

2Hϕ(u) =
1

f(u)
div

(
Du√

f(u)2 + |Du|2

)
− 2f ′(u)√

f(u)2 + |Du|2
+

f(u)√
f(u)2 + |Du|2

ϕt

− 1

f(u)
√
f(u)2 + |Du|2

g(Du,Dϕ).

D¹ th§y r¬ng c¡c slice câ �ë cong trung b¼nh công nh÷ �ë cong trung b¼nh vîi mªt
�ë luæn h¬ng, l¦n l÷ñt l :

H(t0) := H(t0, x) = −(log f)′(t0) v  Hϕ(t0) := Hϕ(t0, x) = −(log f)′(t0) + ϕt(t0, x).

Hìn núa, n¸u ϕ = ϕ(x), x ∈ R2 (ngh¾a l  h m mªt �ë e−ϕ khæng phö thuëc v o tham
sè t ∈ R+) th¼

Hϕ(t0) = −(log f)′(t0).

Cho Σ v  N nh÷ tr¶n. X²t sü mð rëng trìn cõa N b¬ng c¡ch tành ti¸n dåc theo tröc
t, ta công kþ hi»u bði N v  2-d¤ng vi ph¥n �÷ñc x¡c �ành nh÷ sau

φ(t, x) = f(t)2ω(x),

trong �â ω(X1, X2) = det(X1, X2,N) v  X1, X2 l  c¡c tr÷íng vectì trìn. D¹ th§y
r¬ng f(t)2|ω(X1, X2)| ≤ 1, vîi måi tr÷íng vectì trüc chu©nX1, X2 v  f(t)2|ω(X1, X2)| =
1 khi v  ch¿ khi X1, X2 ti¸p xóc vîi Σ. Do �â, φ(t, x) biºu thà ph¦n tû thº t½ch vîi
mªt �ë cõa Σ trong (R+ ×f R2, e−ϕ). Ta câ

divN = −2H − f ′√
f 2 + |Du|2

(
2− |Du|

2

f 2

)
+

f ′|Du|2

(f 2 + |Du|2)
3
2

.
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Chó þ r¬ng dω = div N dVR+×R2 , v¼ vªy

dφ = d(f 2ω) = div(f 2N) dVR+×R2 = f 2 div N dVR+×R2 + 2ff ′〈∇∂t,N〉 dVR+×R2

= div N dVR+×fR2 + 2
f ′

f
〈∇∂t,N〉 dVR+×fR2

=

(
−2H +

f ′|Du|2

f 2
√
f 2 + |Du|2

+
f ′|Du|2

(f 2 + |Du|2)
3
2

)
dVR+×fR2 .

V¼

d(e−ϕφ) = d(e−ϕf 2ω) = e−ϕf 2 div N dVR+×R2 + 〈∇(e−ϕf 2),N)〉 dVR+×R2

= e−ϕdφ− e−ϕf 2〈∇ϕ,N〉 dVR+×R2

= e−ϕ

[
−2H +

f ′|Du|2

f 2
√
f 2 + |Du|2

+
f ′|Du|2

(f 2 + |Du|2)
3
2

− 〈∇ϕ,N〉

]
dVR+×fR2

= e−ϕ

[
−2Hϕ +

f ′|Du|2

f 2
√
f 2 + |Du|2

+
f ′|Du|2

(f 2 + |Du|2)
3
2

]
dVR+×fR2 ,

n¶n ta câ

dϕφ = eϕd(e−ϕφ) =

(
−2Hϕ +

f ′|Du|2

f 2
√
f 2 + |Du|2

+
f ′|Du|2

(f 2 + |Du|2)
3
2

)
dVR+×fR2 .

�°c bi»t, khi Σ l  mët slice, ta câ

dϕφ = −2Hϕ dVR+×fR2 .

Ti¸p theo, trong c¡c tiºu möc sau chóng ta thu �÷ñc c¡c t½nh ch§t cüc tiºu di»n
t½ch �àa ph÷ìng v  to n ph¦n cõa slice trong c¡c khæng gian t½ch cong vîi mªt �ë
(R+ ×f R2, e−ϕ) v  R+ ×f G2 vîi �i·u ki»n c¥n b¬ng thº t½ch.

3.1 T½nh cüc tiºu di»n t½ch �àa ph÷ìng cõa slice trong khæng

gian t½ch cong vîi mªt �ë (R+ ×f R2, e−ϕ(x))

X²t khæng gian t½ch cong R+ ×f R2 vîi mªt �ë e−ϕ(x), trong �â x ∈ R2. Gi£ sû r¬ng
D l  mët mi·n trong R2 sao cho bao �âng cõa D, D, l  compact. Gåi PD = {t0}×D
v  ΣD l  �ç thà cõa h m t = u(x), x ∈ D, sao cho PD v  ΣD còng bi¶n, ngh¾a l 
∂PD = ∂ΣD.

Gåi E1 = {(t, x) ∈ R+ ×D : t ≤ u(x)}, E2 = {(t, x) ∈ R+ ×D : t ≤ t0}. �ành lþ sau
ch¿ ra r¬ng PD câ di»n t½ch vîi mªt �ë b² nh§t trong lîp c¡c m°t còng bi¶n vîi nâ.
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�ành lþ 3.1.1. N¸u Volϕ(E1) = Volϕ(E2) v  (log f)′′(t) ≤ 0 th¼

Areaϕ(PD) ≤ Areaϕ(ΣD).

Chùng minh. Gåi φ l  d¤ng thº t½ch cõa R2. �p döng �ành lþ Stokes v  sü �ành
h÷îng phò hñp cho c¡c �èi t÷ñng (xem H¼nh 1), ta câ

Areaϕ(D)− Areaϕ(ΣD) ≤
∫
D

e−ϕφ−
∫

ΣD

e−ϕφ =

∫
D−ΣD

e−ϕφ

=

∫
E1

e−ϕdfφ =

∫
E1\E2

e−ϕdϕφ+

∫
E1∩E2

e−ϕdϕφ,

v 

Areaϕ(PD)− Areaϕ(D) ≤
∫
PD

e−ϕφ−
∫
D

e−ϕφ =

∫
PD−D

e−ϕφ

= −
∫
E2

e−ϕdϕφ = −
∫
E2\E1

e−ϕdϕφ−
∫
E1∩E2

e−ϕdϕφ.

Do �â

Areaϕ(PD)− Areaϕ(ΣD) ≤
∫
E1\E2

e−ϕdϕφ−
∫
E2\E1

e−ϕdϕφ

= −2

∫
E1\ E2

e−ϕHϕ(t) dV + 2

∫
E2\E1

e−ϕHϕ(t) dV.

�i·u ki»n (log f)′′(t) ≤ 0 ngh¾a l  Hϕ khæng gi£m dåc theo tröc t. Do �â, ta câ

Hϕ(t0) ≤ Hϕ(t), ∀(t, x) ∈ E1 \ E2 v  Hϕ(t) ≤ Hϕ(t0), ∀(t, x) ∈ E2 \ E1.

N¶n

Areaϕ(PD)− Areaϕ(ΣD) ≤ −2Hϕ(t0)

(∫
E1\E2

e−ϕ dV −
∫
E2\E1

e−ϕ dV

)
= −2Hϕ(t0)(Volϕ(E1 \ E2)− Volϕ(E2 \ E1)) = 0,

bði v¼ Volϕ(E1) = Volϕ(E2). V¼ vªy, ta thu �÷ñc k¸t qu£ Areaϕ(PD) ≤ Areaϕ(ΣD).

Nâi c¡ch kh¡c, PD cüc tiºu di»n t½ch trong lîp c¡c m°t còng bi¶n vîi nâ.

3.2 T½nh cüc tiºu di»n t½ch to n ph¦n cõa slice trong khæng

gian t½ch cong vîi mªt �ë R+ ×f G2

X²t khæng gian t½ch cong vîi mªt �ë R+ ×f G2, ngh¾a l  R+ ×f R2 vîi mªt �ë
e−ϕ = 1

2π
e−

|x|2
2 , trong �â x ∈ R2. Trong khæng gian n y, c¡c slice �÷ñc chùng minh

l  cüc tiºu di»n t½ch to n ph¦n vîi mªt �ë.
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H¼nh 1: Mët ph¦n cõa slice v  �ç thà còng bi¶n

�ành lþ 3.2.1. N¸u (log f)′′(t) ≤ 0 th¼ slice l  cüc tiºu di»n t½ch vîi mªt �ë trong

lîp c¡c �ç thà to n ph¦n thäa m¢n �i·u ki»n Volϕ(E1) = Volϕ(E2).

Chùng minh. Gåi P l  slice {t0} ×G2 v  Σ l  �ç thà cõa h m t = u(x) tr¶n to n bë
G2. Gåi S1

R l  �÷íng trán t¥m O b¡n k½nh R trong G2 v  CR = R × S1
R l  m°t trö

t÷ìng ùng. Gåi E1 = {(t, x) ∈ R+×G2 : t ≤ u(x)} v  E2 = {(t, x) ∈ R+×G2 : t ≤ t0}.
Gåi A = E1 \E2 ∪ E2 \E1. C¡c ph¦n cõa P, Σ, E1, v  E2, bà ch°n bði CR, l¦n l÷ñt
�÷ñc kþ hi»u bði PR, ΣR, E1R , v  E2R .

Kþ hi»u φ l  d¤ng thº t½ch cõa G2. Gåi R l  sè d÷ìng �õ lîn sao cho CR c­t c£
E1 \ E2 v  E2 \ E1 (xem H¼nh 2). T÷ìng tü nh÷ chùng minh �ành lþ 3.1.1, ta câ

Areaϕ(G2
R)− Areaϕ(ΣR) +

∫
CR∩E1

e−ϕφ ≤
∫
G2

R

e−ϕφ−
∫

ΣR

e−ϕφ+

∫
CR∩E1

e−ϕφ

=

∫
E1R

e−ϕdfφ =

∫
E1R
\E2R

e−ϕdϕφ+

∫
E1R
∩E2R

e−ϕdϕφ,

v 

Areaϕ(PR)− Areaϕ(G2
R) +

∫
CR∩E2

e−ϕφ ≤
∫
PR

e−ϕφ−
∫
G2

R

e−ϕφ+

∫
CR∩E2

e−ϕφ

= −
∫
E2R

e−ϕdϕφ = −
∫
E2R
\E1R

e−ϕdϕφ−
∫
E2R
∩E1R

e−ϕdϕφ.

Do �â

Areaϕ(PR)− Areaϕ(ΣR) +

∫
CR∩A

e−ϕφ ≤
∫
E1R
\E2R

e−ϕdϕφ−
∫
E2R
\E1R

e−ϕdϕφ

= 2

∫
E2R
\E1R

e−ϕHϕ(t) dV − 2

∫
E1R
\ E2R

e−ϕHϕ(t) dV.

(1)



14 NGUY�N THÀ Mß DUY�N

H¼nh 2: Slice P, �ç thà to n ph¦n Σ v  G2 trong R+ ×f G2

V¼ (log f)′′(t) ≤ 0, n¶n ta câ

Hϕ(t0) ≤ Hϕ(t), ∀(t, x) ∈ E1R \ E2R v  Hϕ(t) ≤ Hϕ(t0), ∀(t, x) ∈ E2R \ E1R .

V¼ vªy

Areaϕ(PR)− Areaϕ(ΣR) +

∫
CR∩A

e−ϕφ ≤ 2Hϕ(t0) (Volϕ(E2R \ E1R)− Volϕ(E1R \ E2R)) .

(2)

Hìn núa, d¹ th§y r¬ng: limR→∞
∫
CR∩A

e−ϕφ = limR→∞ e
−cR2 ∫

CR∩A
φ = 0.

M  Volϕ(E1) = Volϕ(E2), n¶n limR→∞Volϕ(E1R \ E2R) = limR→∞Volϕ(E2R \ E1R).

Do �â, l§y giîi h¤n c£ hai v¸ cõa (2) khi R d¨n ra væ còng, ta thu �÷ñc k¸t qu£

Areaϕ(P ) ≤ Areaϕ(Σ).

Vªy, �ành lþ �¢ �÷ñc chùng minh xong.

4 K�T LU�N

B i b¡o �¢ thi¸t lªp cæng thùc t½nh �ë cong trung b¼nh H cõa mët m°t kiºu �ç
thà cõa mët h m u khæng gian t½ch cong R ×f R2, v  x¥y düng mèi quan h» giúa

div
Du

f
√
f 2 +Du2

v  H. �°c bi»t, b i b¡o �¢ thu �÷ñc c¡c t½nh ch§t cüc tiºu di»n

t½ch �àa ph÷ìng v  to n ph¦n cõa c¡c slice trong c¡c khæng gian t½ch cong vîi mªt
�ë (R+ ×f R2, e−ϕ(x)) v  R+ ×f G2.
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Title: SOME RESULTS ONGRAPHS OF FUNCTIONS AND SLICES IN THEWEIGHTED
WARPED PRODUCT SPACES (R+ ×f R2, e−ϕ(x)) AND R+ ×f G2

Abstract: In this paper, we consider a surface which is the graph of a function u in the
warped product space R ×f R2, give a formula for calculating the mean curvature H of

the surface and show a relation between div
Du

f
√
f2 +Du2

and H. In particular, we obtain

the local and global area-minimizing properties of slices in the weighted product spaces
(R+ ×f R2, e−ϕ(x)) and R+ ×f G2.
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