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Bai bdo trinh bay phuong phap bién d6i nhanh Fourier (FFT) va mot
s6 phuong phap xap xi de tinh mo6 dun dan hdi thé tich vi mé cho vat
liéu hai pha dang nén-cét liéu tron trong khong gian hai chiéu. St
dung phuong phap FFT xac dinh mé dun dan hoi thé tich vi m6 (101
V61 mot s6 mod hinh vat liéu dang hudng, trong d6 pha cbt licu sap xép
tudn hoan trong khong gian hai chiéu c6 cac dang hinh hoc Square,
Hexagonal, Random. Két qua tinh FFT véi ti 18 thé tich giita cac pha
thay ddi duoc so sanh véi cac phuong phap xap xi khac.
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This article introduces Fast fourier transformation method (FFT) and
some approximation methods to calculate the elastic bulk modulus of
matrix-inclusion circle model in two-dimensional space. The
application of FFT method in calculating the macroscopicelastic bulk
modulus of isotropic composite materials, in which inclusion have
periodic structure with square, hexagonal and random type in two-
dimensional space. Numerical results of FFT with volume-changed
proportions are compared with other approximation methods.
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1. GIOI THIEU

Céc loai vat lidu t6 hop (vat liéu khong ddng nhét) ngay nay duogc ap dung trong hau hét
cac linh virc khoa hoc, k¥ thuat va doi song. Viéc nghién ctru tinh chat vi mé (tinh chat hiéu qua)
hay dong nhit hoa vt liéu duoc nhiéu nha khoa hoc quan tam nghién ctru va da dua ra nhiéu két
qua xAp xi cho cic mo hinh vat liéu khic nhau. Ddi v6i cac md hinh vat liéu trong tinh toan dé
cho don gian c6 thé duoc md hinh hoéa hinh hoc dudi dang ¢t liéu hinh cau hodc trong khong
gian hai chiéu 14 hinh tron. Tinh chit vi mé cuia vat lidu t6 hop phu thudc vao nhiéu yéu té phic
tap nhu c4u tric hinh hoc pha, céc tinh chét cua vat liéu thanh phﬁn, ty 1€ thé tich gilta cac pha.



HOI NGH| KHOA HOC VA CONG NGHE TOAN QUOC VE CO KHi LAN THU V - VCME 2018

Do d6 trong cac nghién ciru chi yéu chi tim dugc can trén, dudi va cac cong thirc xép xi ap dung
cho mot s6 md hinh vat liéu. Hudng tiép can tinh xp xi cho cac md hinh vat liéu nhiéu thanh
phan nhu cua (Maxwel,1892), (Voight, 1928), (Reuss, 1929), (Chen, 1978), (Mori and Tanaka,
1973)... Mot hudng tiép can khac 1a xay dung bién trén va bién dudi cho hé sé dan hdi vi mod
nhu (Hill, 1952), (Hashin and Strikman, 1963), (Pham D.C, 1994)... Ngoai ra cac phuong phap
s6 hién nay cung la cach tiép can hiéu qua trong viéc xac dinh tinh chat vi mé cta vat liéu nhu
phuong phap phan tir hitu han (FEM), phwong phap bién d6i nhanh Fourier (FFT). Phuong phap
FFT ép dung trong linh vuc co hoc vat li¢u tinh mé dun dan hdi cho vat liéu t6 hop duoc dé xuit
dau tién boi (Moulinec and Subquet, 1994). Trong bai bao nay st dung phuong phap FFT dé tinh
md dun dan hoi thé tich cho mot sb md hinh vt liéu hai pha dang hudng ngang voi cac pha cot
liéu hinh tron cung kich thude duoc sap xép tuan hoan trong pha nén, trong d6 co so sanh véi cac
phuong phép xap xi khac va danh gia cua Hashin-Strikman (HS).

2. PHUONG PHAP BIEN POI FOURIER (FFT)

No6i dung co ban cua phuwong phap bién doi Fourier 1a thiét lap dugc phuong trinh
Lippman-Schwinger d6i véi bai toan khong dong nhét va st dung toan tir Green tuan hoan. Tir
d6 dua ra dugce thuat toan lap dé xac dinh mo dun dan hoi thé tich vi mo cua vat liéu. Ung XU cia
cac vat lidu thanh phan dugc mé ta boi dinh luat Hooke:

o(x) = C(x):&(x) M

trong d6 €(X) va o(x) lan luot 1a cic Tensor bién dang va ung suét thoa min phuong trinh cin
bang:
V.o(x)=0 (2)

Truong bién dang €(x) va chuyén vi u(x) c6 thé tach thanh cac thanh phan sau:
gx)=E’+¢”, u=E"x+u™ (3)

trong 46 E° 1a bién dang vi md ddng nhit ddi véi phan tir ddc trung, €”“ goi la thanh phan nhidu
c6 tinh chat tuan hoan. Do tinh chat tuan hoan nén ta cé:

(& (x)), =0; E’=(g(x)), 4
voi ky hi¢u (¢), 1a trung binh trén trén thé tich cua phﬁn tr dac trung V, (*), = % J. odX.
Bai toan trén phan tir didc trung co thé quy vé tim cac thanh phan u”,&”" . Pua vao moi
truong 1am chuan co hé sé dan hoi C, , phuong trinh can bang tré thanh
V6 =V{(C°+5C):&(x) |=0 (5)

v6i 6C(x) =C(x)-C°
Thay €(x) tir (3) vao (5) viét lai du6i dang tuwong duong sau:

v{C: VU [+V1(x)=0 (6)

trong do tenxo t(x) goi la tenxo "cuc" dugc xac dinh boi : T(x) = C(x): [EO + a"‘”(x)]
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Do tinh chat chu ky ctia phan tir dic trung nén u””, e’ va t(x) dugc biéu dién dudi dan
y p
chuoi Fourier:

F) =Y R, B(&)=(F(x)e ™) = % [ F(oedx 7
d 14

trong d6 F chi u””,&” va 1(x), con F 1a bién d6i Fourier cta cac dai luong nay, do 1a a”,&"

l’lj7Z'

vat;E=Ce,, £ = . (n,=0,+1,+2...) (8),2a, lakich thuéc ctia phan tir dic trung
J

Thay cac biéu dién dang chudi Fourier cia u”” &’ va t(x) & (7) vao phuong trinh (6)
thu duoc

—SC: L@ (§)}+i87(5) =0 )
tir d6 cac truong @’ va £ co thé xac dinh nhu sau:
~ per _ lgTA(g) aper _ ~ per - _ gf(g) - _ -0 A
u’ (€)= eC't” g () =i®u" () =-<C® 't I"(8).2() (10)

trong d6 T°(&) 1a toan tr Green bién dang tensor bac bon phy thuéc méi truong dong nhat C,
(xem Bonnet, 2007-[1]) dugc xac dinh bdi

0 §®8
r'e)= 11
©) cCc an
Tur d6 thu dugc phuong trinh Lippman-Schwinger
HO=E (&) -T°(9): 4§ =B (&) - T°(&):[ (&) -C)*&(&) ] (12)

Nghiém ciia phuong trinh duoc tim boi so db 1ap sau:
£71(&)=-T"(&):[(C(O)-C") |*&' (&), £#0
éiJrl(é):EO’ 520

Cha y ring I*C°+E'(&)=E' (&) véi VE#0 xem (Michel, 1999-[5]), phuong trinh

(13) duoc viét lai dudi dang sau:

éHl(é):éi(é)_f*o(é:):éi(éf)’ §¢0 (14)
éi+l :EO, gzo

(13)

trong d6 6'(£) 1a bién d6i Fourier cua o'(x). Lién hé giita truong (mg sudt ¢ va truong bién
dang ¢ trong khong gian Fourier dugc biéu dién bang biéu thirc:

6(¢) = C(S)*&(%) 5)

trong d6 ky hiéu "*" 1a tich "convolution". Bién doi Fourier cta tensor dan hoi bac bon:
Yy nig
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C(&) = j C(x)e™**dx=>C,1,(&) (16)

voi C,, 1, lan luot 14 tensor mdé dun dan hodi, ham dang cua pha a, I (&) dugc x4c dinh theo
(Nemat-Nasser, 1999-[6]):

1,(&)= % [ear (17)

Thay cac biéu thuc (15), (16) vao (14) thu duoc
g =8(O)-T(E)D CL(E)*E (&), £#0
A1+1 EO é — 0

(18)

Dé xac dinh hé s6 dan hdi vi md cua vat liéu, phan tir ddc trung c6 bién dang vimé E° cho
trude. Khi qué trinh 1ap theo (18) hdi tu, ta co

6(£=0)=C? *E° (19)
trong do C‘ff la mé dun dép hdi vi md cua vat liéu. Tu @6 rat ra thuat toan s6 dé xac dinh mo
dun dan hoi caa vat li€u nhiéu thanh:

Buéc i=1: £'(£)=0 VE#0; €'(0)=E°

6'(5)=C(&)*E' (%)

Budc i: £'(&)vaé' (&) da biét
Kiém tra hoi tu
g(E)=¢(5)-T"(&):6'(%)

o 67(£)=C(&) " (€)
Kiém tra di€u ki¢n hoi tu dugc xac dinh bang bicu thirc sau:
6 (&)-6'(O) |
l6"(&) |

3. MOT SO PHUONG PHAP XAP Xi

Trong myc ndy gidi thiéu mot so phuong phap tinh xap xi va danh gid cho mo dun dan hoi
thé tich vi mé (K¥) cua vat liéu nén-cét lidu tron dang hudng trong khong glan hai chiéu voi cac
ky hiéu: Ki, x4, ,v,1a mé dun dan h01, mo dun truot va ti 1€ thé tich cua pha cdt licu. Km, u,,,vy,

<€, voi € 1asaiso cho trude (e=107)

la m6 dun dan hoi, moé dun truot va ti 1€ thé tich cua pha nén.

3.1. Xap xi Maxwell (1892-[9])
K = (g Sy (20)
K, +py, Ky+uy "

3.2. Xép xi Mori-Tanaka (1973-[4])

Xap xi Mori-Tanaka kha ndi tiéng va dugc ap dung phd bién trong k¥ thuat va kim loai
hoc. Trong khong gian hai chiéu, xap xi Mori-Tanaka c6 dang:
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K =K, +v,(K,-K,).3 (21)

0 4
t doé = ’9=K 4 —
rong 46 /3 0+(1-v)K,—K,) My M

3.3. X4p xi Dilute suspension (DS)
Xuét phat tir két qua tinh hé s6 dan hdi vi mo cia Eshelby (1957-[2]) cho cbt liéu c6 dang
ellipsoid trong ving ti 1& thé tich v, nhd (cac hat cbt liéu cach xa nhau), trong truong hop cot

liéu tron phan b thua (v, <<1), ¢6 thé tim duge xap xi DS duoc biéu dién dudi dang [9]:

Ky + 1y

K" =K, +v,(K,-K,,).
M [( 1 M) K[+,LlM

(22)

3.4. Danh gia Hashin-Strikman (HS bound) (1962-[3])

Hashin-Strikman (HS) dua trén nguyén 1y bién phan riéng fiu:a vao truong kha di phan cuc
da xay dung dugc danh gia trén (HSU) va dudi (HSL) cho h¢ s6 dan hoi thé tich vi mo cia vat
liéu nhiéu pha (ti 1& thé tich mdi pha la v,) dang hudng trong khong gian d chiéu:

2(d-1) 2(d-1)
, 23
d d ﬂﬂ1ax) ( )

PK( ll’lmm) Kejf < P (

-1
trOHg dé PK(K*):[ZI(V#j _K*7 /lein :min{ulﬁ""un}’ Ileax :max{ltll""’un}

4. KET QUA AP DUNG VA SO SANH

Trong muyc nay s& dua ra két qua tinh toan FFT mo dun dan hdi thé tich vi mé cho mot sd
md hinh vat lidu ddng hudng c6 cdt lidu dang tron trong khong gian hai chidu va so sanh voi cac
phuong phép xap xi trinh bay ¢ trén. Ham dang (17) cho cdt liéu tron trong khong gian hai chiéu
c6 thé tinh dwoc chinh xac [7]:

iEx,
1,(&)= S||§|| 1(R||§||)Ze (24)

Trong d6 J,1a ham Bessel loai 1, R 1a ban kinh pha cbt liéu, S 1a dién tich phﬁn tu dac trung, x,

14 toa d6 trong tAm ctia pha ¢t lidu o
Dé minh hoa cho céc _phuong phap trinh bay ¢ trén, xét hai loai vat liéu hai pha cbt licu
tron (I) phan bd trong pha nén (M) ¢6 cac thong sb nhu sau:
Vatliéu A: K,, =1, K, =10, u,, =0.5, u, =8
VatliéuB: K,, =20, K, =2, u, =12 u, =1
Dau tién xem xét hai mé hinh vat lidu (hmh 1) c6 pha cét liéu phan b tudn hoan dang hinh
vudng (Square) va luc giac (Hexagonal). Do cot liéu khéng chdng 14n nén ti 1& thé tich cdt liéu
chi co thé ting dén mot gioi han nhat dinh. Két qua tinh toan FFT va so sanh voi cac md hinh
xap xi khac duoc thé hién trén hinh 2 va 3. Tur hinh vé& cho thdy cac phuong phap xap xi & trén
chi ap dung tot voi mot s6 mod hinh khi ti 18 thé tich pha cbt heu nho (0.1-0. 3). Ket qua FFT ludén

nam trong bién trén va bién dudi cua HS, trong khi d6 cac xap xi khac co thé nam ngoai danh gia
cua HS.
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Hinh 2. Két qua FFT va mét so6 phuong phap xap xi cho mé hinh Square:
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Hinh 3. Két qua FFT va mot sb phuong phép xép xi cho mé hinh Hexagonal:
vat li¢u A (bén trai), vat licu B (bén phai)
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Mo hinh tiép theo cho vat liéu composite c¢6 pha c¢dt liéu phan bd dang ngiu nhién trong
pha nén (hinh 4). Két qua FFT va so sanh thé hién trén hinh 5. Day la truong hop cbt lidu phan
b6 day trong pha nén nén khong str dung xap xi DS, xap xi Maxwell lu6n trung v6i mét trong hai
bién cua danh gia HS tuy thu¢c vao thong s6 ctia pha nen va pha cdt ligu. Két qua FFT cho mo
hinh nay ciing ndm trong danh gia ctia HS trong khi d6 x4p xi Mori-Tanaka da vi pham danh gia
ctia HS. Nhu vay c6 thé thay duoc tinh chinh xac va hiéu qua ctia phuong phap FFT so véi cac
phuong phéap xap xi dugc trinh bay & phan trén.
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Hinh 4. M6 hinh vat lidu véi pha cdt liéu phan bd hdn don (Random) trong pha nén
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Hinh 5. Két qua FFT va mét s6 phuong phép xép xi cho mo hinh Random:
vat liéu A (bén trai), vat licu B (bén phai)
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Hinh 6. So sanh két qua FFT giita cic mo hinh: Vit liéu A (bén trai), vat liéu B (bén phai)

5. KET LUAN

Vi cach tiép can dua trén md phong s6 FFT, bai bao da xay dung duoc thuat toan FFT
va chuong trinh s6 sir dung phan mém Matlab dé tinh mé dun dan hoi thé tich vi mé cho vat
liéu hai pha dang nén - cét liéu tron sip xép tuin hoan trong khong gian hai chiéu. So sanh
gita két qua mo phong sd FFT va cac phuong phap xap xi khac cho thiy FFT luén nam trong
danh gia cua HS trong khi cac phuong phap xap xi khac co thé ndm ngoai hodc nam trén bién
cua HS. Piéu do ching t6 mé phong s6 FFT cho két qua chinh xac va tin cdy hon so véi cac
phuong phap xap xi khéc.
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