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 Bài báo trình bày phương pháp biến đổi nhanh Fourier (FFT) và một 
số phương pháp xấp xỉ để tính mô đun đàn hồi thể tích vĩ mô cho vật 
liệu  hai  pha  dạng  nền-cốt  liệu  tròn  trong  không  gian hai  chiều.  Sử 
dụng phương pháp FFT xác định mô đun đàn hồi  thể tích vĩ mô đối 
với một số mô hình vật liệu đẳng hướng, trong đó pha cốt liệu sắp xếp 
tuần hoàn  trong không gian hai  chiều có các dạng hình học Square, 
Hexagonal, Random. Kết quả tính FFT với tỉ lệ thể tích giữa các pha 
thay đổi được so sánh với các phương pháp xấp xỉ khác.   
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  This article introduces Fast fourier transformation method (FFT) and 
some approximation methods to calculate the elastic bulk modulus of 
matrix-inclusion  circle  model  in  two-dimensional  space.  The 
application of FFT method in calculating the macroscopicelastic bulk 
modulus  of  isotropic  composite  materials,  in  which  inclusion  have 
periodic  structure  with  square,  hexagonal  and  random  type  in  two-
dimensional  space.  Numerical  results  of  FFT  with  volume-changed 
proportions are compared with other approximation methods. 
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1. GIỚI THIỆU 

Các loại vật  liệu tổ hợp (vật liệu không đồng nhất) ngày nay được áp dụng trong hầu hết 
các lĩnh vực khoa học, kỹ thuật và đời sống. Việc nghiên cứu tính chất vĩ mô (tính chất hiệu quả) 
hay đồng nhất hóa vật liệu được nhiều nhà khoa học quan tâm nghiên cứu và đã đưa ra nhiều kết 
quả xấp xỉ cho các mô hình vật liệu khác nhau. Đối với các mô hình vật liệu trong tính toán để 
cho đơn giản có thể được mô hình hóa hình học dưới dạng cốt  liệu hình cầu hoặc trong không 
gian hai chiều là hình tròn. Tính chất vĩ mô của vật liệu tổ hợp phụ thuộc vào nhiều yếu tố phức 
tạp như cấu trúc hình học pha, các tính chất của vật liệu thành phần, tỷ lệ thể tích giữa các pha. 
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Do đó trong các nghiên cứu chủ yếu chỉ tìm được cận trên, dưới và các công thức xấp xỉ áp dụng 
cho một số mô hình vật  liệu. Hướng tiếp cận tính xấp xỉ cho các mô hình vật  liệu nhiều thành 
phần như của (Maxwel,1892), (Voight, 1928), (Reuss, 1929), (Chen, 1978), (Mori and Tanaka, 
1973)… Một hướng tiếp cận khác là xây dựng biên trên và biên dưới cho hệ số đàn hồi vĩ mô 
như (Hill, 1952), (Hashin and Strikman, 1963), (Pham D.C, 1994)… Ngoài ra các phương pháp 
số hiện nay cũng là cách tiếp cận hiệu quả trong việc xác định tính chất vĩ mô của vật liệu như 
phương pháp phần tử hữu hạn (FEM), phương pháp biến đổi nhanh Fourier (FFT). Phương pháp 
FFT áp dụng trong lĩnh vực cơ học vật liệu tính mô đun đàn hồi cho vật liệu tổ hợp được đề xuất 
đầu tiên bởi (Moulinec and Subquet, 1994). Trong bài báo này sử dụng phương pháp FFT để tính 
mô đun đàn hồi thể tích cho một số mô hình vật liệu hai pha đẳng hướng ngang với các pha cốt 
liệu hình tròn cùng kích thước được sắp xếp tuần hoàn trong pha nền, trong đó có so sánh với các 
phương pháp xấp xỉ khác và đánh giá của Hashin-Strikman (HS). 

 
2. PHƯƠNG PHÁP BIẾN ĐỔI FOURIER (FFT) 

Nội  dung  cơ  bản  của  phương  pháp  biến  đổi  Fourier  là  thiết  lập  được  phương  trình 
Lippman-Schwinger đối với bài toán không đồng nhất và sử dụng toán tử Green tuần hoàn. Từ 
đó đưa ra được thuật toán lặp để xác định mô đun đàn hồi thể tích vĩ mô của vật liệu. Ứng xử của 
các vật liệu thành phần được mô tả bởi định luật Hooke: 

                                                            (x) =  (x): (x)σ C ε                                                                 (1)  

trong đó  (x)ε và  (x)σ  lần lượt  là các Tensor biến dạng và ứng suất thỏa mãn phương trình cân 

bằng: 
                                   . ( ) 0x σ                                                  (2)  

Trường biến dạng  (x)ε  và chuyển vị  (x)u  có thể tách thành các thành phần sau:  

                   0 0 er,( ) . pper    u xε ε ux E E                                        (3)  

trong đó  0E  là biến dạng vĩ mô đồng nhất đối với phần tử đặc trưng,  perε  gọi là thành phần nhiễu 
có tính chất tuần hoàn. Do tính chất tuần hoàn nên ta có: 

            0( ) 0; ( )per
V V     ε x E ε x                                      (4)  

với ký hiệu  • V   là trung bình trên trên thể tích của phần tử đặc trưng V, 
1

• • .V

V

d
V

    x  

Bài toán trên phần tử đặc trưng có thể quy về tìm các thành phần  ,per peru ε . Đưa vào môi 

trường làm chuẩn có hệ số đàn hồi  0C , phương trình cân bằng trở thành 

          0· · ( ) : ( ) 0      σ C C ε x                                                   (5)  

với  0( ) ( )  C x C x C  

Thay  ( )ε x  từ (3) vào (5) viết lại dưới dạng tương đương sau: 

          0· ( 0: · )per     C u τ x                                         (6)  

trong đó tenxơ  τ( )x  gọi là tenxơ "cực" được xác định bởi :  0( ) ( ) : ( )per    τ x C x E ε x  
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Do tính chất chu kỳ của phần tử đặc trưng nên  ,per peru e và  ( )τ x  được biểu diễn dưới dạng 

chuỗi Fourier: 

        . . .1ˆ ˆ( ) ( ) , ( ) ( ) ( )i i i

V

e e e d
V

  



        
x x xF x F F F x F x x                         (7)  

trong đó  F  chỉ  ,per peru ε  và  τ( )x , còn  F̂  là biến đổi Fourier của các đại lượng này, đó là  ˆ,ˆ per peru ε  

và ̂ ;  , ( 0, 1, 2...)
j

j jk

j

k

n
n

a


     ξ e  (8),2 ja  là kích thước của phần tử đặc trưng  

Thay các biểu diễn dạng chuỗi Fourier của   ,per peru ε  và  τ( )x ở (7) vào phương trình (6) 

thu được  

           ˆ ˆ. :{ ( )} . ( )per i    ξ C ξ u ξ ξ ξ 0                                   (9)    

từ đó các trường  ˆ peru  và  ˆ perε  có thể xác định như sau: 

    0

0 0

ˆ ˆ. ( ) . ( ) ˆˆ ˆ ˆ, ( ) ( ) ( )ˆ ( )
. .

. ( )
. .

per per peri
i

 
       

ξ ξ ξ ξ
ε ξ ξ u ξ ξ Γ ξ ξ

ξ C ξ C ξ
ξ

ξ
u                     (10)  

trong đó  0 ( )Γ  là toán tử Green biến dạng tensor bậc bốn phụ thuộc môi trường đồng nhất  0C  

(xem Bonnet, 2007-[1])  được xác định bởi 

                                                 0

0
( )

. .




ξ ξ
Γ ξ

ξ C ξ
                                                                     (11)  

Từ đó thu được phương trình Lippman-Schwinger 

   0 0 0 0 0ˆ ˆˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) : ( ) ( ) ( ) : ( ( ) )* ( )              ε E Γ E Γ C C ε                                (12)  

Nghiệm của phương trình được tìm bởi sơ đồ lặp sau: 

 
1 0 0

1 0

ˆˆ ˆ( ) ( ) : ( ( ) ) ( ),

( ) ,

0

ˆ 0

i i

i 

    







    



 

 

ε Γ C C ε

ε E
                                         (13)  

Chú  ý  rằng  0 0· ( ) ( )i i  Γ C E E   với  0    xem  (Michel,  1999-[5]),  phương  trình  

(13) được viết lại dưới dạng sau: 

  
1 0

1 0

ˆˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) : ( )

ˆ 0,

, 0i i i

i

    







  





 

ε ε Γ σ

ε E
                                          (14)  

trong đó  ˆ ( )i σ   là biến đổi Fourier của  ( )i xσ . Liên hệ giữa trường ứng suất  σ  và trường biến 

dạng  ε  trong không gian Fourier được biểu diễn bằng biểu thức: 

                ˆ( )ˆ ( ) ( )   C εσ                                               (15)  

trong đó ký hiệu "*" là tích "convolution". Biến đổi Fourier của tensor đàn hồi bậc bốn: 
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      .( ) ( ) ( )i

V

e d I
 



  
xC C x x C                                        (16)  

với  , I C  lần lượt  là tensor mô đun đàn hồi, hàm dạng của pha  , ( )I   được xác định theo 

(Nemat-Nasser, 1999-[6]): 

              .1
( ) i

V

I e dV
V




   

x                            (17)  

Thay các biểu thức (15), (16) vào (14) thu được 

1 0

1 0

ˆˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ). ( )* ( ), 0

ˆ 0,

i i i

i

I 


     







  

 






ε ε Γ C ε

ε E
                                (18)  

Để xác định hệ số đàn hồi vĩ mô của vật liệu, phần tử đặc trưng có biến dạng vĩ mô  0E  cho 
trước. Khi quá trình lặp theo (18) hội tụ, ta có 

0( 0) *eff  σ C E                                  (19)  

trong đó  effC  là mô đun đàn hồi vĩ mô của vật  liệu. Từ đó rút ra thuật toán số để xác định mô 
đun đàn hồi của vật liệu nhiều thành: 

Bước i=1:  1 1 0ˆ ˆ( ) 0 0; (0)    ε ε E  

     1 1ˆ( ) ( )* (ˆ )   C εσ  

Bước i:  ˆ ˆ( ) và  ( )i i ε σ  đã biết 

     Kiểm tra hội tụ 

     1 0ˆˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) : ( )i i i     ε ε Γ σ  

     1 1ˆ( ) )*ˆ ( ( )i i    C εσ  

Kiểm tra điều kiện hội tụ được xác định bằng biểu thức sau: 

1( ) ( )
,

(

ˆ

ˆ )

ˆi i

i

 



 


σ σ

σ


‖ ‖

‖ ‖
với    là sai số cho trước ( 310 ) 

 

3. MỘT SỐ PHƯƠNG PHÁP XẤP XỈ 

Trong mục này giới thiệu một số phương pháp tính xấp xỉ và đánh giá cho mô đun đàn hồi 
thể tích vĩ mô (Keff) của vật liệu nền-cốt liệu tròn đẳng hướng trong không gian hai chiều với các 
ký hiệu: KI,  I , Iv là mô đun đàn hồi, mô đun trượt và tỉ lệ thể tích của pha cốt liệu. KM,  M , Mv  

là mô đun đàn hồi, mô đun trượt và tỉ lệ thể tích của pha nền. 
 

3.1. Xấp xỉ Maxwell (1892-[9]) 

        1( )eff I M
M

I M M M

v v
K

K K


 
  

 
                                         (20) 

3.2. Xấp xỉ Mori-Tanaka (1973-[4]) 

Xấp xỉ Mori-Tanaka khá nổi  tiếng và được áp dụng phổ biến trong kỹ thuật và kim  loại 
học. Trong không gian hai chiều, xấp xỉ Mori-Tanaka có dạng: 
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( ).eff
M I I MK K v K K                                (21) 

trong đó 
(1 )( )I I Mv K K







  
,  

4

3
M MK    

3.3. Xấp xỉ Dilute suspension (DS) 

Xuất phát từ kết quả tính hệ số đàn hồi vĩ mô của Eshelby (1957-[2]) cho cốt liệu có dạng 
ellipsoid trong vùng tỉ  lệ thể tích  Iv  nhỏ (các hạt cốt  liệu cách xa nhau),  trong trường hợp cốt 

liệu tròn phân bố thưa ( 1Iv  ), có thể tìm được xấp xỉ DS được biểu diễn dưới dạng [9]:  

       ( ).eff M M
M I I M

I M

K
K K v K K

K






  


                                           (22) 

3.4. Đánh giá Hashin-Strikman (HS bound) (1962-[3]) 

Hashin-Strikman (HS) dựa trên nguyên lý biến phân riêng đưa vào trường khả dĩ phân cực 
đã xây dựng được đánh giá trên (HSU) và dưới (HSL) cho hệ số đàn hồi thể tích vĩ mô của vật 
liệu nhiều pha (tỉ lệ thể tích mỗi pha là  v ) đẳng hướng trong không gian d chiều: 

2( 1) 2( 1)
( ) ( ),eff

min maxK K

d d
P K P

d d
 

 
                    (23)  

trong đó     * min
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

 

    


 

     
 
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4. KẾT QUẢ ÁP DỤNG VÀ SO SÁNH 

Trong mục này sẽ đưa ra kết quả tính toán FFT mô đun đàn hồi thể tích vĩ mô cho một số 
mô hình vật liệu đẳng hướng có cốt liệu dạng tròn trong không gian hai chiều và so sánh với các 
phương pháp xấp xỉ trình bày ở trên. Hàm dạng (17) cho cốt liệu tròn trong không gian hai chiều 
có thể tính được chính xác [7]: 

1( ) ( )
2

ki x

k

R
I J R e

S





  ξ

ξ
                        (24)  

Trong đó  1J là hàm Bessel loại 1, R là bán kính pha cốt liệu,  S là diện tích phần tử đặc trưng,  kx  

là tọa độ trọng tâm của pha cốt liệu   
Để minh họa cho các phương pháp trình bày ở trên, xét hai  loại vật  liệu hai pha cốt  liệu 

tròn (I) phân bố trong pha nền (M) có các thông số như sau: 
Vật liệu A:  1, 10M IK K  ,  0.5, 8M I    

Vật liệu B:  20, 2M IK K  ,   12 1M I    

Đầu tiên xem xét hai mô hình vật liệu (hình 1) có pha cốt liệu phân bố tuần hoàn dạng hình 
vuông (Square) và lục giác (Hexagonal). Do cốt liệu không chồng lấn nên tỉ  lệ thể tích cốt liệu 
chỉ có thể tăng đến một giới hạn nhất định.  Kết quả tính toán FFT và so sánh với các mô hình 
xấp xỉ khác được thể hiện trên hình 2 và 3. Từ hình vẽ cho thấy các phương pháp xấp xỉ ở trên 
chỉ áp dụng tốt với một số mô hình khi tỉ lệ thể tích pha cốt liệu nhỏ (0.1-0.3). Kết quả FFT luôn 
nằm trong biên trên và biên dưới của HS, trong khi đó các xấp xỉ khác có thể nằm ngoài đánh giá 
của HS. 
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Hình 2. Kết quả FFT và một số phương pháp xấp xỉ cho mô hình Square: 

vật liệu A (bên trái), vật liệu B (bên phải) 

Hình 1. Mô hình cốt liệu có cấu trúc tuần hoàn sắp xếp dạng: Square (bên trái), Hexagonal (bên phải) 

Hình 3. Kết quả FFT và một số phương pháp xấp xỉ cho mô hình Hexagonal:  
vật liệu A (bên trái), vật liệu B (bên phải) 
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Mô hình tiếp theo cho vật  liệu composite có pha cốt  liệu phân bố dạng ngẫu nhiên trong 
pha nền (hình 4). Kết quả FFT và so sánh thể hiện trên hình 5. Đây là trường hợp cốt liệu phân 
bố dày trong pha nền nên không sử dụng xấp xỉ DS, xấp xỉ Maxwell luôn trùng với một trong hai 
biên của đánh giá HS tùy thuộc vào thông số của pha nền và pha cốt liệu. Kết quả FFT cho mô 
hình này cũng nằm trong đánh giá của HS trong khi đó xấp xỉ Mori-Tanaka đã vi phạm đánh giá 
của HS. Như vậy có thể thấy được tính chính xác và hiệu quả của phương pháp FFT so với các 
phương pháp xấp xỉ được trình bày ở phần trên.  

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Hình 5. Kết quả FFT và một số phương pháp xấp xỉ cho mô hình Random:  

vật liệu A (bên trái), vật liệu B (bên phải) 

Hình 4. Mô hình vật liệu với pha cốt liệu phân bố hỗn độn (Random) trong pha nền 
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5. KẾT LUẬN 

Với cách tiếp cận dựa trên mô phỏng số FFT, bài báo đã xây dựng được thuật toán FFT 
và chương trình số sử dụng phần mềm Matlab để tính mô đun đàn hồi thể tích vĩ mô cho vật 
liệu  hai pha dạng  nền  -  cốt  liệu  tròn  sắp  xếp  tuần  hoàn  trong không gian  hai  chiều. So  sánh 
giữa kết quả mô phỏng số FFT và các phương pháp xấp xỉ khác cho thấy FFT luôn nằm trong 
đánh giá của HS trong khi các phương pháp xấp xỉ khác có thể nằm ngoài hoặc nằm trên biên 
của HS. Điều đó chứng tỏ mô phỏng số FFT cho kết quả chính xác và tin cậy hơn so với các 
phương pháp xấp xỉ khác.  
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