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AP DUNG DINH Li DIEM BAT DONG MONCH DE NGHIEN CUU
TINH GIAI BUGC CUA MOT LGP PHUONG TRINH VI PHAN
NGAU NHIEN TRUNG TiNH CO HIEU UNG XUNG

APPLY MONCH FIXED POINT THEORY TO STUDY THE SOLVABILITY FOR A CLASS
OF IMPULSIVE NEUTRAL STOCHASTIC DIFFERENTIAL EQUATIONS

TOM TAT
Trong bai béo nay, tac gia st dung dd do khong compact Hausdorff va dinh li
di€ém bt dong Monch dé ching minh su ton tai nghiém tich phan déi véi mot I6p
phuong trinh vi phan ngau nhién trung tinh c6 hiéu tng xung va chuyén dong
Brown bac phén s6 (fBm) vdi ntta nhém khdong compact trong khong gian Hilbert.
Tir khéa: Su ton tai nghiém, chuyén déng Brown béc phdn sé, dinh Ii diém bt
ddng Monch.

ABSTRACT

In this paper, author use the Hausdorff measure of noncompactness and the
Monch fixed point theorem to prove the existence of mild solutions for a class of
impulsive neutral stochastic differential equations driven by a fractional
Brownian motion (fBm) with noncompact semigroup in Hilbert spaces.
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1.DAT VAN DE

Gan day, van dé nghién ctu lién quan dén phuong trinh
vi phan ngau nhién véi fBm da dugc nhiéu tac gia nghién
clu, xem [1, 3, 6] va céc tai liéu tham khado trong dé. Tuy
nhién, cho dén nay cac phuong trinh vi phan ngau nhién
trung tinh véi hiéu Ung xung dugc diéu khién bai fBm véi
ntra nhém khéng compact trong khéng gian Hilbert van
chua dugc nghién ctu nhiéu. Vi vay, bai bao nay nghién
cliu su ton tai nghiém tich phan déi vai I6p phuong trinh vi
phan ngau nhién sau:

dix(t) — g(t,x )] =[Ax(t) + f(t,x,)]dt
+o(t)dBR(t),te J=[0, Tt = t,,

Ax(ty ) =l (xy )k =1,2,..,m, (M

Xo(t) = 0(t) e L*(Q,B,), a.e te (-»,0],
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trong d6, A la todn tl sinh cda mét nlfa nhém giai tich
(T(1))»o cac todn tl tuyén tinh bi chan trong khong gian
Hilbert X; Bg la mot fBm vdéi tham sé Hurst He (1/2,1);
g,f:JxB, > X la cdc ham thich hgp sé dugc xac dinh sau;
G day I, : B; = X(k=1,2,...m) la cdc ham bij chin va cac
thai gian c6 dinh t, thda man 0=t, <t, <..<t, <..<t, <T,
X(ty) va x(ty) la gigi han bén phai va bén trai cua x(t) tai
thoi diém t. Ax(t,)=x(t;)—x(t;) la budc nhdy cta ham
trang thai x tai thai diém t,, trong d6 |, xac dinh kich thudc
clia budc nhay thi k; ham tré x, : Q — B, dugc dinh nghia
bdi x,(0) =x(t+6) véi t=0 thudc khong gian pha B, sé
dinh nghia sau; dir kién dau ¢ = {¢(t): —o <t >0} la mot
ham F, - do dugc va la mét B, - qua trinh ngau nhién déc
lap véi fBm BY .

Cac phan tiép theo cla bai bdo dugc trinh bay nhu sau:
Phan 2, ta cung cdp mét s6 ky hiéu va khai niém can thiét;
Phan 3, ta thié€t 1ap mot s6 diéu kién du dam bao su tén
tai nghiém tich phan ctda hé (1) véi tham s6 Hurst
He(1/2,7); cubi cung la Phan két luan cac két qua dat
duogc cua bai bao.

2. KIEN THUC CHUAN BI

Cho X va Y la hai khéng gian Hilbert thuc tach dugc va
L(X, Y) 1a khong gian cac toan t tuyén tinh bi chan tir Y dén
X. Dé thuan tién, ta sir dung chung ki hiéu ||-|| 1a chuan
trong cac khéng gian X, Y va L(X, Y). Giad st (Q,F,P) la
khéng gian xac suat day du. Ki hiéu E(-) la toan ti ki vong
toan tuong Ung vai xac suat P. Toan ti khdng am, tu lién
hop dugc ki hiéu la Q e L(Y,Y). L% la khéng gian cdc ham

v eL(Y,X) sao cho yQVZ la todn ta Hilbert-Schmidt véi
chuén dugc dinh nghia bai
1
|7 (v.x, =1 1Q2 s = tr(rQr")
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Khi d6, y dugc goi la toan t Q-Hilbert-Schmidt tur Y
vao X.

Chuang ta nhac lai mét s6 kién thic co ban vé fBm va
tich phan Wiener d6i vai fBm. Xét mét khoang thai gian
[0, TI v&i T tuy y va cho B(t),tel) 1a chuyén déng Brown
phan s6 mét chiéu véi tham s6 Hurst H e (0,1). Diéu nay cé
nghia B" Ia mot qué trinh trung tdm Gauss lién tuc véi ham
hiép phuong sai:

Rues = BB OB" (6] (" 4[5~ t-sP)t s

Xét qua trinh Wiener W = {W(1),t €[0,T]} dinh nghia
bai W(t)=B"((K) "lg)- Khi d6, B" c6 biéu dién tich
phan Wiener sau: BH(t):I:KH(t,s)dW(s). G day nhan
Ky (t,s) cho bai

1
Ky(t,s) = cys?

1
2dt,t>s,

t 3
-H H-> h-
J.(r -s) 21

S
HH-T)
B(Q2-2HH —%)

vGi ¢y = va B la ham Beta.
Dé thay rang

oKy (t,s)
ot

Xét toan tir tuyén tinh K, : ® — 2([0,b]) , cho béi
aKH(t s)

el Wl
() 2(t-s) 7.

(Kox9) = [ 9t9) =)

Taco

(K;V[O,t])(s) =Ky(t, S)*V[O,t](s)-

Ky, 1a mot déng cu gitta ® va L2([0,b]) va c6 thé ma
rong dén khéng gian H.

Gia st day hai mat ciia mot fBm mot chiéu {BH (1)},
doc lap trén (Q, F,P) va xét chudi sau

D By, t=0.

n=1

O day {u,},y la cosd truc chudn day da trong Y. Chudi
trén khéng nhat thiét hoi tu trong khéng gian Y. Xét qua
trinh ngdu nhién nhan gia tri trong Y, B o (1) xacdinh béi

B (t) = ZB;' tH)Q"u, = z [o. B (tyu,,t>0.
n—1 n-1

Chudi nay hoi tu trong Y néu Q thudc I6p cac toan tu
vét khong am tu lién hgp. Ré rang, ta co Bg el2(Q,Y). Tai

thoi diém d6, BY o) 1a Q - hinh tru fBm nhan gia tri trong Y
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véi toan tir hiép phuong sai Q. Chdng han, néu {&,},y 12

day s6 thuc khong am bi chdn sao cho Qu,, =AU, , gia si

rang Q la toan ti hach trong Y (cu thé ZAn < o0), khi dé
n=1
qua trinh ngdu nhién

© 1 © 1
B (1) = D _BR(DQ2u, = > (%,)2Bl (), t 20,

n=1 n=1

dugc dinh nghia nhu mot Q - hinh tru fBm nhan gia tri
trong Y.

Cho ¢:[0,T]—L%(Y,X) sao cho

) 1
D K @Q2U) [ 1100 < 2

n=1

Pinh nghia 2.1. Cho ¢(s),s €[0,T] 1a ham s nhan gid
tri trong L%(Y,X). Khi d6, tich phan Wiener clia ¢ tuong
ung vai Bg dugc dinh nghia bai

[Loao=3[ o507,

n=1
0

n=1

1
(Ki (Ky; @Q2uy,))(s)dW(s),t > 0.

ot~

Luu y rang néu

0 1
Z” (PQZUn ”L”H([O,b];X) <o, 3)

thi (2) dugc thoa man,
L™ ([0,b]) = L, ([0,b]) .

diéu nay suy ra tu
BG dé 2.1. ([4]) V&i mdi ¢:[0,b] - LY(Y,X) sao cho (5)

thda man, va véi moi a,B €[0,b] v6i a>f,

B[ o(s)dB3(s) &

© 1
< cCHH-T)(o— B)* ZL 0(5)Q2u, 2 ds
n=1

1
& day c = c(H). Néu, them nita, Y [p(t)Q2u, | hoi ty
n=1

déu vai t €[0,b], thi

1 [ o(s)aB3(6) < cHEH-1e B [ 105) g 1

Trong bai bao nay, ta dinh nghia khéng gian pha B, .

Gid si v:(-o,0]—=>(0,0) la ham lién tuc Vi

0
I:j v(t)dt<ow. V6i >0, ta dinh nghia khong gian

Banach (B,.II- ”BV) nhu sau
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B, = {&:(~0,0] > X: (Ell&®) [?)"? 1a ham bi chan
0 21172
va do dugc trén [-t,0] va J. v(s) sup (B [1&(0)[*)"%ds < oo}
-0 s<0<0
vdi chuén
0 21172
l&lls,= [ vis) sup @I &@)[P)"2as.
-0 s<0<0
Va ta xét khéng gian
B = {x: (0, T] > X: X, € C(J,X),k =0,1,...,m,Ix(t;), x(t,)
VoI x(t) =x(t).k=0,1,....m,x, = € X (Q,B,)
(—o0,0]}
Ki hiéu ||- ”Br la ntia chuan trén B; dinh nghia bi

trén

Ixllg =lIxo llg +sup(BlIx(s)IF)",x e By .

sel
Bé dé 2.2. ([5]) Gid sU rang xeB;, khi dé vai
teJ,x, € B,.Hon nia

(B [1x(s) [P lx, [l <llxo lls, Hsup(BlIx(s)IF)"2,x e By
sel)

véi I=J.0 v(s)ds.

Tiép theo, cho A:D(A) — X (D(A): mién xac dinh cda
toan tur A) la toan t sinh cla mét nlra nhédm giai tich cac
toan tu tuyén tinh bi chan (T(t)),5, trén X. Gid st rang ton
tai hdng s6 M >1 va s6 thuc p sao cho || T(t) l< Me", véi
moi t>0.ta cling gia thiét rang (T(t)),», bichan déuva la
nlfa nhém giai tich sao cho 0 e §(A). G day 5(A) la tap giai
cta A. Khi dé, ta c6 thé dinh nghia (-A)® v6i 0 <a. <1, nhu
la mét toan ti tuyén tinh déng vasi mién xac dinh D(-A)®
tuong Ung véi chudn ||- || . Ki hiéu X, (0 <o <1) la khéng
gian D(-A)® v6i chuan |||, ta c6 b6 dé sau

B6 dé 2.3. [8] Gia sU c6 cac gia thiét trén

(1) Néu 0 < a <1, thi X,la mot khéng gian Banach.

(2) Néu 0 <B <o, thi phép nhung X, — Xp lién tuc.

(3) Tén tai hdng s6 M, > 0 sao cho véi moi 0<a <1,
taco

M
| ATl e 1> 0> 0.

Ti€p theo, ching téi gidi thiéu d6 do khong compact
Hausdorff a(.) dinh nghia trén cac tap con bi chan B cla
khéng gian Banach X xac dinh béi a(B)=infle >0;Bco «
lugi hiru han trong X.

Mét s6 tinh chat duoc liét ké trong BS dé sau.

Bé dé 2.4. ([2]) Cho X la khéng gian Banach thuc va
B,D = X la céc tap bi chan; khi dé cac tinh chat sau dugc
théa man:
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(1) B la compact yéu néu va chi néu a(B) = 0;

(2) aB) = a(§) =a(convB), véi B va convB tuong ting
la bao déng va bao 16i clia B;

(3) a(B)<a(D) khiBcD;

(4) a(B+D)<a(B)+ (D), VvSi B+D={x+y;xeB,y eD};

(5) a(BuUD) < max{a(B),a(D)};

(6) ol(AB) <A | ou(B), v8i mbis6 thuc \;

(7) Néu WcC(o,T]) la tap bi chan, khi do
a(W(t) < a(W) v6i moi te[0,T], véi W(t)=fu(t):ueWc Y.
Hon nira, néu W la dong lién tuc trén $[0,T]S thi t - W(t)
lién tuc trén [0,T], va a (W) = sup{W(t):t[0,T]};

(8) Néu W < C([0,T];X) bichan va dong lién tuc, khi d6
t = a(W(t)) lién tuc trén [0,T], va

t t
aU' W(s)dsj sJ' a(W(s))ds véi moi te[0,T],
0 0

véi J.OtW(s)ds = {J.Otu(s)ds ue W};

(9) Cho {u,};" la day ham kha tich Bochner ti J t6i Y véi
lu,(®)llci(t) hau khdp tel va moi n>1, & day
M(t) LU, R™), khi d6 ham w(t) = a({u}2,) eL(,RY) va
thda man

a[{jot u,(s)ds:n= 1}) < ZJ.Ot y(s)ds.

Véi d6 do clia s6 hang tich phan ngiu nhién, ta c6 BS dé
sau. Day la B6 dé quan trong dé ching minh két qué cla
nghién cuu.

Bé dé 2.5. Néu W c C([0,t];L3(V,X)),» la mot qua
trinh Winer, khi dé

O‘Uot W(s)dw(s)j <JTa(W()),

g day

Lt W(s)da(s) = Jot u(s)da(s) : véi moi ue W, t [0,T]

B& dé 2.6. Gia si rang D la mét tap 16i déng cla X,

0eD.Né&uanhxa ®:D— X lién tuc va thudc kiéu Monch
nghia la, ®© théa min McDM dém dugc,
Mca({O}ud)(M)):!\_/l compact, khi d6 ® c6 diém bat
dong trong D.
3.SU TON TAI NGHIEM

Trong phan nay, sé trinh bay va chiing minh su ton tai
nghiém tich phan cda (1). Trudc tién can dua ra khai niém
nghiém tich phan cda bai toan da néu.
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Pinh nghia 3.1. X - quad trinh ngau nhién
{x(t),t € (-0, T]} dugc goi l[a mot nghiém tich phan cda
(1), néu

(i) x(t) do dugc, F - tuong thich;

(ii) VGi t € (=o0,0], x(t) = d(t) ;

(i) V&i mbi 0<t<T,x(t) théa man dang thuc tich
phan sau:

x(t) = T(H[$(0) —g(0, d(0)] +g(t, xt)

t t
+ J AT(t—s)g(s,xS)ds+j T(t-s)f(s,x, )ds
0 0

t H
+ > T(t—tk)lk(xtk)+jo T(t—s)o(s)dBY (5).
Oo<t, <t

Trong phan ti€p theo, st dung cac gia thiét sau:

(H1) A la todn tu sinh cla mot nifa nhém gidi tich
(T(t))1»o CAc todn tl tuyén tinh bi chan trén X, thdéa man
0 € p(A).TUBG dé 2.3, ton tai cac hdng s6 M,M,_j; sao cho
Ml_ﬁ

T M va AP Tl e

,tel
(H2) Ham o:J—>L%(V,X) théa man

t
0 [ lloes) [, ds <o, vte,
0 Q

(i) ZH GQVZUn |||_2([O,T];X) <%

n=1

(iii) ZH 5Q"%u, lly, hitu déuvsi tel.

n=1

(H3)Ham g:JxB, — X théa man

() g la ham lién tuc va ton tai cac hang sé
0<B<1Ly>0, sao cho ham g nhan gia tri trong X; va
théa man

APt ) - AP gty IP<Lg I x-yli .

APt P<L xR ),

véimoi x,y e B, va tel.

(i) Ton tai mot ham duong |, e L'(J,R"), sao cho véi
moi tap bi chan Q, B, théa man

oc((—A)Bg(t,Qﬂ)Slg(t) sup a(Q,(0)),Q" =suply(t).
0e(~o0,0] te)
(H4) Ham f:Jx B, — X théa mén
(i) V&i méi x € B,,f(-,x):J— X do dugc véi méi tel,
f(t,): B, > X lién tuc.
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(i) Ton tai ham lién tuc m¢:J— R* va mot ham lién

tuc, khong  gidm g, R —(0,%0) cho

1t %) P < me (el x ”%&V )

Sao

(iii) Tén tai ham duong | eL'(J,R") sao cho, v6i méi
tap con bichan Q, € B, :
alf(t,x) <1 () sup c(Q,(60)).

0e(—o0,0]
(H5) Ham lién tuc |, : B; — X, théa man

(i) Ton tai L, >0,k =1,2,...,m sao cho v&i mdi x,y € B;

m
va ZLk < oo
k=1

0=k IP< L Ix=y 3 va [l ©)l=0.

(i) Ton tai I, > 0,k =1,2,...,m sao cho véi mdi tap con bi
chan Q; c B;

all (Q3)) <l sup a(Q;(6)).

0e(—0,0]

M2 T2 N
24 AP P Ly + 2t emim 2 L P
(H6) 2B-1 k=1
t
+6TMZI m¢(s)ds lim sup\vf—w)d
0 {—0 YA
Pinh li 3.1. Néu cac gia thiét (H1)-(H6) dugc thoa man
thi hé (1) cé it nhat mét nghiém tich phan trén (-0, T] v6i

., M TP
l-A)PllQ +2%II ly IIU(J’RW

m
+MT (e [y g +MZ|k <.
n=1

Chirng minh
Xéttoan tu I': B; — B; dinh nghia bdi

o), t e (—0,0]
TMO[$(0)~9(0, (0] +9(t, x,)

r =
xH=) [ ATe-s)ots x s [ Te-s)f(s x, )
0 0

£ Ttk (%) +J'; T(t—s)o(s)dBy (5), t € J

O<t, <t

DPé chiing minh sy ton tai nghiém tich phan cta (1), ta
can chimg minh T' c6 diém bat déng.

Xét BY ={y:yeB,y, =0}, véiméi y e BY, dinh nghia
chuan
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”2)1/2 ”2 )1/2 .

||y|| o=l yo ll5, +sup(E [l y(s =sup(E || y(s)

se) sel
Khi do, (BY,I|- ||B$) la mét khong gian Banach. Vi méi
r>0,xét B ={yeB {y II;? <r}, khi dé B, la tap 16i dong

va bj chan trong B?.V&imdi y B, , ta cé

Iy +0c 5 <4P@+M |60) )+ 41§l =r (6)
P _ ¢(t)>t € (_°O> 0]
vei ¢(t) _{ T(t)6(0), t e J

Bay gid ta dinh nghia toan tir @ : B? - B? bai
0, te(—0,0]
T(O[-900. 001+ gty +6;)

oytr—d j’; AT(t—S)o(s,y, +b,)ds+ j’; T(t—s)f(s.y, +4,)ds -

£ Tty +b)+ J:T(t—s)c(s)dsg(s),t e

O<t, <t

R& rang, viéc chiing minh toan ti T c6 diém bat dong
tuong duong vdi viéc ching minh toan ti ® c6 diém bat
déng. Pé dé doc han, tac gid chia chiing minh thanh cac
budc nhu sau.

Budc 1: Ton tai s6 thuc dudng r sao cho ®(B,) — B, . Gia
st ngugc lai réng ®(B,) ¢ B, , khi d6 v&i méi s6 thuc duong
r,tén tai ham y" € B, nhung ®(y") ¢ B, , diéu nay suy ra tén
tai t=t(r) e LE || (®y")(t)|*>r. Thucté, taco
r<BEll(@y")®) P < 6Bl T(t)[-9(0, o] I

~ t ~
+6E | g(t.y;+d0 P +6E | [ AT(t-5)g(s.y, +d,)ds I
t ~
+68 | | T(t-)f(s.y, +d)ds (8)

+6B[ D Tt=th (v, +b,) I

o<ty <t
R Ho 2o 5
+ 6B jo T(t—s)o(s)dB (s) |P:= ;Ji
Strdung B dé 2.1 va cac gid thuyét (H1)-(H5) ta c6
J =6E [ T0)[-g0.000)] P<6M [(-A) P [P L+ N0 ) 9

J, =6E [ g(t.y; + o) <6 (-AY P IP Ly(1+1) (10)

3, =68 || [ (AP T-)-AP oG5,y +do)ds P
an

M2 28
<6————L_ (1+r'
zs— g(+1)
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t A
J, =6E|| JO T(t—s)f(s,y, +,)ds P

2 t r
<6TM J'O me ()¢ (F)dis

m
Js=6B [l D" T(t-tl(yy, +d,) IP<6Mm> L (13)
o<t <t k=1
t
Js =6E| | T(t-s)a(s)dBR(s) I
6 =6B | T(t-s)o(s)dBG (s

<6cM?HH- 1T sup [la(s)

0<s<T
TU cac bat déng thuc (9)-(14), suy ra
6 M2 T
r<> <6l ll-A P IP L+
P

Lg(1+||¢||év )+6l(-A)PIP L,

B U +M2mZ|—k
k=1
+6M? [|(-A) P P
2 TZB
+6—L 1 +6cMPHRH-DT* sup [|o(s) [,
B §

-1 0<s<T
t
+6TM? .[o mg () (r)ds.

Chia hai vé ctia (15) cho r va cho r — +oo, biét rang

o APO+M (90 )+4l9l
lim—=Ilim v
r-w r—oo r

=42,

Taco
2
M] B

L +M2mZL

e (0)

s)ds lim sup J >1.

24 l-A) PP Ly +

+6TM? I me(s

/—0

Diéu nay mau thuan véi (H6). Do dé, tén tai s6 thuc
duang r sao cho ®(B,) B, .

Budc 2: Toan tu @ lién tuc trong B, . Diéu nay suy ra tu
tinh lién tuc chia cac ham g, f va cdc ham |, va dinh li hoi tu
troi Lebesgue.

Budc 3: Toan tir d(B,) la déng lién tuc trén J.

Dé thdy réng ham {®y:yeB,},t=0 la déng lién tuc.
V&i 0<t, <t, <T,t,t, €J va y B, nh cac gia thiét trén,
taco

6F [| Dy(t,) - Dy (t) IP< 6(Q" B T(t,) - T(ty) IP

+6E [ g(t, Y, T (IA)tz —9(ty,yy, + &)q )i
+12E j(: A PIT(t, =)= T(t ~9)-AP oG5,y +,)ds [P

t, .
+12E | J't AT(t, —$)g(s,y, +,)ds |2
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t, R
+12E || J' [Tty =9)=T(t,=9)] f(s.y, +,)ds P

t, . )
+12E | L T(t, —s)f(s,y, +,)ds |

6B [T(t, ) =Tt — )] he(yy, +6) P
k=1

+12E|| j; [T(t, —s)—T(t, —s)15(s)dBR (5) I

6
112E || j T(t, —5)o(s)dB (5) [P 0
t1

khi t, > t,.Suyra {®y:yeB,} latap dénglién tuctrén J.
Budc 4: Ta kiém tra diéu kién Monch dugc théda man.
Xét tap khac réng, bichan W' B? va y,,y, e W".

Ta c6: d(Dy, (1), Dy, (1) = d(Dy, (1), Dy, (1))
suy ra a(Dy (1)) = a(Dy(t),y e W'

Cho D c B, la tap dém dugc va D = co({0} U ®(D)). Bay
gi¢, ta chiing minh o.(D) = 0. Khdng mat tinh téng quat, ta

gid st rang D={y"};,. Nhd Budc 3 ta thdy
D c co({0} U (D)) I3 déng lién tuc trén J.
Theo BS dé 2.4 va cac gia thiét trén, ta c6
a(@fy" (D) = (D" (D)
M,_ TP
-B * 1-B
AP lIQ +2 g lhs s 2y
< N a({y" (O}ne)
AMT Il ey +MD K
n=1
=M a({y" (D),
véi
* -B * M1_BTB
M =l (AP Q" +2 11 IIU(J’W)

m
AMT [l ey MYl <1
n=1

Do dé, suy ra
(D) < a(co({0} U D(D))) < M"a(D).

Diéu nay ching té a(D) =0, D la tap compact tuong doi.
Nh& BS dé 2.6, ta thay rang ® c6 diém bat dong trén D.
Binh li dugc chiing minh.

4, KET LUAN

Két qua chinh cuta bai bao nay la s&t dung cac kién thuc
lién quan dén giai tich ngau nhién, d6 do khéng compact
va nguyén i diém bat dong Monch dé ching minh sy tén
tai nghiém tich phan cda bai toan (1).
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