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Tóm tắt 

Trong bài viết này, chúng tôi mô tả cấu trúc của môđun cyclic trong đại số đường đi Leavitt 

sinh bởi các phần tử trong đồ thị cảm sinh. 
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Abstract 

In this paper, we describe the structure of the cyclic module in the Leavitt path algebra 

generated by elements in the original graph. 
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1. Mở đầu 

Cho một đồ thị (trực tiếp) E  và một 

trường số ,K  Abrams và Aranda Pino (2005) đã 

giới thiệu lớp đại số đường đi Leavitt ( )KL E  

cảm sinh từ đồ thị .E  Lớp đại số này là mở rộng 

của đại số Leavitt (1, )KL n  (Leavitt, 1962). Sau 

đó, Abrams (2015) đã chỉ ra lí do đại số đường 

đi Leavitt trở thành một trong những đối tượng 

được quan tâm không chỉ bởi nhiều nhà đại số 

mà còn có cả những nhà giải tích.  

Trong lý thuyết môđun, người ta quan tâm 

đến bài toán mô tả cấu trúc của môđun hoặc 

cấu trúc của môđun con. Theo hướng nghiên 

cứu này, có hai lớp môđun đóng vai trò nền 

tảng là môđun đơn và môđun cyclic. Một 

môđun đơn là môđun không có cấu trúc con 

thực sự và môđun cyclic là môđun có hệ sinh 

chỉ gồm một phần tử. Abrams và Aranda Pino 

(2005) đã đưa ra tiêu chuẩn trên đồ thị E  để 

( )KL E  là môđun đơn. Khi ( )KL E  không là 

môđun đơn, chúng ta có thể mô tả các môđun 

con đơn của nó hay không? Đây là công việc 

tương đối phức tạp và để bắt đầu, chúng ta 

phải xem xét cấu trúc các môđun con cyclic.   

Đại số đường đi Leavitt của đồ thị có 

hướng có tập sinh là tập các đỉnh và các cạnh 

của đồ thị. Một cách tự nhiên, trong bài viết 

này chúng tôi mô tả cấu trúc của môđun cyclic 

trong đại số đường đi Leavitt sinh bởi các cạnh 

và các đỉnh của đồ thị ban đầu. 

2. Đại số đường đi Leavitt và môđun cyclic  

Trong phần này chúng tôi nhắc lại một số 

khái niệm về đồ thị trực tiếp và đại số đường 

đi Leavitt. 

Một đồ thị 0 1( , , , )E E E s r  là một bộ bao 

gồm hai tập hợp 0E  và 1E  và hai ánh xạ 
1 0, : .r s E E  Các phần tử của 0E  được gọi là 

các đỉnh và các phần tử của 1E  được gọi là các 

cạnh. Đối với mỗi cạnh e  trong 1,E   s e  được 

gọi là điểm đầu của e  và  r e  được gọi là 

điểm cuối của .e  Đồ thị E  được gọi là hữu hạn 

nếu các tập 0E  và 1E  là các tập hữu hạn phần 

tử.
 
Trong bài viết này, ta chỉ xét những đồ thị 

hữu hạn. 

Một đường đi trong một đồ thị E  là chuỗi 

các cạnh 
1 2... np e e e  sao cho 

   1i ir e s e 
 
với mọi 1,2,..., 1.i n   

Trong đồ thị ,E  một đỉnh v  được gọi là 

đỉnh dìm nếu như  1s v   và v  được gọi là 

gốc nếu như 1( ) ,r v   nếu v  không phải là 

ngọn th  được gọi là đỉnh ch nh quy.  

Cho một đồ thị trực tiếp 0 1( , , , )E E E s r  

và một trường bất k  ,K  đại số đường đi 

Leavitt ( )KL E  của đồ thị E  với hệ tử trên K  

là một K -đại số sinh bởi tập 0E  và 1,E  cùng 

với tập cạnh ảo * 1{ | },e e E  thỏa mãn các điều 

kiện sau với mọi 0,v w E  và 1 :,e f E  

(1) , ,v wvw w  (  là kí hiệu Kronecker); 

(2) ( ) ( )s e e e er e   và * * *( ) ( );r e e e e s e   

(3) *

, ( );e fe f r e  

(4) 
1

*

( )e s v

v ee


   với mọi đỉnh chính quy .v  

Cho M  là một môđun trên vành R  (trong 

bài viết này, mọi môđun đều được hiểu là 

môđun trái). Nếu M có hệ sinh chỉ gồm một 

phần tử th  M  được gọi là môđun cyclic (trên 

vành R ). Một môđun khác 0 được gọi là 

môđun đơn nếu chỉ có các môđun con tầm 

thường (là 0  và chính nó).  

3. Kết quả chính 

Trong phần này, chúng tôi mô tả cấu trúc 

của môđun cyclic trong đại số đường đi 

Leavitt sinh bởi các cạnh và các đỉnh của đồ 

thị ban đầu. 

Định lí 1. Cho 0 1( ; , , )E E E r s  là đồ thị 

hữu hạn với K là trường bất kì. Khi đó với mọi 

cạnh 1f E  mà   1 0,s r f   ta có: 

 
  

 
1

.


 K K
e s r f

fL E feL E
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Chứng minh. Trước tiên ta chứng minh 

  
   

1

0 .K
e s r f

feL E


  

Gọi     1 *

1,..., , .ns r f e e n    

Giả sử 
  

 
1

K
e s r f

feL E


  suy ra 

 1,..., n KL E    để 

1 1 2 2 ... .n nfe fe fe              (3.1) 

Nhân *f  vào bên trái, ta có 

  1 13.1 ... .n ne e               (3.2) 

Nhân *

1e  vào bên trái,   13.2 0 ... 0.     

Suy ra 0   hay 
  

   
1

0 .K
e s r f

feL E


  

Tiếp theo, ta chứng minh 

   
  1

.K K

e s r f

fL E feL E


   

Lấy bất kỳ  Kx fL E  suy ra  KL E   để 

 

  

  

 
  

1

1 1

*

*

.

  . .

 .

 .











 



 







 



 

e s r f

K

e s r f e s r f

x f

f r f

f ee

fee feL E

 

Cuối cùng, ta chứng minh 

 
  

 
1

.K K

e s r f

feL E fL E



 

Lấy bất kỳ  
  1

K

e s r f

x feL E


   suy ra  ,e KL E   

  1e s r f  để 

 
  

  

 

1

1

,

.

e e K

e s r f

e K

e s r f

x fe L E

f e fL E

 











 

 
  
 
 




 

Định lí 2. Cho 0 1( , , , )E E E r s  là một đồ 

thị hữu hạn và  là một trường. Khi đó với 

mọi 0v E  không là đỉnh dìm ta có  

 
 

   
1

.K K

e s v

vL E r e L E


   

Chứng minh. Xét hai tương ứng 

 :  
 

   
1

K K

e s v

vL E r e L E


   

 1

*

e s v

v e 


  

 

     

 
   

1

1 1

.

: K K

e s v

e s v e

e

s v

e

r e L E

er

L E

e

v









 



 



 
 

Trước tiên ta chứng minh 
 .KvL E

id   

Lấy bất kỳ  KL E ta có   

    

 1

*             

    

 




 
  

 
 


e s v

v v

e
 

 
 1

*.
e s v

r e e 


 
  

 
 
  (điều kiện (2)                 

trong định nghĩa) 

            
 1

*.
e s v

e e 


   

            v  (điều kiện (4) trong định nghĩa). 

Tiếp theo ta chứng minh 
 .KvL E

id   Lấy 

bất kỳ  
   

   
11

K

e s ve s v

ex ELr e r e
 

    

 

    

 1

           

  

 




 
  

 
 


e

e

s v

x x

e
 

           
 1

.
e s

e

v

ve 


 
  

 
 
  (điều kiện (2) trong 

định nghĩa) 

  
 1

.
v

e

e s

v e 


   

    
  1 1

*.
e s v e s v

ee e
  

    

     
 1e s v

er e x


   (điều kiện (3) 

trong định nghĩa). 

Ta kiểm tra   là đồng cấu: 

   
 1

*

e s v

v v e      


    

               
 1

* *

e s v

e e 
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   1 1

* *

e s v e s v

e e   
  

    

                  .v v      

Trong đó ,   và  ., KL E    

Cuối cùng, ta kiểm tra   đồng cấu: 

    
 1

e e

e s v

x y r e     


 
   

 
 
  

           

 
 1

e e

e s v

e  


 
 

           
   1 1e s v e s v

e ee e   
  

    

              .x y    

Trong đó ,   và  

   1 1

, .
e

e

e s v s v

ex e y e 
  

    

4. Kết luận 

Trong trường hơp vành R  là một trường, 

ta dễ thấy mọi môđun cyclic trên R đều là 

môđun đơn. Nhưng nếu R  không là trường th  

kết luận trên không còn đúng. Bài viết đã chỉ 

ra điều đó trong trường hợp đại số đường đi 

Leavitt.   
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tài nghiên cứu khoa học sinh viên Trường Đại 
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