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TÓM TẮT 

Bài báo này đề cập đến bài toán Dirichlet cho một phương trình sóng phi tuyến chứa các 

số hạng đàn hồi nhớt và Balakrishnan-Taylor trong miền một chiều. Sử dụng phương pháp 

xấp xỉ tuyến tính kết hợp với phương pháp Faedo-Galerkin và phương pháp compact, sự tồn 

tại duy nhất nghiệm yếu địa phương trong một không gian hàm thích hợp được thiết lập. Ngoài 

ra, một khai triển tiệm cận của nghiệm yếu theo một tham số bé   đến cấp 2 cũng thu được cho 

bài toán tương ứng với số hạng nguồn và số hạng Balakrishnan-Taylor có chứa tham số .  

Từ khóa: Phương trình sóng phi tuyến, Balakrishnan-Taylor, đàn hồi nhớt, phương pháp 

Faedo-Galerkin, tồn tại nghiệm địa phương, khai triển tiệm cận. 

1. MỞ ĐẦU 

Trong bài báo này, nhóm tác giả bàn luận đến một bài toán Dirichlet cho phương trình 

sóng phi tuyến chứa các số hạng đàn hồi nhớt và Balakrishnan-Taylor như sau 
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trong đó 0   là một hằng số, 10, , , ,f ug u  là các hàm cho trước thoả mãn các điều kiện 

mà chúng ta sẽ chỉ ra sau. Trong (1), số hạng phi địa phương 

( ) ( ) ( ) ( )
1

0
, , ,x xt x xtu t u t u x t u x t dx=   chứa trong hàm phi tuyến ( ) ( )( ), ,x xtt u t u t  

được các tác giả A.V. Balakrishnan và L.W. Taylor nghiên cứu lần đầu tiên vào năm 1989 

(xem [1]). 

Chúng ta biết rằng, lý thuyết về các bài toán biên cho phương trình đạo hàm riêng là một 

trong những lĩnh vực quan trọng của toán lý thuyết và áp dụng. Các bài toán này xuất hiện rất 

nhiều trong vật lý, cơ học, sinh học, hoá học,… và đã được nghiên cứu một cách rộng rãi bởi 

nhiều nhà toán học. Quá trình tìm kiếm lời giải cho các bài toán này một mặt góp phần thúc 

đẩy sự phát triển các ý tưởng toán học trong nhiều lĩnh vực khác nhau của khoa học kỹ thuật 

và đời sống, mặt khác góp phần phát triển nhiều kết quả lý thuyết của toán học. Nghiên cứu 

sự tồn tại nghiệm và các tính chất nghiệm của phương trình sóng phi tuyến là một trong những 
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chủ đề đã và đang được quan tâm nghiên cứu sâu rộng bởi nhiều nhà khoa học khác nhau. 

Chẳng hạn, một trong những kết quả cổ điển nhất được nghiên cứu bởi D'Alembert vào năm 

1747, xuất phát từ việc nghiên cứu các dao động bé của một sợi dây đàn hồi với hai đầu cố 

định, tác giả đã thiết lập mô hình toán học như sau 

2 ,tt xxu c u=  

trong đó 
2c  là một hằng số dương, ( ),u x t  là độ lệch của sợi dây so với vị trí cân bằng tại 

điểm x  và ở thời điểm t . Một phương trình khác dưới đây tổng quát hơn đã được thiết lập bởi 

Kirchhoff vào năm 1876 (xem [6]) 
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trong đó ( ),u x t  là độ lệch của sợi dây so với vị trí cân bằng, L  là chiều dài sợi dây, h  diện 

tích thiết diện, E  là module Young của vật liệu cấu tạo sợi dây,   là khối lượng riêng, và 0P  

là lực căng ban đầu. Phương trình này là nới rộng của phương trình sóng cổ điển D'Alembert 

mà có xem xét đến ảnh hưởng của sự biến đổi chiều dài của sợi dây trong quá trình dao động. 

Năm 1945, khi mô tả dao động của một sợi dây đàn hồi có kể đến lực căng có thay đổi nhỏ, 

Carrier [6] thiết lập phương trình dạng 

( )2

0 1
0

( , ) 0.
L

tt xxu P P u y t dy u− + =  

Tiếp nối các kết quả cổ điển trên, cho đến nay các bài toán liên quan đến phương trình 

sóng phi tuyến liên kết với các điều kiện biên và điều kiện đầu khác nhau vẫn được nghiên 

cứu rất rộng rãi bởi nhiều nhà toán học khác nhau. Các bài toán biên này xuất hiện trong các 

mô hình mô tả các hiện tượng trong cơ học, vật lý như: mô tả dao động của một vật đàn hồi 

với các ràng buộc phi tuyến ở bề mặt và tại biên, hoặc mô tả sự va chạm của một vật rắn và 

một thanh đàn nhớt tựa trên một nền đàn hồi nhớt, hoặc mô tả sự lan truyền của sóng điện từ 

cao tần số trong môi trường điện môi phi tuyến. 

Đối với phương trình sóng chứa số hạng tắt dần Balakrishnan-Taylor ( ), ( )tu t u t  , 

phương trình gốc của nó ban đầu được đề nghị bởi Balakrishnan và Taylor vào năm 1989 [1]. 

Họ đã thiết lập một mô hình mới cho các cấu trúc bay với giảm xóc phi tuyến và phi địa 

phương trong trường hợp một chiều 
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      (2) 

với ( ),u u x t=  là độ võng ngang của thanh có chiều dài 2L  khi ở vị trí cân bằng, 0   là 

khối lượng riêng, E  là module Young, I  là mômen quán tính mặt cắt ngang, H  là lực dọc 

theo trục (lực kéo hoặc độ nén), A  là diện tích mặt cắt ngang, 0c   là hệ số giảm chấn nhớt, 

0   là hệ số tắt dần Balakrishnan-Taylor, 
1

0 1,0
2

      và N . Phương trình (2) 

cũng liên quan đến phương trình dao động của bản và bài toán lan tỏa được Bass và Zes nghiên 

cứu trong [2]. Sau đó việc mở rộng mô hình toán của nó được nhiều nhà khoa học quan tâm 

nghiên cứu [3, 4, 8, 11-15, 17, 23, 26-29] và một số tài liệu trong đó. 

Năm 2010, Zarai và Tatar [31] đã nghiên cứu sự tồn tại nghiệm toàn cục và tắt dần đa 

thức của bài toán sau 
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                  (3) 

trong đó   là một miền bị chặn trong ( ), 2N N   có biên Γ đủ trơn, và 
0 1, , 0, 1p    

là các hằng số, 
0 1, ,g u u  là các hàm cho trước. Ở đây, tính tắt dần đa thức của nghiệm được 

nghiên cứu liên hệ với hàm g thoả điều kiện ( ) ( )( )
1

1
pg t g t

+
  − , với ξ là hằng số dương. 

Năm 2011, trong [28], các tác giả này cũng nghiên cứu được tính tắt dần mũ của nghiệm yếu 

bài toán (3) ứng với điều kiện ( ) ( ) , 0g t g t   −  . Sau đó, Mu và Ma [23] mở rộng các 

kết quả này bằng việc chứng minh rằng nếu hàm g  thoả điều kiện ( ) ( ) ( )g t t g t  −  với 

( )t  là hàm dương và không tăng thì năng lượng tắt dần tổng quát. 

Năm 2020, Tavares và các cộng sự [29], đã xem xét phương trình với tắt dần 

Balakrishnan-Taylor và ma sát như sau 
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2
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q

tt t t tu u u u u u u u u f u h   
− +  − +  +    + + =

  
  (4) 

với ( ),x t +  trong đó ( ), ( , ) ( , )t tu u u x t u x t dx


 =    và   là một miền bị chặn 

trong ( ), 2N N   có biên đủ trơn liên kết với điều kiện biên Dirichlet-Newman 
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u

u x t x t
n
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 trong (0, ) + . Bằng cách sử dụng 0C - nửa nhóm, các tác giả đã 

nghiên cứu tính đặt chỉnh và sự tác động theo thời gian lớn đối với nghiệm bài toán. 

Trường hợp bài toán một chiều mà số hạng Balakrishnan-Taylor xuất hiện trong hàm phi 

tuyến   và nguồn f  có dạng tổng quát hơn, năm 2020, Ngọc và các cộng sự [24] đã khảo 

sát bài toán sau 
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trong đó 0   là một hằng số, các hàm 10 , , ,fu u   cho trước. Bằng cách sử dụng phương 

pháp xấp xỉ tuyến tính kết hợp với phương pháp xấp xỉ Faedo-Galerkin và phương pháp 

compact yếu, các tác giả đã chứng minh bài toán có duy nhất nghiệm yếu địa phương. Ngoài 

ra, khi xem xét bài toán (5) ứng với ( ) ( )
2

( ) ( ), ( )x x xtB u t u t u t = +   và hàm 

( ) ( )1 ,tf u f u F x t= − + + cùng với một số điều kiện phù hợp, tính tắt dần của nghiệm với 

tốc độ hàm mũ khi thời gian đủ lớn được thành lập bằng phương pháp phiếm hàm Lyapunov. 
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Một vấn đề khác cũng đáng quan tâm là khai triển tiệm cận của nghiệm bài toán nhiễu 

theo một tham số bé [18-21, 25, 30]. Giả sử nghiệm của bài toán biên phi tuyến ( P ) nào đó 

phụ thuộc vào một tham số bé , 1   , là một hàm số theo ba biến ( ), ,x t : 

2( , ) ( , , ),  ( , ) ,  1.u u x t u x t x t Q  = =     

Giả sử rằng, với ( ),x t Q  cố định, ta có thể khai triển Maclaurin hàm ( ), ,u x t   

đến cấp 1N +  như sau 

                 1
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1
( , , ) (0, , ) ( , , , ),
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kN
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Nk
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u
u x t x t R u x t

k
   



+

=
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                                 (6) 

trong đó 
1 ( , , , )N

NR u x t +
là phần dư trong công thức Maclaurin. Nếu trên một không gian 

X  gồm các hàm trên Q  với chuẩn 
X

 , ta có được đánh giá 

                             ,  ( , , ) ,  khi N NX
R u C    đủ bé,                                                     (7)                    

trong đó, 
NC  là một hằng số độc lập với  , từ (6) và (7), ta có 
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 khi   đủ bé,                                    (8) 

tức là ta có xấp xỉ 
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( , , ) (0, , )
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kN
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k
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u
u
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=


    


 , khi   đủ bé,                (9) 

theo nghĩa (8). Nhưng điều khó khăn ở đây là chúng ta không thể có được công thức tường 

minh của nghiệm đúng ( ), ,u x t , do đó chúng ta không thể tính được ( )0, ,u x t  và các giá 

trị các đạo hàm (0, , )
k

k

u
x t






 từ nghiệm đúng ( ), ,u x t  để thu được xấp xỉ (9). Để vượt qua 

khó khăn này, các tác giả thường phải xác định các hàm ( , ), 0,1, ,kU x t k N= bằng một 

cách khác, độc lập với   sao cho ta có 

          
1

0

( , , ) ( , )  ,  khi 
N

Nk

k N

k X

u U C   
+

=

  −    đủ bé,          (10) 

trong đó, 
NC  là một hằng số độc lập với  . 

Trong báo cáo này, nhóm tác giả kế thừa các phương pháp và kỹ thuật xem xét trong bài 

báo [24] để thiết lập định lý về sự tồn tại và duy nhất nghiệm yếu địa phương cho bài toán (1). 

Trong trường hợp hàm ( ) ( )( ), ,x xtt u t u t  =  và hàm nguồn vế phải có dạng 

( ) ( )0 1, , ,f f x t f x t u= +  với   là một tham số bé, với các ý tưởng như trong các nghiên 

cứu [18-21, 25, 30], chúng tôi thiết lập một khai triển tiệm cận của nghiệm yếu theo tham số 

bé này đến cấp 2. 
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2.  CÔNG CỤ 

Đặt Ω = (0,1). Chúng ta bỏ qua các định nghĩa của các không gian hàm thông thường và 

ký hiệu chúng bằng bởi các ký hiệu ( )( ), .p p m mL L H H=  =   Ký hiệu 〈⋅,⋅〉 là tích vô hướng 

trong 
2L  hoặc cặp tích đối ngẫu của một phiếm hàm tuyến tính liên tục với một phần tử của 

không gian hàm. Ký hiệu  chỉ chuẩn trong 
2L  và 

X
 là chuẩn trong không gian Banach 

X. Ta gọi X   là không gian đối ngẫu của X . Ta ký hiệu ( )0, ; ,1pL T X p  +  là không 

gian Banach các hàm thực  ( ): 0,u T X→ đo được, sao cho 
( )0, ;pL T X

u  +  , với 

( )
1/

0
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0

,

,

| | ( ) || 1 ,

s .up || ( ) ||
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p
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L T X

X
t T
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= +
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Ta viết ( ), ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( )t tt x xxu t u t u t u t u t u t u t u t u t u t u t = = = = = =   

lần lượt thay cho 

2 2

2 2
( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ).

u u u u
u x t x t x t x t x t

t t x x

   

   
 Với ( ), ,f f x t y= , 

( ) 31 2

1 2 3 1 2 3[0,1] [0, ] , ,, , ,k f f f
f C T D f D f D f D f D D D f

x t y

    
   = = = =

  
với

( ) 3

1 2 3 1 2 3, , , k       +=  = + +  . 

 Tương tự, với ( )([0, ] ), ,kC T t z    = , ta đặt 
1 2, ,D D

t z

 
 

 
= =
 

và 

( )1 2 2

1 2 1 2 1 2, , ,D D D k        += =  = +  . 

Trên ( )1 1 ,H H  ta sẽ dùng chuẩn ( )1

1/2
2 2

xH
v v v= + . 

Ta biết rằng phép nhúng ( )1 0H C   là compact và 0 1

1

( )
2 ,

C H
v v v H


   . 

 Hơn nữa, trên ( ) ( ) 1 1

0 : 0 1 0 ,H v H v v=  = = hai chuẩn 1 , xH
v vvv là 

tương đương và 0

1

0( )
,xC

v v v H

   . 

3.  SỰ TỒN TẠI VÀ DUY NHẤT NGHIỆM YẾU ĐỊA PHƯƠNG 

 Trước hết, cho trước 
* 0T   cố định, ta thành lập các giả thiết sau 

( 1H )   
1 2

0 1 0, ;u u H H   

( 2H )   ( )1 ;g H +  

( 3H )   ( )1 0, ,C T      và ( ) ( ) *

*, 0, , 0,t z t z T         ; 

( 4H )   
1 *([0,1] [0, ] )f C T    và 

*(0, ,0) (1, ,0) 0, [0, ].f t f t t T= =    
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 Với mỗi ( *0,T T   , ta đặt 

1 2 1 2 2 1

0 0 0{ (0, ; ) : (0, ; ),  (0, ; )}.TW v L T H H v L T H H v L T H  =                (11) 

 Khi đó 
TW  là không gian Banach đối với chuẩn 

                 1 2 1 2 2 1
0 0 0(0, ; ) (0, ; ) (0, ; )

max ,  ,  .
TW L T H H L T H H L T H

v v v v  
 =                 (12) 

 Với mỗi 0M  , ta giới thiệu các tập 

                                
2

1

( , ) { : },

( , ) { ( , ) : (0, ; )}.

T
T W

W M T v W v M

W M T v W M T v L T L

=  

=  
                       (13) 

 Chúng ta cũng chú ý rằng 

       0 1 1 2 2 1

1 0 0( ) { ( 0, ; ) ( 0, ; ) : (0, ; )}W T v C T H C T L v L T H=              (14) 

là một không gian Banach tương ứng với chuẩn (Lions [22]) 

                            
   0 1 0 2 2 1

1 0 0( ) ( 0, ; ) ( 0, ; ) (0, ; )
.

W T C T H C T L L T H
v v v v = + +                     (15) 

Nghiệm yếu của bài toán (1) được định nghĩa là hàm 
1 2

0(0, ; )u L T H H  sao cho 

1 2 2 2 1

0 0(0, ; ), (0, ; ) (0, ; )u L T H H u L T L L T H     và thỏa bài toán biến phân sau 

( ) ( )

 
0

1

0

0 1

( ), ( ), [ ]( ) ( ), ,

( ), ,

(0) , )

,

,(0

t

x x x x x xu t w u t w u t u t w g t s u s w ds

f u t w w H

u u u u

     + + = −  



+  


= =



         (16) 

trong đó 

                   ( )( )   ( )( )[ ]( ) , ( ), ,  ( , ) , , ,x xu t t u t u t f u x t f x t u x t  = = .               (17) 

 Bây giờ, chúng ta thiết lập dãy quy nạp  ,mu với số hạng đầu tiên được chọn là 0 0u = , 

giả sử rằng 

                                                           11 ,( , )mu W M T−                                                      (18) 

ta liên kết bài toán (16) với bài toán: tìm 1 ,( , )m Wu M T  ( 1m  ) thỏa bài toán biến phân 

tuyến tính 

( ) ( )
0

1

0

0 1

( ), ( ), ( ) ( ), ,

( ), , ,

(0) , (0) ,

t

m mx x m mx x mx x

m

m m

u t w u t w t u t w g t s u s w ds

F t w w H

u u u u

     + + = −  



+  
 = =



      (19) 

trong đó 

                              
( )( )

 ( ) ( )( )
1 1 1

1 1

( ) [ ]( ) , ( ), ,

( ) , , , , .

m m m m

m m m

t u t t u t u t

F t f u x t f x t u x t

  − − −

− −

 = =  


= =

                  (20) 
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 Khi đó, chúng ta thu được các kết quả chính sau đây. 

Định lý 3.1. Giả sử ( ) ( )1 4H H− đúng. Khi đó, tồn tại các hằng số dương ,M T  sao 

cho, với 
0 0u = , tồn tại một dãy quy nạp tuyến tính   1( , )m Wu M T được xác định bởi (18) 

– (20).  

 Chứng minh. Chứng minh Định lý 3.1, nhờ vào phương pháp xấp xỉ Faedo-Galerkin kết 

hợp với nguyên lý điểm bất động Banach. Sau đó thực hiện các đánh giá tiên nghiệm phù hợp 

và các lý luận về tính compact để qua giới hạn. Chứng minh chi tiết tương tự như trong [24]. 

 Sử dụng kết quả của Định lý 3.1 và các định lý nhúng compact, chúng ta chứng minh 

được kết quả chính của phần này như sau. 

 Định lý 3.2. Giả sử ( ) ( )1 4H H−  đúng. Khi đó, với các hằng số 0M   và 0T   được 

chọn như trong Định lý 3.1, bài toán (1) có duy nhất nghiệm yếu ( )1 , .u W M T  Hơn nữa, 

dãy quy nạp  mu  được xác định bởi (18) – (20) hội tụ mạnh về nghiệm yếu u  của bài toán 

(1) trong ( )1W T đồng thời thoả ước lượng 

                                                 
1 ( )

,  ,m

m T TW T
u u KC m−                                   (21) 

với hằng số  )0,1TK  và TC là hằng số chỉ phụ thuộc vào 0 1,  ,  ,  ,  ,    T f g u u và TK . 

 Chứng minh. Để chứng minh Định lý 3.2, trước hết ta cần chứng minh dãy  mu là dãy 

Cauchy trong không gian Banach ( )1 .W T Sau đó, ta chứng minh giới hạn ( )1u W T của dãy 

 mu là nghiệm yếu của bài toán (1) đồng thời cũng thu được đánh giá sai số (21). Cuối cùng, 

tính chất duy nhất nghiệm được chứng minh bằng cách sử dụng Bổ đề Gronwall. Chứng minh 

chi tiết tương tự như trong [24]. 

4.  KHAI TRIỂN TIỆM CẬN NGHIỆM YẾU CHO BÀI TOÁN NHIỄU 

 Phần này xem xét một họ các bài toán ( )P phụ thuộc một tham số bé  , 1  , như sau: 

 

( ) ( )( ) ( ) ( )

( )
0

0 1

0 1

, ,

( , ) , , ,0 1,0 ,( )
(0, ) (1, ) 0,

( ,0) ( ), ( ,0) ( ).

t

tt xxt x xt xx xx

t

u u t u t u t u g t s u s ds

f x t f x t u x t TP
u t u t

u x u x u x u x



  



 − − + −

 = +    


= =


= =


                  (22) 

trong đó 10 1 0,  ,  ,  ,,  f f g u u là các hàm cho trước cùng với   là hằng số dương cũng cho trước. 

 Ta sẽ tìm các hàm ( ) ( )0 1, ,  ,u x t u x t độc lập với   sao cho nghiệm yếu duy nhất 

( ),u x t  của bài toán ( )P được xấp xỉ 

                                                                      0 1u u u  +                                         (23) 

theo nghĩa ta có đánh giá 

                                                
( )1

2

0 1 ,TW T
u u u C  − −                                        (24) 
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với   đủ nhỏ và 
TC  là hằng số độc lập với  . 

 Ở mục này, chúng ta vẫn giả thiết ( ) ( )1 2,  H H và tăng cường thêm tính trơn cho các 

hàm , f  bởi các giả thiết 

(
3H ) ( ) ( )2

*,  , 0, , ;( )C và t z t z  + +       

(
4H )  ( )  ( )2 1

1 00,1 ,  0,1  f C f C và+ +      

                  ( ) ( ) ( ) ( )1 1 0 00, ,0 1, ,0 0, 1, 0, .f t f t f t f t t += = = =    

 Từ chứng minh của Định lý 3.1 ở mục 3, ta có thể chọn 0,  0M T   độc lập với 

 1,1  − sao cho nghiệm yếu duy nhất u u= của bài toán ( )P thỏa mãn 

                                                           1( , ),  1,1u W M T    − .                           (25) 

 Đặt 

                                             
 ( ) ( ) ( )( )
 ( ) ( )( )1 1

, , ,

, , , , .

x xtu t t u t u t

f u x t f x t u x t

   =


=

                           (26) 

 Giả sử ( )0 1 ,u W M T là một nghiệm duy nhất của bài toán ( )0P tương ứng với 0 = , tức là 

    

( ) ( ) ( )0 0 0 0 0
0

0 0 0

0 0 0 1

,0 ( , ),0 1,0 ,

( ) (0, ) (1, ) 0,

( ,0) ( ), ( ,0) ( ).

t

u u t u g t s u s ds f x t x t T

P u t u t

u x u x u x u x

   −  −  + −  =    



= =
 = =



   (27) 

Giả sử ( )1 1 ,u W M T là một nghiệm duy nhất của bài toán 

      

( ) ( ) ( )1 1 1 1 1
0

1 1 1

1 1

,0 ,0 1,0 ,

( ) (0, ) (1, ) 0,

( ,0) ( ,0) 0.

t

u u t u g t s u s ds F x t T

P u t u t

u x u x

   −  −  + −  =    



= =
 = =



        (28) 

trong đó 1F  được xác định bởi 

                                                  ( )1 1 0 2 0 00, , .F f u D t u u = +                                      (29) 

 Gọi ( )1 ,u u W M T=  là nghiệm yếu duy nhất của bài toán ( ).P  Khi đó 

0 1v u u u u h= − −  −  thỏa bài toán 

         

  ( ) ( )    ( )

   ( )
1 1

0

( , ), 0 1,0 ,

(0, ) (1, ) 0,

( ,0) ( ,0) 0,

t

v v v h v g t s v s ds f v h f h

v h h h E x t x t T

v t v t

v x v x



  

  

 

  −  − +  + −  = + −

 + + −  +    

 = =


= =



 (30) 

trong đó 
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                                           ( )( )1 1( , ) ,0 .E x t f h h t h F    = + −  −                         (31) 

 Khi đó, ta cần một đánh giá sau đây. 

Bổ đề 4.1. Giả sử ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4, , ,H H H H  đúng. Khi đó ta có đánh giá 

                                                    2

2

(0, ; )
,  1,T

L T L
E C                                       (32) 

trong đó TC là một hằng số chỉ phụ thuộc vào 
0 1,  ,  ,  ,  T f u u  (độc lập với  ). 

 Chứng minh Bổ đề 4.1. 

 i/ Khai triển Taylor hàm    1 1 0 1f h f u u= + quanh điểm   ( )0 0, ,u x t u= đến cấp hai ta 

được 

                        

  ( )

     

   

1 1 0 1

2 2 2

1 0 3 1 0 1 3 1 0 1 1

2

1 0 1 0 1

, ,

, , , ,

f h f x t u u

f u D f u u D f u u u

f u R f u u

  

   

  

= +

 = + + + 

= +

          (33) 

trong đó      2 2

1 0 1 3 1 0 1 3 1 0 1 1, , , ,0 1R f u u D f u u D f u u u   = + +   . 

  ii/ Khai triển Taylor hàm   ( ), ,x xh t h h   =  quanh điểm ( ),0t đến cấp 2 ta được 

    

  ( ) ( ) ( )( )

( )

( )( )

2

1 1 1 1

22

2

2 0 0

22 2

0 0 2

,0 ,0 , , , ,

= ,0 ,

+ , + , + , + t, , , ,x x

x x x x x x

x x

h t D t h h D t h h h h

D t u u

u u u u hu u D h hh

      

 

   

  − = +

 

     
 

  


 

 (34) 

 với  ( )0,1  và 0 1h u u= + . 

  iii/ Khai triển   ( )( ),0 .h t h −   

      

  ( )( ) ( ) ( )

( )

( )( ) ( )

( )  

2

2 0 0 0 2 0 0 1

2

1 0 0 1 1 1 0 1

22 2

2 0 1

2

2 0 0 0 2 0 1

,0 ,0 , ,0 ,

, , ,

, , ,

,0 , , , , .

x x x x

h t h D t u u u D t u u u

u u u u u u u u

D t h h h h u u

D t u u u R u u

     

  

   

    

 −  =    +   

   +   +   +    +  

 +  + 

=    +

  (35) 

  iv/ Đánh giá ( ), .E x t  

        

    ( )( )

   

( )  

  ( )( )  

 

1 1

2

1 0 1 1 0 1

2

2 0 0 0 2 0 1 1

2

1 0 2 0 0 0 1 1 0 1

2

1 0 1

( , ) ,0

, , ,

,0 , , , ,

,0 , , , , ,

, , , , ,

E x t f h h t h F

f u R f u u

D t u u u R u u F

f u D t u u u F R f u u

R f u u

    

  

     

    

  

= + −  −

= +

=    + −

= +    − +

=

  (36) 
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trong đó      1 0 1 1 1 0 1 2 0 1, , , , , , , , , ,R f u u R f u u R u u    = + . 

 Từ tính chất bị chặn của các hàm 
0 1,  u u  trong

2(0, ; )L T H
, ta suy ra rằng 

 1 0 1, , , ,R f u u  bị chặn trong 
2(0, ; )L T L

bởi một hằng số TC  độc lập với  1,1  − . Do đó, 

                                2 2

2 2

1 0 1(0, ; ) (0, ; )
, , , , .TL T L L T L

E R f u u C     
=                 (37) 

  Bổ đề 4.1 được chứng minh. □ 

 Bây giờ, nhân hai vế của ( )
1

30  bởi ( ),v x t và sau đó tích phân trên ( ) ( )0,1 0, t ta có 

                     

   

   ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

0 0

1 1
0

0

2

0 0

7

10 0

( ) 2 ( ), ( ) ( ) ( )

2 , ( )

2 ( ), ( )

2 0 2 ,

2 , ,

t t

x

t

t

t t

x x x

t

x x ii

S t E s v s ds s v s ds

f v h f h v s ds

v h h h s v s ds

g v s ds g t s v s v t ds

d g s v s v ds S

 

 



 



 

  



=

  +

+ + −

+ + − 

− + −

+ − =

 





 

 

          (38) 

trong đó  min 1, ,   =  và 

                                       ( )
22 2

0
( ) ( ) ( ) .

t

x xS t v t v t v s = + +                                  (39) 

 Tiếp theo, ta đánh giá các tích phân 1 7, ,S S  ở vế phải của (38). 

 Đánh giá 1S .  Không khó khăn để thu được các đánh giá 1S  cho như sau 

                2 4

1
0 0 0

2 ( ), ( ) 2 ( ) ( ) ( ) .
t t t

TS E s v s ds E s v s ds TC S s ds   =   +      (40) 

 Đánh giá 2S . Ta có 

               
2 2

2
0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
t t t

x xS s v s ds s v s ds s S s ds     =                

 Chú ý rằng 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

1 2 , ( ) ,x x x x x xt D t D t v t h t v t h t v t h t          +  + 
 

= + + +


   

ta suy ra 

( ) ( ) ( ) ( )2( ) 1M x x Mt K M M v t h t t      + + + 
 

, 

trong đó 

( )

1 0 0

0

2

( ) ( ) ( )
1

(

*

)

2 2

,

0, , .

( ) ,

sup ( , ) ,

M M M

M
M

M iC A C A C A
i

MC A
t z A

K D

t z A T M M

   

 

=



= = +

=    =  −  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 1
0

0

2
2 2 2 2

0

2 22 2 2

0, ,

2
2 2 4

2 1

2 1

2 1 ,

T

M M

M L

x

H

T

x

T

M

v sM

K

h s dss ds K T M

K M T M u

M T M







   +


 + +

  + +
  

  + +












 

hay 

( )
( ) ( )2

2 2

0,
ˆ2 1 .M M ML T

K M T M    + +  
 

 

  Khi đó 
2S  được đánh giá 

                      
( )

( )2

2

2
0 0

0,

( ) ( ) ( ) ,

ˆ .

t t

x M

M ML T

S s v s ds s S s ds=  

  

 
       (41) 

Đánh giá 3S .  Đặt * 2M M= , chú ý rằng 1  và 

    ( ) ( )1 1 1 ,M xf v h f h K f v t


+ −   

trong đó 

   1

*

1 1 * *( )
( ) , = 0,1 0, , .

M
M MC A

K f f A T M M
 



 =   −   

 Khi đó 
3S  được đánh giá 

                                         
   

( ) ( ) ( )

3 1 1
0

1 1
0 0

2 , ( )

.

t

t t

M

S f v h f h v s ds

K f S s ds S s ds






= + −

 



 
                         (42) 

 Đánh giá 4S .  Dễ dàng kiểm tra được rằng 

    ( )2 ( ) ( ) ,x xv h h v s v s    + −  +  

trong đó 

( ) 1

* 2 2

2 * *( )
2 , ( ) , = 0, ,  

M
M M MC A

MK K A T M M   
  



   = =  −    . 

 Do đó  4S  được đánh giá 

                          

   ( )

( )

( )

( ) ( )

4
0

2
0

2
2 22

2
0 0 0

2

2
2

0

2 ( ), ( )

2 ( ) ( ) ( ) ( )

4
2 ( ) ( )

4

4
2 .

4

t

t

x x

t

x

t

t t

S v h h h s v s ds

v s v s v s v s ds

S s ds v s ds v s ds

S s ds S t

  



 




 












= + − 

   +

  + +

 
 + + 
 







  
             (43) 

Các tích phân 5 6 7,  ,  S S S  được đánh giá như sau 
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                         ( ) ( )
2

5 3
0 0 0

2 (0) ( ) 2 (0) ,
t t t

xS g v s ds g S s ds S s ds= −                    

                                       

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

6
0

2

0, 0

4
0

2 ,

4

4

,
4

t

x x

t

L T

t

S g t s v s v t ds

S t g S s ds

S t S s ds
















= −

 +

 +







                              (44) 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )2

7
0 0

50, 0 0

2 ,

2 .

t

x x

t t

L T

S d g s v s v ds

T g S s ds S s ds



  





= −

 

 

 
                         

  Kết nối các ước lượng (38) – (44), ta thu được 

                                  ( ) ( )2 4

0

2 2
ˆ( ) ,

t

T M MS t TC s S s ds 
  

  + +                   (45) 

với  

                                         

2

2
1 2 3 4 5

4
ˆ 1 2 .M


     



= + + + + + +                                 (46) 

 Sử dụng Bổ đề Gronwall, ta suy ra rằng 

( )

( )

( )

1

2 4

0

2 4

0,

2 4 4

2 2
ˆ( ) exp ]

2 2
ˆexp

2 2
ˆˆexp .

t

T M M

T M M L T

MT M M

S t TC s ds

TC T

TC T T T

 
 

 
 

   
 

 

 

 

 
  +  

 

   +    

 
  +    

 



         

 Do đó 

( )1

2

0 1 .TW T
u u u C  − −   

 Cuối cùng, chúng ta có định lý sau đây. 

Định lý 4.2. Giả sử ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4, , ,H H H H đúng. Khi đó tồn tại các hằng số 0M 

và 0T  sao cho, với mỗi ,  1   , bài toán ( )P có một nghiệm yếu duy nhất 

( )1 ,u W M T  thỏa đánh giá tiệm cận đến cấp 2 như sau 

                                                 
1

2

0 1 ( )
,TW T

u u u C  − −                                         (47) 

trong đó các hàm 0 1,  u u là các nghiệm yếu của các bài toán ( ) ( )0 1, ,P P tương ứng và TC là 

một hằng số chỉ phụ thuộc vào 1 0 1,  ,  ,  ,  ,  .T f g u u  
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5.  KẾT LUẬN 

 Trong nghiên cứu này, chúng tôi đã sử dụng các phương pháp của giải tích hàm phi tuyến 

một cách phù hợp để thiết lập các định lý (Định lý 3.1 và Định lý 3.2) về sự tồn tại và duy nhất 

nghiệm yếu địa phương cho mô hình bài toán (1). Nghiên cứu cũng đưa ra một cách tiếp cận 

cho vấn đề xấp xỉ nghiệm của bài toán nhiễu bởi một tham số bé, khai triển tiệm cận nghiệm 

cho bài toán (22) đến cấp hai (Định lý 4.2). Phương pháp này có thể mở rộng để khai triển 

tiệm cận nghiệm yếu đến cấp cao hơn với yêu cầu các dữ liệu đủ trơn. Tuy nhiên, với mong 

muốn nhấn mạnh vào các kỹ thuật và ý tưởng của phương pháp, chúng tôi chỉ dừng lại ở việc 

khai triển đến cấp 2. Ngoài các kết quả được trình bày trong bài báo, một số tính chất khác của 

nghiệm đối với bài toán (1) như tính chất tắt dần của nghiệm theo tốc độ hàm mũ, hoặc bậc 

tổng quát hơn cũng đang được triển khai nghiên cứu. Mô hình bài toán (1) với các số hạng 

xuất phát từ các vấn đề thực tiễn, do đó việc tìm kiếm lời giải và nghiên cứu các tính chất 

nghiệm cho lớp bài toán này hứa hẹn sẽ thúc đẩy các ý tưởng áp dụng toán học trong các mô 

hình thực tế phù hợp đồng thời cũng đóng góp những ý tưởng khoa học chuyên khảo cho 

chuyên ngành. 
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ABSTRACT 

ASYMPTOTIC EXPANSION OF WEAK SOLUTIONS OF THE DIRICHLET PROBLEM 

FOR A NONLINEAR VISCOELASTIC WAVE EQUATION WITH 

BALARISHNAN-TAYLOR TERM 

Bui Duc Nam1*, Doan Thi Nhu Quynh1, Ly Anh Duong2 
1Ho Chi Minh City University of Food Industry 

2FPT University in Ho Chi Minh City 

*Email: nambd@hufi.edu.vn 

In this paper, we consider the Dirichlet problem for a nonlinear viscoelastic wave 

equation with Balakrishnan-Taylor damping. First, under suitable conditions on the initial 

data, the local existence and uniqueness of a weak solution are established by the linearization 

method together with the Faedo-Galerkin method. Next, when the source term and 

Balakrishnan-Taylor term contain noise parameters, an expansion an asymptotic expansion of 

solutions on this small parameter with second order is established.  

Keywords: Nonlinear wave equation, viscoelastic, Balakrishnan-Taylor damping, Faedo-

Galerkin method, local existence, asymptotic expansion. 

 


