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TÓM TẮT 

Trong bài báo này, chúng tôi xem xét một phương trình sóng Kirchhoff phi tuyến trong 

hình vành khăn liên kết với điều kiện biên Dirichlet. Dưới một số điều kiện phù hợp, chứng 

minh rằng nghiệm yếu toàn cục sẽ tắt dần mũ khi t →+  nhờ vào việc thiết lập phiếm hàm 

Lyapunov phù hợp. 

Từ khóa: Phương trình sóng Kirchhoff phi tuyến, Tắt dần mũ. 

1. MỞ ĐẦU 

Trong bài báo này, chúng tôi nghiên cứu tính tắt dần mũ của nghiệm yếu bài toán Dirichlet 

cho phương trình Kirchhoff phi tuyến trong miền hình vành khăn sau 
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Trong đó 0 1,  ,  f u u là các hàm cho trước, ,   là các hằng số dương cho trước, với 

0 1.   

Phương trình (1.1) là phương trình sóng phi tuyến hai chiều mô tả dao động phi tuyến 

của màng hình vành khăn ( ) 2 2 2

1 , : 1x y x y =  +  . Trong quá trình dao động, diện 

tích của màng và lực căng tại các điểm trên đó thay đổi theo thời gian. Điều kiện trên biên 

( ) 2 2

1 , : 1x y x y = + =  và ( ) 2 2 2, :x y x y  = + =  đòi hỏi ( ) ( ), 1, 0u t u t = = , 

có nghĩa là hai đường biên của màng được giữ cố định. 

Phương trình (1.1) thuộc dạng Kirchhoff đã nhận được nhiều sự chú ý. Vào năm 1876, 

Kirchhoff [1] đã khảo sát dao động ngang nhỏ của một sợi dây đàn hồi có độ dài L , khi giả 

sử lực căng tại mỗi điểm của sợi dây, chỉ có thành phần theo chiều dọc, có mô hình toán học 
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với u(x,t) mô tả sự dịch chuyển ngang tại vị trí x ở thời điểm t, và ρ là khối lượng riêng của 
vật liệu cấu tạo nên sợi dây, h là thiết diện sợi dây, L là chiều dài sợi dây, E là modulus Young 

của sợi dây, P₀ là lực căng dây tại thời điểm ban đầu. 

Việc nghiên cứu sự tồn tại và các tính chất nghiệm của phương trình sóng nói chung và 

phương trình sóng phi tuyến có dạng Kirchhoff-Carrier nói riêng nhận được nhiều sự quan tâm. 

Zhang và cộng sự đã khảo sát bài toán [2] 

 ( )2|| || 0,0 , 0,tt t xxxx x xxu u u M u u x L t+ + − =     

với điều kiện biên động 
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và điều kiện đầu 

 ( ) ( ) ( ) ( )0 1,0 , ,0 ,0 ,tu x u x u x u x x L= =    

với ( ) ( )2| | , 1 , 2, 1p mf s s s M s s p m−= = +    là các hằng số dương và 

( )2 2

0
|| || , x

L

x xu u x t d=  . Dựa vào bất đẳng thức Nakao, kết hợp với các xây dựng một tập ổn 

định, tác giả thu được đánh giá tắt dần của năng lượng, hơn nữa tác giả cũng tìm một điều kiện 

đủ về dữ liệu ban đầu để nghiệm tắt dần. Tính chất bùng nổ của nghiệm với năng lượng ban 
đầu dương đủ nhỏ và năng lượng đầu âm thu được nhờ sử dụng bổ đề hàm lồi. Các công trình 

nghiên cứu điều kiện biên động của phương trình sóng Kirchhoff có thể nêu như: Park và cộng 

sự [3], Larkin & Doronin [4], Gerbi & Said-Houari [5], Autuori & Pucci [6]. Ngoài ra phương 

trình sóng chứa số hạng nguồn phi tuyến có dạng 

 ( ) ( ) ( )2 2|| || ,tt tu u M u u g u f u+  −   + =  (1.3) 

cũng nhận được nhiều sự quan tâm, khi nghiên cứu sự tồn tại và duy nhất nghiệm, đánh giá 

tính tắt dần của nghiệm toàn cục và tính bùng nổ của nghiệm với một số điều kiện thích hợp 

như Wu và Tsai [7]. Santos và cộng sự [8] khảo sát sự tồn tại và tính tắt dần mũ của hệ 
Kirchhoff với điều kiện biên phi địa phương. Guedda và Labani [9] đã đưa ra một điều kiện 

đủ để nghiệm của phương trình (1.3) bùng nổ với ( )t tg u u=  với điều kiện biên động. Trong 

nghiên cứu Long và Thuyết đã chứng minh được sự tồn tại và duy nhất nghiệm toàn cục trong 

trường hợp hàm M nhận giá trị không âm [10]. 

Yang & Wang đã chứng minh được sự tồn tại nghiệm toàn cục của bài toán dạng 

Kirchhoff [11] 
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 (1.4) 

Le Thi Phuong Ngoc và cộng sự đã nghiên cứu bài toán biên giá trị đầu [12] 

 ( )2| | , , ,  0p

tt tu u Ku u a u u f x t x t −− + + = +    
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điều kiện biên phi địa phương  

 ( ) ( ) ( ) ( ), , , , , ,  ,  0,
u

x t g x t h x y t u y t dy x t
v




= +  

   

và điều kiện đầu 

 ( ) ( ) ( ) ( )0 1,0 , ,0 ,tu x u x u x u x= =  

với   là miền bị chặn trong 
N

 với   là biên trơn, v là vector đơn vị hướng ra ngoài biên 

 , 1, , ,a K p=  là các hằng số cho trước, và 0 1, , , ,u u f g h là các hàm cho trước. Trong 

trường hợp 1a = , các tác giả đã sử dụng phương pháp xấp xỉ Faedo-Galerkin để chứng minh 

sự tồn tại nghiệm mạnh và các lý luận trù mật cho sự tồn tại nghiệm yếu. Với 

1,  0,  0,  0a g K = =   , và 
2 2

2 , 3
2

N
p N

N

−
  

−
 cùng một số điều kiện của dữ kiện 

đầu, điều kiện các hàm ,  f h  thích hợp các tác giả đã chứng minh được nghiệm tắt dần mũ 

bằng cách thiết lập một phiếm hàm Lyapunov thích hợp. 

Tính tắt dần và bùng nổ của các phương trình sóng phi tuyến liên kết với các loại điều 

kiện biên khác nhau, như biên phi địa phương, biên phi tuyến hay điều kiện biên nhiều điểm 

cũng được nghiên cứu. Trong nghiên cứu của Le Thi Phuong Ngoc và cộng sự đã xét bài toán 

 ( )
2

, ,  0 1,  0
p

tt xx tu u u u a u u f x t x t
−

− + + = +     

với điều kiện biên phi địa phương 
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và điều kiện đầu 

 ( ) ( ) ( ) ( )0 1,0 ,  ,0 ,tu x u x u x u x= =  

với 1,a =  0  , 2p  là các hằng số cho trước. Các hàm ( ),  ,  ,   0,1i i if g H k i =  là các 

hàm số cho trước mà điều kiện của nó sẽ chỉ ra sau [13]. Các tác giả đã chứng minh được hai 

kết quả về sự tồn tại nghiệm bài toán bằng phương pháp Galerkin và cá lý luận trù mật. Trong 

trường hợp 1,  0,  2,  0ia p g=   = , bằng cách xây dựng một phiếm hàm Lyapunov thích 

hợp, nếu ( ) ( )1

1
2

0 0 0 0

0

0 , 0p

p

iH L
i

u u p k u u i
=

− +  cùng năng lượng ban đầu, các hàm 

,  ,  i if k H  đủ nhỏ thì năng lượng của nghiệm sẽ tắt dần mũ khi t → . Tuy nhiên trong 

trường hợp 1,a =  thì bài toán có duy nhất nghiệm toàn cục có năng lượng tắt dần mũ khi 

t →  mà không cần dữ liệu ban đầu ( )0 1,u u  đủ nhỏ. 

Từ các kết quả trên, trong bài báo này, chúng tôi sẽ trình bày kết quả tắt dần mũ nghiệm 

của Bài toán (1.1) dưới một số điều kiện của các dữ kiện đầu và các điều kiện phụ khác. Bài 

báo chia làm các phần như sau. 

Trước tiên, chúng tôi sẽ giới thiệu một số ký hiệu, định nghĩa và các không gian hàm 

cùng các bổ đề cần thiết trong Phần 2. Tiếp theo, chúng tôi sẽ phát biểu định lý về sự tồn tại 

duy nhất nghiệm yếu của Bài toán (1.1) trong Phần 3. Cuối cùng, trong Phần 4, bằng cách thiết 

lập phiếm hàm Lyapunov thích hợp, chúng tôi thu được năng lượng của nghiệm tắt dần theo 

hàm mũ khi thời gian tiến về vô cùng. 
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2. CÔNG CỤ 

Đặt ( ) ( ),1 ,  0, ,  0TQ T T= =  . Chúng ta bỏ qua các định nghĩa của các không 

gian hàm thông thường và ký hiệu chúng bằng bởi các ký hiệu  ( )( ), .p p m mL L H H=  =   

Ký hiệu 〈⋅,⋅〉 là tích vô hướng trong 
2L  hoặc cặp tích đối ngẫu của một phiếm hàm tuyến tính 

liên tục với một phần tử của không gian hàm. Ký hiệu  chỉ chuẩn trong 
2L  và 

X
 là chuẩn 

trong không gian Banach X. Ta gọi X   là không gian đối ngẫu của X . Ta ký hiệu 

( )0, ; ,1pL T X p  +  là không gian Banach các hàm thực  ( ): 0,u T X→ đo được, sao 

cho 
( )0, ;pL T X
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Ta viết  ( ), ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( )t tt x xxu t u t u t u t u t u t u t u t u t u t u t = = = = = =   

lần lượt thay cho 

2 2

2 2
( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , ).

u u u u
u x t x t x t x t x t

t t x x

   

   
 Với 

 ( ) ( )1 ,1 , ,f C f f x t +  = ,  ta đặt 1 2,
f f

D f D f
x t

 
= =
 

. 

Trên 
1 2,H H  ta sẽ dùng các chuẩn tương ứng sau đây 
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( )

1

1/2
2 2

1/2
2 2 2

2

|| || || || || || ,

|| || || || || || || || .

xH

H x xx

v v v

v v v v
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= + +

 (2.1) 

Ta chú ý rằng 
2 1 2,  ,  L H H là các không gian Hilbert với các tích vô hướng tương ứng 

 
( ) ( )

1

, ,

, , , , , , .x x x x xx xx

u v xu x v x dx

u v u v u v u v u v
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 (2.2) 

Chuẩn trong 
2 1 2,  ,  L H H  được sinh ra bởi các tích vô hướng ở (2.1) và (2.2) được ký 

hiệu lần lượt bởi  0 1 2|| || ,|| || ,|| || .    

Ta có các bổ đề sau đây. 

Bổ đề 2.1. Ta có các bất đẳng thức sau 

(i) 
0|| || || || || ||v v v    với mọi 

2 ,v L  

(ii)  1 11|| || || || || ||
H H

v v v    với mọi 
1.v H  

Bổ đề 2.2. Phép nhúng ( )1

0H   vào ( )0C   là compact và với mọi 
1

0v H , ta có 

(i) 
( )0|| || 1 || ||,xC

v v

 −  
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(ii) 
1

|| || || ||,
2

xv v
−

  

(iii) 
0 0

1
|| || || || .

2
xv v





−
  

Hơn nữa, trên ( )1

0H   các chuẩn sau là tương đương 

1 1 0|| || , || || , || ||, || || .x xH
v v v v v v v v  

Ta định nghĩa dạng song tuyến tính 

 ( ) ( ) ( )
1

1

0, ,  , .x xa u v xu x v x dx u v H


=    (2.3) 

Bổ đề 2.3. Dạng song tuyến tính đối xứng ( ),a u v  xác định ở (2.3) là liên tục trên 

1 1

0 0H H  và cưỡng bức trên 
1

0H , nghĩa là 

(i) ( ) 0 0| , | || || || || ,x xa u v u v  

(ii) ( ) 2

0, || || ,xa u v v  

với mọi 
1

0, .u v H   

3. SỰ TỒN TẠI DUY NHẤT NGHIỆM YẾU ĐỊA PHƯƠNG 

Ta định nghĩa nghiệm yếu của bài toán (1.1) là hàm ( )1 2

00, ;u L T H H   sao cho 

( )1

0' 0, ; ,u L T H  ( )2'' 0, ;u L T L  và thỏa bài toán biến phân và điều kiện đầu sau 

 

( )  ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

3 1

0

0 1

'' , , ,

               , , , ,

0 , ' 0 ,

tu t w b u t a u t w u t w

u t w f t w w H

u u u u

 + +


= +  


= =

 (3.1) 

trong đó 

  ( ) ( ) ( )
1

2 2

01 || || 1 , .xb u t u t xu x t dx


= +  = +   (3.2) 

Với 0,   ta thành lập các giả thiết sau: 

( 1H )  
2 1

0 0;u H H   

( 2H )  ( )  ( )0 0

1,1 , ,1f C D f C + +     và ( ) ( ), 1, 0 0.f t f t t = =    

Với mỗi M>0 cho trước và 
*(0, ]T T , ta đặt 
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 (3.3) 

Ta xây dựng dãy xấp xỉ tuyến tính  mu  như sau: 
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Trước tiên, ta chọn số hạng ban đầu 0 0u   và giả sử rằng 

 ( )1 1 , .mu W M T−   (3.4) 

Ta tìm ( )1 ,mu W M T  là nghiệm của bài toán biến phân liên kết với bài toán (1.1) như sau 

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

3 1

1 0

0 1

, , ,

               , , , ,

0 , 0 ,

m m m m

m

m m

u t v b t u t v u t v

u t v f t v v H

u u u u



−

  + +


= +  


= =

 (3.5) 

trong đó  

 ( )  ( ) ( ) 2

1 1 01 || ||m m mb t b u t u t− − = +  . (3.6) 

Khi đó, ta có các định lý sau đây. 

Định lý 3.1. Giả sử ( ) ( )1 2H H−  đúng. Khi đó, tồn tại các hằng số M, T>0 sao cho, với 

0 0u  , tồn tại một dãy quy nạp tuyến tính   ( )1 ,mu W M T  được xác định bởi (3.4)-(3.6). 

Định lý 3.2. Giả sử ( ) ( )1 2H H−  đúng. Khi đó, tồn tại các hằng số M, T>0 được chọn 

như trong Định lý 3.1, sao cho: 

(i) Bài toán (1.1) có một nghiệm yếu duy nhất ( )1 , ;u W M T  

(ii)  Dãy quy nạp tuyến tính  mu  xác định (3.4)-(3.6) hội tụ mạnh về u trong không 

gian hàm ( ) ( ) ( ) 1 2

1 00, ; : 0, ; .W T v L T H v L T L =    

Hơn nữa, ta có đánh giá 

 
( )1

|| || ,  ,m

m T TW T
u u C k m−     

trong đó hằng số [0,1)Tk   và TC  là một hằng số độc lập với m. 

Chứng minh. Chứng minh của hai Định lý 3.1, 3.2, nhờ vào phương pháp xấp xỉ Faedo-
Galerkin [14], kết hợp với nguyên lý điểm bất động Banach. Sau đó thực hiện các đánh giá 

tiên nghiệm phù hợp và các lý luận về tính compact để qua giới hạn. Chứng minh chi tiết tương 

tự như trong [15] và [16].  

4. TÍNH TẮT DẦN MŨ CỦA NGHIỆM YẾU 

Bây giờ, chúng ta sẽ chứng minh rằng nếu 

1 42 2
0 0 00 0

1
1 || || || || ( ) 0

2 4

p
u u xu x dx



 
+   −  

 
  với p>4 và nếu ( ) 0|| ||f t  là đủ nhỏ, thì năng 

lượng của nghiệm sẽ tắt dần mũ khi t→+∞. 

Ta đặt giả thiết của hàm f như sau: 

( ) ( ) ( )* 1 1 2

2 0; ; ,H f L H L L

+ +   sao cho tồn tại hai số dương 0C  và 0  thỏa 

( ) 0

0 0|| ||  t 0.
t

f t C e
−

    

Trước tiên ta xây dựng phiếm hàm Lyapunov 
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 ( ) ( ) ( ),L t E t t= +   (4.1) 

với 0   sẽ được chọn sau và 

 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

( )

2 2 2

0 0 0

1
4

2 2 2

0 0 0

1 1 1
|| || 1 || || || ||

2 2 2

1
             ,

4

1 1 1 1
       || || 1 || || || ||

2 2 2

1
             ,

E t u t g u t u t u t

xu x t dx

u t g u t u t u t
p

I t
p



  
 = +  + +    

  

−

    
 = + −  + +      

   

+


 (4.2) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) 2

0, || || ,
2

t u t u t u t


 = +  (4.3) 

với 

 

( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )

( )

2 2

0 0

1
4

1
1 || || || ||

2

                   , ,
4

I t I u t g u t u t u t

p
xu x t dx



 
= =  + +   

 

− 

 (4.4) 

và 

 ( )( ) ( ) ( ) ( )2 2

0
0

|| || , 2 ,
t

ktg u t g t s u s ds g t e −  = − =  (4.5) 

với 0 , 0k    là hai hằng số sẽ được chọn sau. 

Ta có các bổ đề sau 

Bổ đề 4.1.  Phiếm hàm năng lượng E(t) được định nghĩa ở (4.2) thỏa 

(i) ( ) ( ) ( ) ( ) 2

0 0 0

1 1
|| || || || || || ,

2 2
E t f t f t u t  +  

(ii) ( ) ( ) ( )( ) ( )2 21
0 0

1

1
|| || 2 || || ,

2 2
E t u t k g u t f t


 



 
   − − − −  + 

 
 

với mọi 1 0.   

Chứng minh Bổ đề 4.1. Nhân (1.1) với ( ),xu x t  và lấy tích phân trên  ,1 , ta có 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2

0|| || 2 , .E t u t k g u t f t u t    = − − −  +  (4.6) 

Mặt khác 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2

0 0 0

1 1
, || || || || || || .

2 2
f t u t f t f t u t  +  (4.7) 

Từ (4.6) và (4.7), ta dễ dàng thấy (4.5)1. 

Tương tự 
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 ( ) ( ) ( ) ( )2 21
0 0 1

1

1
, || || || || ,  0.

2 2
f t u t f t u t





  +    

Từ (4.6) và (4.8), ta dễ dàng thấy (4.5)ii . 

Bổ đề 4.1 được chứng minh hoàn tất. □ 

Bổ đề 4.2. Giả sử ( )*

2H  thỏa, nếu ( )0 0I   và năng lượng đầu E(0) thỏa 

 

2

* 2

*

1
1 0,

4

p
R






 −
= −  

 
 (4.9) 

với 

 

( )

( )
( )

*

1 2

*

* * *

*

0; 0

2 1
, 0 ,

2 2

|| || || || ,
L L

p
R E E E e

p

f f t dt




+

+

 
= = + 

−  

= = 

 

thì I(t)>0 ∀t≥0. 

Chứng minh Bổ đề 4.2. Do tính liên tục của ( )I t  và ( )0 0I   nên tồn tại 1 0T   sao cho  

 ( ) ( )( ) 10, 0, ,I t I u t t T =      (4.10) 

suy ra  

 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

2 2 2

0 0 0

2 2
10 0

1 1 1 1
|| || 1 || ( ) || || ( ) ||

2 2 2

1 2
       || || || ( ) || , 0, .

2 2

E t u t g u t u t u t
p

p
u t g u t u t t T

p

    
  + −  + +      

   

−
    +  +      

 (4.11) 

Kết hợp (4.5)i , (4.11) và sử dụng bất đẳng thức Gronwall thu được 

 ( ) ( )2 2
10 * *

2 2
|| || ,  0, .

2 2

p p
u t E t E R t T

p p
       − −

 (4.12) 

với *E  được xác định ở (4.9). 

Khi đó từ (4.12), ta có 

 

( ) ( )

( )

( )

4

1 1
4

0

2

4

0

2

2 2

* 0

1
, || ||

4 4

1
                         || ||

4

1
                         || || .

4

p p
xu x t dx x u t dx

p
u t

p
R u t

 













 −
   

 

 −
  

 

 −
  

 

 

 (4.13) 

Do đó 
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 ( ) ( )( ) ( )* 2
10|| || 0,  0, ,I t g u t u t t T    +     

 (4.14) 

với 
*  được xác định ở (4.9). 

Ta đặt ( )   sup 0 : 0, 0,T T I t t T =     . Ta chứng minh rằng .T =   

Thật vậy giả sử T   , thì bởi tính liên tục của ( )I t , ta có ( ) 0.I T   

(i) Nếu ( ) 0,I T   lý luận tương tự như trên, ta có thể suy ra tồn tại T T   sao 

cho ( ) 0,  0, .I t t T     
 Điều này mâu thuẫn với định nghĩa của .T  

(ii) Nếu ( ) 0,I T =  từ (4.15) ta có 

 ( )( ) ( )* 2

0|| || 0.g u T u T 
 +  =  (4.16) 

Điều này dẫn tới  

 
( )( ) ( ) ( )

( )

2

0
0

|| || s 0,

         0.

T

g u T g T s u s d

u T



 



  = − =

=


 (4.17) 

Do các hàm ( ) ( ) ( ) 2

0,  || ||s g T s s g T s u s 
− −  là liên tục, không âm trên 

 0,T
 và ( ) ( )2

2 0
k T s

g T s e − −

 − =  ,  0, ,s T   do đó từ 

( ) ( ) 2

0
0

|| || s 0,
T

g T s u s d



− = ta suy ra ( )  0,  0, ,u s s T

 =   do đó u  là hàm tăng trên 

 0, .T  Vậy ( ) ( )0 0.u u T= =  

Điều này dẫn tới rằng ( )0 0I = . Điều này mâu thuẫn với ( )0 0.I   

Vậy ,T =   tức là ta có được ( ) 0,  0.I t t    

Bổ đề 4.2 được chứng minh hoàn tất. □ 

Bổ đề 4.3. Giả sử ( )*

2H  thỏa, nếu ( )0 0I   và (4.9) thỏa. Đặt 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )2 2 2

1 0 0 0

1
|| || 1 || || || || .

2
E t u t g u t u t u t I t

 
 = +  + +   + 

 
 (4.18) 

Khi đó, tồn tại các số dương 1 2,     sao cho 

 ( ) ( ) ( )1 21 1 ,  0,E t L t E t t      (4.19) 

với 0   đủ nhỏ. 

Chứng minh Bổ đề 4.3. Dễ dàng thấy rằng  

 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2

0 0 0

2

0

1 1 1 1
|| || 1 || || || ||

2 2 2

1
       , || || .

2

L t u t g u t u t u t
p

I t u t u t u t
p




    
 = + −  + +      

   

+ + +

 (4.20) 
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Từ bất đẳng thức 

 
( )

( )

2 2

0 0

2

2 2

0 0

1 1
( ), ( ) || ( ) || || ( ) ||

2 2

11
                     || ( ) || || || ,

2 4

u t u t u t u t

u t u t

  


 



  +

−
 + 

 (4.21) 

 ( ) ( ) ( )
2 2 2

0 0 0

1 1 1 1
( ) ( )

2
 1

2
 ( )
2

L t u t g u t u t u t
p

    
  + −  + +      

   
 (4.22) 

 ( ) ( ) ( )
1

,I t u t u t
p

 + +  

 ( ) ( ) ( )
2 2 2

0 0 0

1 2 1
( )( ) 1

2 2 2
 

p
u t g u t u t u t

p

−   
  +  + +    

  
 

 ( ) ( )
( )

( )
2

2 2

0 0

11 1

2 4
I t u t u t

p


 



−
+ − −   

 ( ) ( ) ( )
2 2 2

0 0 0

1 2 1
( )( ) 1

2 2 2
 

p
u t g u t u t u t

p

− −   
  +  + +    

  
 

 ( )
( )

( ) ( )
2

2 2

0 0

11 1
1

4 2
I t u t u t

p






−  
+ − +   

 
 

( )
2

0

1 2
( )( )

2 2
 

p
u t g u t

p

− −
  +   

( )
( ) ( ) ( )

2
2 2

0 0

12 1 1
1

2 4 2

p
u t u t I t

p p






 −−  
+ − +   +     

 

( )1 1 E t , 

và ta chọn 

 
( )

2

1

11 2 2 1
min , , ,

2 2 2 4

p p

p p p


 



 −− − − 
= − 

  

, (4.23) 

với   đủ nhỏ sao cho 
( )

( )
2

2 2
0 min 1,

1

p

p






 − 
   

−  

. 

Tương tự, ta có 

 ( ) ( ) ( )
2 2 2

0 0 0

1 1 1 1
( ) ( )

2
 1

2
 ( )
2

L t u t g u t u t u t
p

    
  + −  + +      

   
 (4.24) 
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 ( ) ( )
( )

( )
( )

( )
2 2

2 2 2

0 0 0

1 11 1

2 2 4
I t u t u t u t

p

  
 

 

− −
+ + +  +   

                ( )
2

0

1 1 1
( )( )

2 2
 u t g u t

p

  +
  + −  

 
 

                 ( ) ( ) ( )
2 2

0 0

1 1 1 1
1

2 2
u t u t I t

p p

  
+ − +   +  

  
 

                   
( )( )

( )
2

2

0

2 1

4
u t

 




+ −
+   

                ( ) ( )
2

0

1 1 1 1
( )( )

2 2
 u t g u t I t

p p

  +
  + −  + 

 
 

                 
( ) ( )

( ) ( )
2

2 2

0 0

2 12 1
1

2 4 2

p
u t u t

p

  



 + −−  
+ + +       

 

                ( )2 1 E t , 

với 
( )( )

2

2

2 11 2 1
max , , .

2 2 4

p

p p

  




 + −+ − 
= + 

  

 

Bổ đề 4.3 được chứng minh hoàn tất. □ 

Bổ đề 4.4. Giả sử ( )*

2H  thỏa, nếu ( )0 0I   và (4.9) thỏa. Khi đó phiếm hàm ( )t  

được định nghĩa như (4.9) thỏa  

 ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

0 0
2

4 4 1
( )( )

2
t u t I t g u t f t

p p 
    − +  +  (4.25) 

              
( )

( ) ( )
2

2 22

0 0

14 1
1 1 .

4 2
u t u t

p

 



 −  
− − − +       

 

với mọi 2 0  . 

Chứng minh Bổ đề 4.4. Nhân (1.1) với ( ),xu x t  và lấy tích phân trên  ,1 ,  ta có 

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
12 2 2 4

0 0 0
1 , , .t u t u t u t xu x t dx f t u t


  = − +   + +  (4.26) 

Bởi đẳng thức 

 ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 24

0 0

4 1
, ( )( ) 1 ,

2
xu x t dx g u t u t u t I t

p

  
=  + +   −  

  
  (4.27) 

nên 

( ) ( ) ( )( ) ( )
2 2 2

0 0 0
1 t u t u t u t  = − +    (4.28) 
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             ( ) ( ) ( )
1

4 , ,xu x t dx f t u t


+ +  

 ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

0 0 0

4 1
( )( ) 1

2
 u t g u t u t u t I t

p

  
  +  + +   −  

  
 

             ( ) ( ) ( )
( )

( )
2

2 2 2 22

0 0 0 0
2

11 1
1

2 2 4
u t u t f t u t

 

 

− 
− +   + +  
 

 

            ( ) ( ) ( )
2 2

0 0
2

4 4 1
( )( )

2
 u t I t g u t f t

p p 
  − +  +   

            
( )

( ) ( )
2

2 22

0 0

14 1
1 1 .

4 2
u t u t

p

 



 −  
− − − +       

 

Do đó Bổ đề 4.4 được chứng minh hoàn tất. □ 

Ta có định lý chính của phần này như sau 

Định lý 4.5. Giả sử ( )*

2H  thỏa, nếu ( )0 0I   và (4.9) thỏa. Với 4p  , khi đó, tồn tại 

hai hằng số C  và   sao cho 

 ( ) ( )
2 2

0 0
,  0.tu t u t Ce t− +      (4.29)  

Chứng minh Định lý 4.5. Từ (4.1), (4.6)ii và (4.25), ta có 

( ) ( )
2

1

0
  

4
( )

2
t u t I t

p
L

 
  
 

 − − − − − 
 

 (4.30) 

           ( )
2

0
1 2

2 1 1
2 ( )( )

2
k g u t f t

p

 

 

  
− −  + +  

   
 

           
( )

( ) ( )
2

2 22

0 0

14 1
1 1 ,

4 2
u t u t

p

 




 −  
− − − +       

 

với mọi  , 1 2,  0.     

Ta chọn 0   đủ nhỏ sao cho 

 
( )

( )
1 2

2 p-22
0,  0 min - ,1, .

p 1-
k

p


   



  
 −     

  

 

Ta chọn 1 0   đủ nhỏ sao cho 

 1
2 0.

2


    − − −   

Do 4p   nên ta có thể chọn 2 0   đủ bé sao cho  



Lê Hữu Kỳ Sơn, Đoàn Thị Như Quỳnh, Lê Thị Mai Thanh 
 

116 

 
( )

2

2

3

14
1 0

4p

 




−
 − −  . (4.31) 

Đặt 

 3 1 2 3

4
min , , , , 

p


   

 
=  

 
  

 
1 0

1 2

1 1

2
 ,C C



 

 
= + 

 
 

 3
0

2

0 min ,2 . 


 


 
   

 
 

Khi đó từ (4.30)-(4.32), 

 ( ) 0 02 23
3 1 1 1

2

( ) )  (
s t

t E t C e t CL L e
 




− −
 − +  − +  (4.33) 

                                  02

1( ) ,L
t

t C e
 −

 − +  

với 3 1 2 3

4
min , , , ,

p


   

 
=  

 
 

1 0

1 2

1 1
,

2
C C



 

 
= + 

 
 3

0

2

0 min ,2 .


 


 
   

 
 

Mặt khác, ta có  

 ( ) ( ) ( )( )2 2

1 1 1 0 0
( ) .L t E t u t u t    +   (4.34) 

Từ (4.33) và (4.34) ta thu được (4.29). 

Chứng minh Định lý 4.5 là hoàn tất. □ 
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ABSTRACT 

EXPONENTIAL DECAY OF WEAK SOLUTION OF THE DIRICHLET PROBLEM FOR 

THE NONLINEAR KIRCHHOFF IN AN ANNULAR MEMBRANE 

Le Huu Ky Son1*, Doan Thi Nhu Quynh1, Le Thi Mai Thanh2 

1Ho Chi Minh City University of Food Industry 
2Nguyen Tat Thanh University 

*Email: sonlhk@hufi.edu.vn 

This paper is devoted to the study of the nonlinear Kirchhoff wave equation in an annual 
associated with homogeneous Dirichlet boundary conditions. At first, by applying the Faedo-

Galerkin, we prove existence and uniqueness of the solution of the problem considered. Next, 

by constructing Lyapunov functional, we establish a sufficient condition such that any global 

weak solution is general decay as t →+ . 

Keywords: Nonlinear Kirchhoff wave equation, exponential decay.  

  


