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Tóm tắt: Trong thiết kế hình học bằng máy tính việc sinh bề mặt của các vật thể là 

vô cùng quan trọng. Vì thế, các kỹ thuật sinh mặt nhanh và chính xác luôn là một nhu cầu 

cấp bách. Các phương pháp truyền thống sinh mặt thường dựa trên các thuật toán nội suy 

và có hạn chế về khả năng đảm bảo độ trơn toàn cục của bề mặt vật thể hoặc về khối lượng 

tính toán. Từ năm 1989 một kỹ thuật mới ra đời khắc phục được các nhược điểm trên. Đó là 

phương pháp sinh mặt bởi phương trình đạo hàm riêng (Partial Differential Equation) viết 

tắt là PDE. Bề mặt được sinh ra là nghiệm của PDE với các điều kiện biên nào đó. Trong hơn 

30 năm qua phương pháp này đã phát triển rất mạnh mẽ cả về lý thuyết và ứng dụng. Ngày 

nay phương pháp PDE được sử dụng rộng rãi để mô hình hóa, thiết kế tương tác, nắn chỉnh 

hình dạng, phân tích và tối ưu thiết kế. 

Bài viết này nhằm giới thiệu về ý tưởng của phương pháp thiết kế nhờ PDE qua một số 

thí dụ và sơ lược về sự phát triển cùng các ứng dụng của nó. 

Từ khóa: Thiết kế nhờ máy tính, Mô hình hóa hình học, Sinh mặt, Phương trình đạo hàm riêng. 

Abstract: In computer-aided geometric design, surface generation of objects is 

extremely important. Therefore, fast and accurate surface generation techniques are always 

an urgent need. Traditional surface generation methods are often based on interpolation 

algorithms and have limitations in their ability to guarantee the global smoothness of the 

object surface or the computational volume. Since 1989, a new technique has been born 

to overcome the above disadvantages. That is the method of surface generation by partial 

differential equation (PDE for short). The generated surface is a solution of PDE with certain 

boundary conditions. Over the past 30 years, this method has developed very strongly in both 

theory and application. Today, the PDE method is widely used for modeling, interaction 

design, shape morphing, analysis and design optimization. 

This paper is intended to introduce the idea of PDE-driven design through some 

examples and a brief overview of its development and applications. 

Keywords: computer-aided design, Geometric modeling, Surface generation, Partial 

Differential Equation. 
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I. Mở đầu 

Trong đồ họa máy tính (Computer 

Graphics), thiết kế hình học (Geometric 

Design) hoặc thiết kế nhờ máy tính 

(Computer-Aided Design) mô hình hóa 

hình học tức là biểu diễn toán học các đối 

tượng hình học để có thể dễ dàng thao tác 

lên chúng nhằm phục vụ cho mục đích 

thiết kế là một công việc vô cùng quan 

trọng. Các kỹ thuật sinh bề mặt (surface) 

đơn giản như biểu diễn hiển, biểu diễn ẩn, 

biểu diễn tham số tường minh bề mặt nói 

chung chỉ mô tả được các bề mặt đơn giản. 

Để biểu diễn các bề mặt phức tạp người 

ta phải sử dụng các kỹ thuật phức tạp hơn 

như các mặt lưới đa giác,   mặt Bézier, 

nội suy B-splines và NURBS [2]. Các kỹ 

thuật nêu trên sử dụng số lượng lớn dữ 

liệu là các điểm nút trên bề mặt và các 

điểm điều khiển nên đòi hỏi khối lượng 

tính toán lớn. Ngoài ra , chúng có hạn chế 

về khả năng đảm bảo độ trơn toàn cục 

của bề mặt vật thể. Điều này đã được nói 

đến trong bài tổng quan [2]. Nhằm khắc 

phục các nhược điểm trên, từ năm 1989 

một kỹ thuật mới đã ra đời. Đó là phương 

pháp sinh mặt bởi phương trình đạo hàm 

riêng (Partial Differential Equation), mà 

ta sẽ gọi tắt là phương pháp PDE và các 

bề mặt được sinh ra là mặt PDE. Kỹ thuật 

này lần đầu tiên được Bloor và Wilson 

công bố trong [3]. Bề mặt được sinh ra là 

nghiệm của PDE với các điều kiện biên 

nào đó, chính xác hơn là các đường cong 

thiết diện biên. Trong hơn 30 năm qua 

phương pháp này đã phát triển rất mạnh 

mẽ cả về lý thuyết và ứng dụng. Ngày nay 

phương pháp PDE được sử dụng rộng rãi 

để mô hình hóa, thiết kế tương tác, nắn 

chỉnh hình dạng, phân tích và tối ưu thiết 

kế, thực tế ảo,… 

Bài viết này nhằm giới thiệu về ý 

tưởng của phương pháp thiết kế nhờ PDE 

qua một số thí dụ và sơ lược về sự phát 

triển cùng các ứng dụng của nó. 

Để dễ theo dõi, dưới đây chúng tôi 

nhắc lại một số khái niệm. 

Đường cong trong mặt phẳng xOy là 

tập hợp các điểm có tọa độ (x, y) được cho 

bởi một trong các dạng sau: 

- Dạng tường minh y=f(x) 

- Dạng ẩn f(x,y)=0 

- Dạng tham số x=x(t), y=y(t), trong 

đó t là tham số. 

Mặt (hay bề mặt) trong không gian 

ba chiều (3D) là tập hợp các điểm có tọa độ 

(x,y,z) được cho bởi một trong các dạng sau: 

- Dạng tường minh z=f(x,y) 

- Dạng ẩn f(x,y,z)=0. 

- Dạng tham số x=x(u,v), y=y(u,v), 

z=z(u,v) trong đó u,v là các tham số. 

Phương trình đạo hàm riêng (PDE) 

là phương trình chứa ẩn hàm và các đạo 

hàm riêng của nó. Cấp cao nhất của đạo 

hàm trong phương trình được gọi là cấp 

của phương trình. 

Bài toán tìm nghiệm của PDE thỏa 

mãn các điều kiện biên tức là các điều kiện 

đặt lên ẩn hàm tại các biên của miền xác 

định của bài toán được gọi là bài toán biên. 

Lĩnh vực mô hình hóa hình học chủ 

yếu làm việc với đường cong, mặt cong 

tham số và các phương trình PDE hai biến 

số loại elliptic. 

II. Mô hình hóa các mặt cong 

đơn giản 

Ý tưởng của phương pháp PDE 

trong thiết kế hình học là sinh các mặt 
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cong như là nghiệm của các phương trình 

đạo hàm riêng trong miền tham số thỏa 

mãn các điều kiện biên. Miền tham số 

chuẩn được xét là 

Ω={(u,v),0 ≤u ≤1,0≤v≤2π}. 

Dưới đây là các thí dụ minh họa ý 

tưởng của phương pháp PDE khi sử dụng 

phương trình các cấp khác nhau. 

2.1 Mô hình hóa mặt cong nhờ 

PDE cấp hai 

Trong công trình đầu tay [3] Bloor 

và Wilson đã xây dựng mặt cong nhờ 

phương trình Laplace. Cụ thể là các tác 

giả đã tạo ra mặt cong tham số 

X(u,v)=(x(u,v),y(u,v),z(u,v)) 

như là nghiệm của phương trình 

                 (1) 

trong miền Ω thỏa mãn các điều 

kiện biên tuần hoàn theo v và 

 
(2) 

 

trong đó a,R,H là các số dương. 

Chú ý rằng nghiệm của phương trình 

(1) tuần hoàn theo v có dạng chuỗi Fourier 

 

(3) 
 

trong đó A
0
,A

n
,B

n
,n=1,2,… là các 

véc tơ hàm được tính theo các công thức 
 

 

Từ các điều kiện biên (2) dễ dàng 

tìm được các hệ số trong biểu diễn nghiệm 

(3). Nghiệm này có dạng 

  (4) 

Các mặt sinh bởi nghiệm trên R=2, 

H=3 với a=0.005,1,2,4,6,8 và một số giá 

trị khác nhau của tham số được cho trong 

Hình 1 (a, b, c, d, e f). 
 

 

 

Hình 1. Các mặt sinh bởi phương trình cấp 

hai (1) và các điều kiện biên (2). 

2.2. Mô hình hóa mặt cong nhờ 

PDE cấp bốn 

Xét phương trình cấp bốn [4] 

            (5) 

trong miền Ω thỏa mãn các điều 

kiện biên tuần hoàn theo v và 

  
  (6) 

trong đó ký hiệu , G
i
(v) 

(i=1,2,3,4) là các véc tơ hàm. Nghiệm 
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tổng quát của phương trình (5) có dạng 

(3), trong đó 

 

 

 

Từ các điều kiện biên (6) có thể xác 

định được các hệ số A ,A ,B ,n=1,2,… 

các bề mặt. Thí dụ, sử dụng các phương 

trình [3] 
 

 

 

 

trong đó Δ
a 

là toán tử được định 

nghĩa bởi công thức (1). Ở đây, x,y thỏa 

mãn phương trình cấp hai, còn thỏa mãn 
0 n n 

Thí dụ: Với các điều kiện biên (xem [4]) 
 

 

nghiệm của PDE sinh ra các bề mặt 

trong Hình 2 với các bộ tham số trong 

bảng sau: 

Hình a H Rtop Stop Sbot 

phương trình cấp bốn. 

Với một số điều kiện biên cho trước 

nghiệm của các phương trình trên sinh ra 

các bề mặt trong Hình 3. 
 

(a) 1 2 1 -2.5 -5.5  

(b) 8 3 0.6 -2.8 -5  

(c) 0.5 3 0.6 -1 -5  

(d) 5 3 0.1 -3.6 -1.3  

      Hình 3. Các bề mặt sinh bởi các phương 

trình cấp hỗn hợp 

2.4. Mô hình hóa mặt cong nhờ 

PDE cấp bốn tổng quát 

Các mặt cong phức tạp có thể được 

thiết kế nhờ các phương trình cấp bốn 

tổng quát hơn phương trình song điều hòa 

(5). Cụ thể, người ta sử dụng phương trình 

cấp bốn với các véc tơ tham số điều khiển 

[5] sau đây 
 

Hình 2. Các bề mặt sinh bởi phương 

trình cấp bốn 

2.3. Mặt cong nhờ sinh bởi hỗn 

hợp phương trình  cấp hai và bốn 

Có thể sử dụng hỗn hợp các 

phương trình cấp hai và cấp bốn để sinh 

 

 
trong đó 

 

 
 

 
 

 

(7) 
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là các véc tơ tham số hình dạng. 

Các điều kiện biên cũng như (6). Nghiệm 

của phương trình (7) có thể biểu diễn 

trong dạng 
 

   

 

trong đó 

2.5. Mô hình hóa mặt cong nhờ 

PDE cấp sáu 

Để sinh các mặt cong có sự liên tục 

về độ cong (curvature) người ta phải sử 

dụng phương trình PDE cấp sáu trong 

khi để có sự liên tục về tiếp tuyến chỉ 

cần phương trình cấp bốn. Trong [6], [7] 

phương trình được sử dụng có dạng 

 

 

Các giá trị t , t 

 

 

xác định qua các 

(8) 
 

trong đó A, B, C, D là các véc tơ 
n1 n2 

tham số của phương trình (7). 

Lựa chọn các tham số hình dạng và 

các điều kiện biên khác nhau có thể tạo 

ra được các lọ hoa hình dáng khác nhau. 

Xem Hình 4 [5]. 

 

 

Hình 4. Các lọ hoa được sinh bởi PDE 

cấp bốn (7) 

tham số hình dạng. Một trường hợp riêng 

của phương trình trên là phương trình tam 

điều hòa 
 

 

  

Các thí dụ về bề mặt tam điều hòa 

được sinh bởi phương trình trên và một 

số điều kiện biên khác nhau cho trong [8], 

Hình 5. 
 

  
 

Hình 5. Các bề mặt tam điều hòa 

Một trường hợp cụ thể của phương 

trình (8) khi 

a
x
=a

y
=a

z
=b

x
=b

y
=b

z
=1 

c
x
=c

y
=c

z
=d

x
=d

y
=d

z
=-1 
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với các điều kiện biên đặc biệt sinh 

ra mặt cấp sáu như trong Hình 6 (xem [7]). 
 

  

Hình 6. Các mặt sinh bởi PDE cấp sáu 

2.6. Một số nhận xét 

- Trong các tiểu mục ở trên về sinh 

các mặt cong nhờ các PDE cấp hai, bốn 

và sáu, lời giải tổng quát của các phương 

trình thường được biểu diễn qua chuỗi 

Fourier. Các điều kiện biên trong các thí 

dụ minh họa thường khá đơn giản. Chúng 

chỉ chứa một số hạng của chuỗi Fourier 

nên nghiệm của các phương trình dễ tìm 

được. Trong trường hợp tổng quát, các 

điều kiện biên cũng khai triển thành chuỗi 

Fourier và người ta chỉ giữ lại hữu hạn 

các số hạng như là xấp xỉ của điều kiện 

biên. Khi đó nghiệm của bài toán cũng 

tìm trong dạng tổng hữu hạn của các thành 

phần Fourier. Tất nhiên việc tìm các hệ số 

trong biểu diễn này khá phức tạp. 

+ Khi các điều kiện biên không cho 

trong dạng các biểu thức giải tích mà cho 

giá trị tại các tập điểm rời rạc thì bước đầu 

phải xây dựng các đường cong nội suy tại 

các tập điểm đó rồi xấp xỉ hàm tìm được 

bởi tổng Fourier. 

+ Ngoài phương pháp Fourier để 

giải các bài toán biên cho PDE đã được 

nói tới ở trên thì các phương pháp số như 

phần tử hữu hạn, sai phân hữu hạn cũng 

được sử dụng [9]. 

III. Mô hình hóa các bề mặt 

phức tạp 

Để ý rằng các bề mặt được giới 

thiệu trong mục 3 là nghiệm của PDE với 

các điều kiện biên cho tại u=0 và u=1 Nói 

chung chúng là đơn giản. Để mô hình hóa 

các vật thể ba chiều (3D) với các bề mặt 

phức tạp người ta phải pha trộn (blend) 

hay phải ghép nhiều mảnh sinh bởi PDE. 

Dưới đây là một số thí dụ. 

Thí dụ 1: Các bề mặt trong Hình 7, 

mỗi bề mặt là mảnh ghép của 3 mảnh sinh 

bởi 3 cặp các điều kiện biên [10]: 

(a) 

   (b) 

Hình 7. Các bề mặt sinh bởi 3 mảnh 

Thí dụ 2: Bề mặt được ghép bởi 

nhiều mảnh sinh bởi các đường cong thiết 

diện biểu diễn một số bộ phận cơ thể người 

trong Hình 8 [11]. Ở đó, người ta sử dụng 

phương trình cấp sáu rút gọn 
 

 
 

Hình 8. Bề mặt được ghép từ nhiều mảnh 

Thí dụ 3. Mô hình hóa khuôn mặt 

người. 
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Trong [12] từ 29 đường cong trên 

khuôn mặt với miệng khép hoặc mở các tác 

giả đã xây dựng được khuôn mặt với miệng 

khép hoặc mở nhờ phương trình song điều 

hòa với nhiều tham số điều khiển trong các 

điều kiện biên. Xem Hình 9. 

Mới đây, trong [13] Fu và các cộng 

sự đã phát triển thuật toán xây dựng khuôn 

mặt từ các mảnh ghép sử dụng phương 

trình PDE cấp hai kết hợp với nội suy. 
 

 

Hình 9. Khuôn mặt được tạo ra từ 29 

đường cong 

Một số ứng dụng của phƣơng 

pháp PDE 

Nhu cầu ngày càng tăng của các ứng 

dụng thời gian thực trong thiết kế hình học 

với sự trợ giúp của máy tính (CAD) đã 

dẫn đến sự phát triển không ngừng của các 

kỹ thuật tạo bề mặt hiệu quả. Các bề mặt 

PDE đã được chứng minh là một công cụ 

rất mạnh trong các nhiệm vụ như vậy, và 

do tính linh hoạt của loại bề mặt này mà 

nhiều kỹ thuật đã được phát triển. Một số 

các lĩnh vực ứng dụng chính của phương 

pháp tạo bề mặt PDE là: 

- Thiết kế tương tác: Các hệ thống 

CAD sử dụng công cụ thiết kế tương tác 

dựa trên PDE, ở đó việc điều khiển chính 

các bề mặt được thực hiện thông qua các 

điều kiện biên. Người dùng không cần các 

hiểu biết chi tiết liên quan đến PDE mà 

chỉ cần xác định các điều kiện biên bởi các 

đường cong biên (xem [14], [15]). 

- Kết hợp hình dạng (shape 

blending): đây là quá trình ghép nối hai 

hoặc nhiều mảnh bề mặt sao cho độ trơn 

được đảm bảo tại các vị trí ghép nối. PDE 

chính là giải pháp tự nhiên để giải quyết 

vấn đề này. Mức độ trơn được xác định 

bởi cấp của phương trình PDE. Xem [7], 

[11], [16-18]. 

- Phân tích và tối ưu thiết kế: Các 

bề mặt PDE cung cấp một môi trường tự 

nhiên cho phát triển các công cụ có khả 

năng phân tích thiết kế và tối ưu hóa dựa 

trên tính chất vật lý vốn có của các bài 

toán cụ thể. Quá trình tối ưu hóa hình dạng 

của đối tượng liên quan đến việc thiết lập 

một hàm mục tiêu phụ thuộc các tham số 

thiết kế. Một số thí dụ có thể xem trong 

[19-22]. 

- Nắn chỉnh hình dạng (shape 

morphing): là sự biến đổi trơn tru giữa hai 

hình dạng khác nhau của một đối tượng. 

Các phương pháp tạo bề mặt có thể là một 

công cụ hữu ích để giải quyết vấn đề trên. 

Đặc biêt, phương pháp tạo bề mặt dựa 

trên PDE (phương pháp Bloor-Wilson) 

khi thay đổi điều kiện biên dễ dàng thay 

đổi bề mặt của đối tượng. Ba phương pháp 

luận nắn chỉnh hình dạng là thay đổi điều 

kiện biên, tăng số thành phần Fourier và 

kết hợp hai phương pháp trên được đề 

xuất trong công trình có tính chất mở đầu 

[23]. Sự phát triển tiếp theo của các kỹ 

thuật nắn chỉnh hình dạng được trình bày 

trong [24], [25]. 
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- Hoạt hình (Animation): Hoạt hình 

là một lĩnh vực mà các bề mặt PDE tìm 

thấy các ứng dụng hữu ích. Các quá trình 

như nắn chỉnh hình dạng, thay đổi biểu 

cảm khuôn mặt và chuyển động là các quá 

trình có thể được tạo ra từ việc sử dụng 

phương pháp PDE. Khi cho các tham số 

của phương trình và các điều kiện biên là 

các hàm phụ thuộc thời gian theo các quy 

luật nhất định có tính chất vật lý người ta 

thu được chuyển động của các đối tượng 

mà bề mặt của chúng được sinh bởi các 

PDE. Nhiều thí dụ về hoạt hình có thể xem 

trong [25-28]. 

- Về một số ứng dụng khác của 

phương pháp tạo bề mặt PDE có thể xem 

trong các bài tổng quan [2], [29]. 

V. Kết luận 

Bài viết đã giới thiệu sơ lược về 

phương pháp mô hình hóa bề mặt dựa 

trên PDE. Đây là một phương pháp mới 

rất hiệu quả trong thiết kế bề mặt của các 

vật thể trong kỹ thuật cũng như trong đời 

sống. Ý tưởng của phương pháp là các bề 

mặt trơn được tạo ra như là lời giải của 

PDE với các điều kiện biên khác nhau. 

Cấp của PDE xác định độ trơn của bề mặt. 

Với cách tiếp cận này việc xây dựng các 

bề mặt dẫn đến việc giải các bài toán biên 

của PDE bằng các phương pháp giải tích 

mà chủ yếu là phương pháp Fourier và các 

phương pháp số như phương pháp sai phân 

và phương pháp phần tử hữu hạn. Do việc 

thao tác lên các bề mặt thông qua một số 

ít các tham số trong phương trình và điều 

kiện biên nên phương pháp PDE sinh các 

bề mặt ngày càng được ứng dụng nhiều 

trong thiết kế hình học và đồ họa máy tính. 

Mới đây, nhằm phát huy hơn nữa ưu thế 

của phương pháp PDE người ta đã kết hợp 

nó với NURBS- một kỹ thuật phổ biến và 

đã trở thành chuẩn công nghiệp để thiết kế 

tối ưu các đối tượng phức tạp, chẳng hạn 

như đầu tầu cao tốc [30]. 
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