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ĐẠI SỐ GIA TỬ HẠN CHẾ AX
2 VÀ ỨNG DỤNG CHO BÀI TOÁN 

PHÂN LỚP MỜ 

NGUYỄN CÁT HỒ, TRẦN THÁI SƠN, DƯƠNG THĂNG LONG 

1. GIỚI THIỆU 

Đại số gia tử (HA) đã được nhiều tác giả nghiên cứu và ứng dụng [2, 3, 11, 12, 13], điều 
này cho thấy tiềm năng ứng dụng rất lớn của HA. Cấu trúc một đại số gia tử gồm AX = (X, G, C, 

H, ΣΣΣΣ, ΦΦΦΦ, ≤≤≤≤). Trong đó X là tập các hạng từ (terms) của đại số, G={c
-
,c

+} là tập phần tử sinh, 
C={0,1,W} các giá trị hằng, H là tập các gia tử (hedges),ΦΦΦΦ gia tử tới hạn min, ΣΣΣΣ gia tử tới hạn 
max, ≤≤≤≤ quan hệ thứ tự ngữ nghĩa giữa các hạng từ.  

Thực tế, các tác giả áp dụng HA trong các mô hình giải các bài toán sử dụng ít các gia tử 
[3, 12, 13] với những nghiên cứu về HA trong ứng dụng các bài toán phân lớp, chúng tôi tiếp 
cận đại số gia tử hạn chế chỉ với 2 gia tử (kí hiệu AX2). AX2 gồm một gia tử dương và một gia tử 
âm, không mất tính tổng quát, đặt H-={L} và H+={V}. Các khái niệm và kết quả liên quan đến 
AX

2 được trình bày ở phần sau, khẳng định tính hữu dụng của AX
2 trong ứng dụng các mô hình 

phân lớp mờ. Trên cơ sở đó, chúng tôi đề xuất một mô hình tìm kiếm tối ưu tập luật mờ phân lớp 
sử dụng giải thuật di truyền (GA) và thử nghiệm trên bài toán GLASS [28]. 

Phân lớp là bài toán rất đặc trưng của khai phá dữ liệu, được nhiều tác giả nghiên cứu và 
phát triển các mô hình ứng dụng [3, 4, 9, 10, 14, 15 – 19, 20, 22 - 24, 27]. Bài toán cho một tập 
dữ liệu mẫu P={pi=(di1,…din; Ci) | i=1,…,M}, pi là mẫu dữ liệu thứ i, Ci∈{C1,...,Cm} là nhãn 
phân lớp tương ứng, M là số mẫu dữ liệu, n là số thuộc tính, m là số lớp. Giải quyết bài toán tức 
phải xây dựng mô hình dựa trên tập mẫu này để phân lớp cho các dữ liệu với mục tiêu đạt hiệu 
quả phân lớp cao nhất, hơn nữa mô hình phải đơn giản, dễ hiểu đối với người dùng. Các phương 
pháp và kỹ thuật như lí thuyết học máy, trí tuệ nhân tạo, mạng nơron,... đã được sử dụng nhằm 
đạt mục đích trên [6, 21, 25]. 

Phương pháp tiếp cận theo hệ mờ được nhiều tác giả đề cập trong các bài báo [3, 10, 15 – 
19, 25], trong đó mô hình dựa trên cơ sở hệ luật mờ sử dụng khá phổ biến. Luật mờ ở dạng này 
gồm tập các điều kiện và phần kết luận là nhãn phân lớp được biểu diễn như sau: 

          rq : IF X1 is Aq,1 AND… AND  Xn is Aq,n  THEN  Cq with CFq,    (1) 

trong đó, X=(X1,…,Xn) là véctơ dữ liệu mẫu kích thước n (n là số thuộc tính), Cq là nhãn phân 
lớp đầu ra của luật và CFq là trọng số (weight) của luật. Theo tiếp cận HA [Long-09], miền ngôn 
ngữ của mỗi thuộc tính được cấu trúc bởi đại số gia tử AX2, kí hiệu Xj, do đó Aq,j ∈ Xj là một 
hạng từ (linguistic term) làm điều kiện của luật tương ứng với thuộc tính j. 

Mỗi luật mờ phân lớp như trên có thể được xem như một dạng của luật kết hợp trong khái 
phá luật kết hợp (association rules), kí hiệu rq = (Aq ⇒ Cq). Một số định nghĩa về trọng số luật 
được đề xuất bởi Ishibuchi trong [15, 18], trong bài này chúng tôi sử dụng theo dạng CF3 sau: 

          CF3 = c(Aq ⇒ Cq) – c2nd(Aq ⇒ Cq),     (2) 
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trong đó c(Aq ⇒ Cq) là độ tin cậy của luật được tính theo luật kết hợp [18], c2nd(Aq ⇒ Cq) là độ tin 
cậy lớn nhất của các luật có vế trái là Aq còn kết luận khác Cq, chúng được tính bởi các công thức: 
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          c2nd = max{ c(Aq⇒Ch) | h=1,2...,m; classh ≠ Cq }    (4) 

với m là số lớp của tập dữ liệu mẫu, M là số mẫu dữ liệu, hàm tính độ phù hợp của một dữ liệu 
thực với hạng từ Aq, µAq(pi), được xem xét trong phần sau (phần 2, định nghĩa 2.3). 

Hệ mờ dạng luật trên (1), kí hiệu S, có hai phương pháp lập luận các tác giả dùng nhiều là 
single-winner-rule và weighted-vote [18], theo cách single-winner-rule mỗi mẫu dữ liệu sẽ được 
tính mức độ thích hợp của nó với vế trái tất cả các luật, chọn luật nào có mức độ thích cao nhất 
và phân lớp đầu ra theo luật đó: 

          Classify(p) = argmaxCq { µAq(p).CFq | ∀Aq⇒Cq ∈ S }.    (5) 

Trường hợp có nhiều luật cùng đạt giá trị lớn nhất nhưng kết luận phân lớp khác nhau, khi 
đó ta chọn ngẫu nhiên một trong số chúng. 

2. ĐẠI SỐ GIA TỬ HẠN CHẾ AX2 VÀ TIẾP CẬN ĐẾN BÀI TOÁN PHÂN LỚP 

Kí hiệu Xk ⊂ X là tập các hạng từ có độ dài đúng k, Ik = {ℑk(x) | x∈Xk} là tập các khoảng 
tính mờ mức k (k-intervals) xác định bởi các hạng từ trong Xk [2, 3] (có thể viết gọn ℑk hoặc 
ℑ(x) thay cho ℑk(x)). Gọi X(k) là tập các hạng từ có độ dài không quá k, như vậy X(k) = X1 ∪ … ∪ 
Xk, tương tự kí hiệu I(k) = I1 ∪ … ∪ Ik. Sau đây là một số khái niệm và kết quả liên quan đến 
AX2. 

Hai khoảng tính mờ ℑ(x) ≠ ℑ(y) được gọi là kề nhau cùng mức nếu chúng được xác định 
bởi hai hạng từ x,y có cùng độ dài (x,y∈Xk), hay ℑ(x),ℑ(y)∈Ik và chúng có một điểm mút chung, 
tức là lmp(ℑ(x)) = rmp(ℑ(y)) ∨ rmp(ℑ(x)) = lmp(ℑ(y)), trong đó lmp và rmp là điểm mút trái và 
mút phải của khoảng tính mờ. 

Kí hiệu ℑ(x) |< ℑ(y) là khoảng tính mờ ℑ(x) kề bên trái ℑ(y), hay rmp(ℑ(x)) = lmp(ℑ(y)), 
tương tự x|<y là hạng từ x kề bên trái hạng từ y: ∀z∈X(k), z≠x, z≠y, (z < x < y) ∨ (z > x > y). 

Định nghĩa 2.1. Cho AX
2, ∀x∈X (k = l(x) là độ dài hạng từ x), khoảng tính mờ tương tự bậc g (g 

≥ 1) của x là khoảng được tạo bởi hai khoảng tính mờ kề nhau cùng mức k+g chứa υ(x) làm 
điểm trong, kí hiệu Tg(x), được xác định như sau: 

i) nếu υ(x)=0 hoặc υ(x)=1 thì Tg(x) = ℑk+g(y), sao cho y∈Xk+g, υ(x)∈ℑk+g(y). 

ii) ngược lại, 

Tg(x) = ℑk+g(yi) ⊕ ℑk+g(yj), sao cho yi,yj ∈ Xk+g, rmp(ℑk+g(yi))=lmp(ℑk+g(yj))=υ(x). 

trong đó ⊕ là phép nối hai khoảng tính mờ kề nhau.  

Định nghĩa này cho thấy một hạng từ có khoảng tính mờ tượng tự bậc càng cao sẽ càng bị 
thu hẹp về tâm của hạng từ đó: ta có ∀x∈X, g1>g2, Tg1(x)⊂Tg2(x). Ví dụ hình 2.1, T3(c

+) ⊂ T2(c
+) 

⊂ T1(c
+). 
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Hình 2.1. Minh họa khoảng tính mờ tương tự bậc g của các hạng từ trong AX
2 

Định nghĩa 2.2. Cho AX
2, k ≥ 1, hệ khoảng tính mờ tương tự của tập X(k), kí hiệu SSSS(k), là tập các 

khoảng tính mờ tương tự của tất cả các hạng từ trong X(k), sao cho ∀x∈X(k), Tg(x)∈SSSS(k), g+l(x) = 
k

* không đổi (tức là ∀x∈X(k), Tg(x) được tạo bởi các khoảng tính mờ cùng mức k*) và SSSS(k) là một 
phân hoạch của [0,1].  

Ta gọi SSSS(k) là hệ khoảng tính mờ tương tự mức k, tương ứng với tập X(k). 

 

 

 

 

 

 

 

Hình 2.2. Minh họa hệ khoảng tính mờ tương tự mức 2, tương ứng tập X(2) trong AX
2 

 
Mệnh đề 2.1. Cho AX2, kích thước các tập Xk, X(k), Ik, I(k) được tính như sau: 

          i) Với k = 1, |X1| = 5. 

          ii) Với k > 1, |Xk| = 2k. 

          iii) ∀k ≥ 1, |X(k)| = 3+∑i=1...k 2
k = 3+(2.2k-2) = 1+2k+1. 

          iv) |X(k+2)| = 2.(|SSSS(k)|-2)+2.  

Để ý rằng |Ik| = |Xk|, |I(k)| = |X(k)|. 

Bổ đề 2.1. Cho AX2, k ≥ 1, giả sử tập X(k), Xk+1 được sắp thứ tự, X(k) = {x0 < … < xi-1 < xi < … < 

12 +kx }, Xk+1 = {y1 < y2 <
… < 12 +ky }. Với ∀yi, yi+1∈Xk+1, ∃xi∈X(k): yi < xi < yi+1, i=1,2,…,2k+1. Khi 

đó, tập X(k+1) = X(k) ∪ Xk+1 = { x0 < y1 < x1 <
… < xi-1 < yi < xi < … < 12 +ky < 12 +kx }. 

Chứng minh. Theo Mệnh đề 2.1, |X(k)| = 1+2k+1, |Xk+1| = 2k+1, điều này thỏa mãn mỗi cặp theo 
thứ tự trong X(k) tương ứng với một phần tử trong Xk+1. Bây giờ ta chứng minh ∀yi∈Xk+1, ∃xi-1, 
xi∈X(k): xi-1 < yi < xi, i=1,2,…,2k+1. Bằng phương pháp quy nạp, với trường hợp k=1, X(1) = {0, c-, 
W, c+, 1} và X2 = {Vc

-, Lc
-, Lc

+, Vc
+}, rõ ràng X(2) = {0 < Vc

- < c- < Lc
- <W < Lc

+< c+ < Vc
+ < 

1}, vậy k=1 được khẳng định.  

c
- 

c
+ 1 W

 0 

Vc+ Lc+ 

VVc+ LVc+ LLc+ VLc+ 

T1(c
+) 

T2(c
+) 

T3(c
+) 

T2(Vc+) 

T2(W) 

c- c+ 1 W 0 

T3(c
+) 

T2(Vc+) 
T2(Lc+) 

T3(W) 
T2(Lc-) 

T3(c
-) 

T2(Vc-) 
T3(0) 

T3(1) 

Lc+ Vc+ 
Lc- Vc- 

X(2)
 

SSSS(2)
 



 

   26

Giả sử trường hợp k > 1 đã khẳng định, ta chứng minh cho trường hợp k+1. Theo giả thiết, 
X(k) = {x0 < … < xi-1 < xi < … < 12 +kx }, Xk+1 = {y1 < y2 <

… < 12 +ky } và X(k+1) = X(k) ∪ Xk+1 = { x0 < 

y1 < x1 <
… < xi-1 < yi < xi <

… < 12 +ky < 12 +kx } (*). Trong AX
2, tính Xk+2 = {Lyi, Vyi : ∀yi∈Xk+1} 

(bằng cách dùng hai gia tử {L,V} tác động lên mỗi hạng từ trong Xk+1). Dựa trên tính cấu trúc 
dàn của HA [11, 12], ∀yi∈Xk+1, ta có hoặc Φyi < Lyi < yi < Vyi < ∑yi, hoặc Φyi < Vyi < yi < Lyi < 
∑yi, hơn nữa trong X(k+1) ta cũng có yi-1<Φyi < yi < ∑yi < yi+1, để ý rằng y0 = 0, 12 +ky = 1 (**). Từ 

(*) và (**) ta suy ra ∀z, z’ ∈ Xk+2, ∃yi-1, yi, yi+1∈X(k+1), yi-1 < z < yi < z’ < yi+1, trong đó z = Lyi, z’ 
= Vyi, hoặc z’ = Vyi, z = Lyi (i=1,2,…,2k+1). Vậy k+1 được khẳng định ⇒ đpcm.  ■ 

Định lí 2.1. Cho AX
2, k ≥ 1, với tập X(k), tồn tại duy nhất một hệ các khoảng tính mờ tương tự 

mức k, SSSS(k) được tạo bởi phân hoạch các khoảng tính mờ mức k+2, Ik+2.  

Chứng minh. Rõ ràng tập Ik+2 là một phân hoạch của [0,1] [11, 12], vậy nếu SSSS(k) được tạo từ Ik+2 
thỏa mãn là một phân hoạch của [0,1] (thỏa định nghĩa 2.2). Ta chỉ cần chứng minh SSSS(k) được tạo 
duy nhất từ phân hoạch Ik+2. 

(i) Trước hết, chứng minh SSSS(k) được tạo từ phân hoạch Ik+2. Bằng phương pháp quy nạp, với 
trường hợp k=1, ta có X(1) = {0, c-, W, c+, 1} và I3 = {ℑ(VVc

-), ℑ(LVc
-), ℑ(LLc

-), ℑ(VLc
-), 

ℑ(VLc
+), ℑ(LLc

+), ℑ(LVc
+), ℑ(VVc

+)}. Theo định nghĩa 2.1, hệ khoảng tính mờ tương tự của X(1) 
được xây dựng như sau, SSSS(1) = {T2(0) = ℑ(VVc

-), T2(c
-) = ℑ(LVc

-) ⊕ ℑ(LLc
-), T2(W) = ℑ(VLc

-) ⊕ 
ℑ(VLc

+), T2(c
+) = ℑ(LLc

+) ⊕ ℑ(LVc
+), T2(1) = ℑ(VVc

+)} (hình vẽ 2.2), vậy k=1 được khẳng định. 

 

 

 

 

 

 

Hình 2.2. Hệ khoảng tính mờ tương tự SSSS(1) của X(1) 

Giả sử trường hợp k > 1 đã khẳng định, tức là SSSS(k) của X(k) được tạo bởi Ik+2. Ta chứng minh 
cho trường hợp k+1. Để ý rằng Ik = {ℑ(yi) | ∀yi∈Xk}. Không mất tính tổng quát, theo tính chất 
của HA, giả sử các tập Xk, X(k) và Xk+2 được sắp thứ tự. Hệ khoảng tính mờ tương tự mức k+2 
của X(k) được xây dựng như sau, SSSS(k) = { T(wi)=ℑ(y2i) ⊕ℑ(y2i+1) | y2i, y2i+1∈Xk+2, i=1,2,…,2k+1-1} ∪ 

{ℑ(y1), )( 22 +ℑ ky }, điều này thỏa mãn (theo mệnh đề 2.1-iv), để ý rằng T(0) = ℑ(y1), T(1) = 

)( 22 +ℑ ky  ∈ SSSS(k). Trong AX2, sinh tập Xk+1 = {Lwi, Vwi : ∀wi∈Xk}, Xk+3 = {Lyi, Vyi : ∀yi∈Xk+2} 

(bằng cách dùng hai gia tử {L,V} tác động lên mỗi hạng từ trong Xk, Xk+2), tương ứng ta có Ik+3. 
Biết rằng X(k+1) = X(k) ∪ Xk+1, X(k+2) = X(k+1) ∪ Xk+2, X(k+3) = X(k+2) ∪ Xk+3. Theo bổ đề 2.1, từ X(k) 
và Xk+1 ta có thứ tự tập X(k+1) = {… < wi-1 < xi < wi < xi+1 < wi+1 <

…}, trong đó wi-1, wi, wi+1∈X(k), xi, 
xi+1∈Xk+1, i=1,2,…, 2k+1-1. Tương tự, với xj-1, xj, xj+1∈X(k+1), yj, yj+1∈Xk+2, j=1,2,…,2k+2-1, ta có thứ 
tự tập X(k+2) = {… < xj-1 < yj < xj < yj+1 < xj+1 <

…}, và z2j-1, z2j, z2j+1, z2(j+1)∈Xk+3, suy ra thứ tự tập 
X(k+3) = {… < xj-1 < z2j-1 < yj < z2j < xj < z2j+1 < yj+1 < z2(j+1) < xj+1 <

…}. Xây dựng tập SSSS(k+1) = { 
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T(xj)=ℑ(z2j) ⊕ℑ(z2j+1) | z2j, z2j+1∈Xk+3, xj∈X(k+1), j=1,2,…,2k+2-1} ∪ {ℑ(z1), )( 32 +ℑ kz }, để ý rằng 

T(0) = ℑ(z1), T(1) = )( 32 +ℑ kz  ∈ SSSS(k+1). Vậy trường hợp k+1 được khẳng định. 

(ii) Chứng minh không tồn tại m ≥ 1, m ≠ 2, để SSSS(k) được tạo từ Ik+m. Theo mệnh đề 2.1, 
|Ik+m| = 2k+m, |SSSS(k)| = |X(k)| = 1+2k+1, mặt khác ta phải có 2.(|SSSS(k)|-2)+2 = |Ik+m|, hay 2.(1+2k+1-2)+2 = 
2k+m ⇔ 2k+2 = 2k+m ⇔ m = 2.  

Từ (i) và (ii) ⇒ đpcm. ■ 

Theo định nghĩa 2.2, với k ≥ 1, ∀x ∈ X(k), xác định Tg(x) ∈ SSSS(k), ta có hai khoảng tính mờ 
tương tự trong SSSS(k) kề bên trái là Neigleft(Tg(x)) = Tg1(y), kề bên phải là Neigright(Tg(x)) = Tg2(z) với 
y,z ∈ X(k), y < x < z và không tồn tại hạng từ trong X(k) nằm giữa chúng, tức là lmp(Tg(x)) = 

rmp(Tg1(y)) ∧ rmp(Tg(x)) = lmp(Tg2(z)). Trường hợp x = 0, ta xác định Neigleft(Tg(x)) = ℑ(0) (tức 
là y=0), tương tự khi x = 1, Neigright(Tg(x)) = ℑ(1) (tức là z = 1). 

 

 

 

 

 

 

 

 

Hình 2.2. Hệ phân hoạch các khoảng tính mờ tương tự và láng giềng của chúng 

 

Định nghĩa 2.3. Cho AX2, k ≥ 1, ∀x∈X(k), xác định một khoảng tính mờ tương tự Tg(x)∈SSSS(k), 
định nghĩa độ tương hợp bậc g = k+2-l(x) của giá trị định lượng v đối với hạng từ x là một ánh xạ 
sg : [0,1]×X → [0,1], được xác định dựa trên khoảng cách từ v đến υ(x) và hai khoảng tính mờ 
tương tự láng giềng của Tg(x) như sau: 

                         sg(v,x) = 
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trong đó y,z là hai hạng từ xác định hai khoảng tính mờ tương tự láng giềng trái và phải của Tg(x). 

Độ tương hợp này đóng vai trò như một hàm thuộc trong lí thuyết tập mờ, nó được sử dụng 
cho các tính toán lập luận trong các ứng dụng về sau. 

Hệ quả 2.1. Cho AX
2, k ≥ 1, ∀v∈[0,1], luôn tồn tại duy nhất một hạng từ x∈X(k) xác định 

khoảng tính mờ tương tự bậc g=k+l(x), Tg(x)∈SSSS(k) ∧ v∈Tg(x).  

Chứng minh. Dễ dàng suy ra từ tính phân hoạch của SSSS(k)..  ■ 

Hệ quả này cho thấy khả năng ứng dụng của hệ khoảng tính mờ tương tự SSSS(k) của AX2 trong 
mọi quá trình thực. 

c
- 

c
+ 1 W

 0 

Vc
+ 

Lc
+ 

T3(c-) 
T2(Vc+) 

X(2) 
Lc

- 
Vc

- 

T2(Lc+) 
T3(W) 

T2(Lc-) 
T3(c-) 

T2(Vc-) T3(0) 
T3(1) 

Neigleft(T2(Lc-)) 

 
Neigright(T2(Lc-)) 

 

SSSS(2) 



 

   28

Định lí 2.2. Cho AX2, bộ tham số mờ gia tử 0 < fm(c-), µ(L) < 1 (để ý rằng fm(c+) = 1-fm(c-), 
µ(V) = 1-µ(L)), với u,v∈[0,1], u≠v, luôn tồn tại một hệ phân hoạch tương tự mức k, SSSS(k) (tương 
ứng tập X(k)) sao cho u∈T(x), v∈T(y), T(x),T(y)∈SSSS(k) (hay x,y∈X(k)) và x≠y.  

Chứng minh. Theo định lí về tính trù mật của υ(x), ∀x∈X trong [0,1] của HA [11, 12] và biết 

rằng X = kk X
∞

=1U . Suy ra, ∀ε đủ bé, ∃k, ∀x,y∈X(k) ⊂ X, x ≠ y, |υ(x)-υ(y)| < ε. Chọn ε = |u-v|, 

hơn nữa, υ(x) ∈ T(x), υ(y) ∈ T(y) (định nghĩa 2.1) và theo tính phân hoạch của SSSS(k), do đó u,v 
không cùng nằm trong một khoảng tính mờ tương tự T(x) hoặc T(y). Vậy ta có hoặc u∈T(x) ∧ 
v∉T(x); hoặc u∉T(y) ∧ v∈T(y) ⇒ đpcm.  ■ 

Định lí này cho thấy khả năng xấp xỉ mọi điểm trong [0,1] của hệ khoảng tính mờ tương tự 
trong AX2. 

Hệ quả 2.2. Cho AX2, bộ tham số mờ gia tử 0 < fm(c-), µ(L) < 1 (để ý rằng fm(c+) = 1-fm(c-), 
µ(V) = 1-µ(L)), một tập con E ⊂ [0,1]1, luôn tồn tại một hệ phân hoạch tương tự mức k, SSSS(k) 
(tương ứng tập X(k)) sao cho ∀u,v∈E, u≠v, !∃x≠y, u∈T(x), v∈T(y), T(x),T(y)∈SSSS(k).  

Chứng minh. Dễ dàng suy ra từ định lí 2.2 bằng cách đặt k = max{ ki | ki xác định bằng định lí 
2.2 cho mọi cặp u≠v∈E}.  ■ 

3. XÂY DỰNG HỆ LUẬT MỜ CHO BÀI TOÁN PHÂN LỚP 

3.1. Thiết kế thuật toán sinh tập luật khởi đầu 

Với tập dữ liệu mẫu P={pi=(di1,…diN; Ci) | i=1,…,M}, mỗi thuộc tính được xem xét với 
miền ngữ nghĩa là các hạng từ của đại số gia tử AX

2, kí hiệu Xj. Trước hết, tính toán các hạng từ 
này với mức kj cho trước và hệ khoảng tính mờ tương tự của chúng dựa trên các tham số mờ gia 
tử, kí hiệu X(kj)={x1, x2,…} và SSSS(kj)={Tg1(x1), Tg2(x2),…}. 

Theo định lí 2.1, mỗi mẫu dữ liệu pi=(di1, …, diN; Ci) xác định duy nhất tập các hạng từ, kí 
hiệu Ai={(xi1, xi2,…,xiN) | xij∈X(kj), dij∈Tgij(xij), j=1,2,…,N}. Dựa trên cơ sở này, thuật toán sinh 
tập luật khởi đầu từ tập dữ liệu mẫu dựa trên đại số gia tử AX

2 được đề xuất như sau: 

Thuật toán 3.1. Khởi sinh tập luật từ tập mẫu (kí hiệu RFRG - Robust Fuzzy Rule Generation 
Algorithm) 

Vào:  

+ Tập mẫu P={pi=(di1,…diN; Ci) | i=1,…,M} có N thuộc tính, M là số mẫu,  

+ Các tham số mờ gia tử trong AX
2
 và mức kj cho tất cả các thuộc tính (có thể áp dụng 

giống nhau cho mọi thuộc tính hoặc các thuộc tính có các tham số khác nhau). 

Ra:  

+ Tập các luật mờ, kí hiệu S0. 

Các bước:  

Step 1) Tính toán các hạng từ X(kj) và hệ khoảng tính mờ tương tự SSSS(kj) cho tất cả các thuộc 
tính dựa trên các tham số mờ gia tử và mức kj, 

Step 2) Lặp với mỗi dữ liệu pi∈P, thực hiện: 
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Step 2.a) Tính tập các điều kiện Ai của luật sinh bởi mẫu pi (dựa trên định lí 2.1), 

               Ai = {(xi1, xi2,…,xiN) | xij∈X(kj), dij∈Tgij(xij), j=1,2,…,N} 

Step 2.b) Sinh luật mới gồm vế trái là Ai và kết luận là lớp Ci tương ứng với mẫu pi, 

               ri = (Ai ⇒ Ci) 

Step 2.c) Thêm ri vào tập luật: S0 = S0 ∪ {ri}. 

Step 3) Kết quả S0. 

Đánh giá độ phức tạp của RFRG đối với tập mẫu P: ORFRG(M.N). 

Thuật toán RFRG này cho ta một hệ luật thô với độ dài đúng bằng số thuộc tính, số luật tối 
đa được tạo đúng bằng số mẫu. Tuy nhiên, theo sự phân bố của dữ liệu mẫu cũng như cách chọn 
mức phân hoạch hệ khoảng tính mờ tương tự, mức phân hoạch càng cao (SSSS(k) với k càng lớn) 
thuật toán có cơ hội sinh số luật càng nhiều. Trong phần tiếp chúng tôi đề xuất một chiến lược 
tìm kiếm hệ luật tối ưu trong tập luật S0 sinh bởi thuật toán này. 

3.2. Thiết kế phương pháp tối ưu hệ luật 

 Bài toán đặt ra là cho tập mẫu P = {pi=(di,1,…,di,n; Ci) | i=1,…,M}, (di,1,…,di,n) ∈ D, Ci ∈ 
{C1,…,Cm }, n là số thuộc tính, M là số mẫu, m là số lớp. Với bộ tham số mờ gia tử của AX2 và 
mức phân hoạch hệ các khoảng tính mờ tương tự (fmj(c

-), µj(L), kj), để ý rằng fmj(c
+)=1- fmj(c

-), 
µj(V)=1-µj(L), cho các thuộc tính Xj, j=1,…,N. Sử dụng thuật toán RFRG để sinh tập luật S0, tập 
này có thể biểu diễn dưới dạng một bảng FAM (Fuzzy Association Memory), chúng ta thiết kế 
thuật toán tìm kiếm tối ưu hệ luật S dựa trên S0 này (hình 3.1) với mục tiêu: 

                            maximize fp(S), minimize fn(S) và minimize fa(S),    (7) 

thỏa ràng buộc: 1≤ fn(S) ≤ Rmax, 1≤ fa(r) ≤ Lmax, ∀r∈S. 

Trong đó S là một tập luật chọn từ S0, fp(S) là hiệu quả phân lớp của hệ S đánh giá trên tập 
huấn luyện, fn(S) là số luật trong S, fa(S) là độ dài luật trung bình của tập S. Rmax và Lmax giới hạn 
số luật tối đa và độ dài luật tối đa được cho trước. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Hình 3.1. Minh họa chọn tập luật S từ tập S0 

 

S0 1 2 … j  N Cons- 

1 Ant1,1 Ant1,2    Ant1,N C1 

2 Ant2,1 Ant2,2    Ant2,N C2 

…        

i    Anti,j   Ci 

       ... 

|S0| 1,0S
Ant  

2,0S
Ant     NS

Ant ,0

 C|S0| 

Sidv 1 2 … Lmax 
Cons- 

1 a1,1 a1,2  
maxL

a ,1
 C1 

2 a2,1 DC  
maxLa ,2

 Ci 

… DC DC DC DC x 

Rmax 1,maxR
a  

2,maxR
a   DC … 

no attribute 
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Hình 3.2. Sơ đồ mô hình sinh và tìm kiếm hệ luật tối ưu bằng GA+SA 

- Tập mẫu P, 
- Bộ tham số mờ gia tử fmj(c

-), µj(L) 
- Mức phân hoạch kj hệ các khoảng 

tính mờ tương tự SSSS(kj). 

Sinh tập luật thô S0 
bằng thuật toán RFRG 

Kiểm tra điều 
kiện dừng? 

Khởi tạo một quần thể xuất phát 
ngẫu nhiên pop0 và đặt k=0 

Chọn quần thể bố 
mẹ popp từ popk 

Lai ghép các cặp bố mẹ pi, pj ∈ 
popp thành cặp con oi, oj ∈ popo 

Đột biến các cá thể con oi, oj ∈ popo 
được các cá thể mới ni, nj ∈ popn  

Tái tạo từ quần thể bố mẹ popp và 
quần thể con sau đột biến popn tạo 

thành quần thể mới popk+1 

Stop 

Tăng chỉ số 
thế hệ k = k+1 

Tính toán độ phù 
hợp của popk 

Khởi tạo quần thể tính 
tham số nhiệt độ T0 

Tính tham số nhiệt độ cho 
thế hệ k+1, Tk+1 = T0.α

k+1   
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Một phương pháp thích nghi được nhiều tác giả sử dụng là giải thuật di truyền (GA) [8], 
trong bài này chúng tôi dùng GA kết hợp thuật toán mô phỏng tôi luyện thép (SA) [1, 3, 5, 7, 26] 
với hi vọng tăng tốc độ hội tụ và tránh sớm rơi vào hội tụ địa phương. Trước hết, mỗi cá thể mã 
hóa cho một lời giải tìm kiếm dưới dạng số thực gồm Rmax nhiễm sắc thể như sau: 

Mỗi nhiễm sắc thể (nsti) chứa Lmax gen (ai,1,ai,2,…,
maxLia , ) biểu diễn chỉ số các thuộc tính 

được chọn cho luật thứ i (ri), 0 ≤ ai,j ≤ |S0|.N, i=1,2,...,Rmax, j=1,2,...,Lmax. Xác định điều kiện 
của thuộc tính được chọn cho Sidv theo ai,j là thuộc tính thứ ai,j%N của luật thứ ai,j/N trong S0, 
ai,j = 0 có nghĩa thuộc tính không được chọn (DC = Don’t Care) (phép % chia lấy số dư, kí hiệu 
 để lấy phần nguyên). 

Trường hợp nếu ∃i, ∀j : ai,j = 0, khi đó các thuộc tính làm điều kiện của luật thứ i không 
được chọn (DC), vậy luật này được loại bỏ trong hệ luật Sidv của cá thể tương ứng. Mặt khác, nếu 
∃i : ai,j1 = ai,j2, j1 ≠ j2, tức là hai điều kiện thứ j1 và j2 của luật thứ i cùng chọn một thuộc tính 
trong S0, thì loại bỏ một điều kiện thứ j1, khi đó xem như ai,j1 = 0. 

Rõ ràng đây là một bài toán tối ưu đa mục tiêu, các tác giả trong [19] đã đưa ra một số 
phương pháp giải quyết như tối ưu Pareto bằng giải thuật di truyền. Ở đây, chúng tôi áp dụng giải 
thuật di truyền với một mục tiêu (hàm fitness) được kết nhập các mục tiêu của (7) theo trọng số: 

                 fitness = wp.fp(Sidv) + wn.(1-fn(Sidv)/Rmax)+ wa.(1-fa(Sidv)/Lmax), wp+ wn+wa = 1,  (8) 

trong đó Sidv là tập luật được chọn từ tập S0 thông qua mã hóa của cá thể idv.  

Các phép toán di truyền sử dụng ở đây như đã xét trong [3]. Mô hình sinh và tìm kiếm hệ 
luật mờ tối ưu phân lớp này được minh họa trong hình 3.2. Trong hình 3.2, điều kiện dừng được 
sử dụng là số thế hệ đạt tối đa cho trước hoặc đạt hiệu quả phân lớp tối đa. 

4. THỬ NGHIỆM TRÊN BÀI TOÁN GLASS 

Tập dữ liệu mẫu glass được công bố tại [28], đã có nhiều tác giả sử dụng thử nghiệm trong 
các kết quả nghiên cứu [18, 19, 21, 25]. Tập mẫu này có 214 mẫu dữ liệu, 9 thuộc tính và 6 lớp, 
phân bố các mẫu trên các lớp như sau (số mẫu/lớp): 70/0, 76/1, 17/2, 13/3, 9/4, 29/5. 

Mô hình trên áp dụng thử nghiệm với bộ tham số mờ gia tử được chọn là fmj(c
-) = 0,5, µj(L) 

= 0,5 (để ý fmj(c
+) = 1-fmj(c

-), µj(V)=1-µj(L)), tuy nhiên chúng ta có thể tối ưu bộ tham số này 
[3]. Phân hoạch hệ các khoảng tính mờ tương tự cho miền ngôn ngữ của mỗi thuộc tính là SSSS(kj) 
với kj = 2, j = 1,2,...,9. Việc chọn bộ trọng số kết nhập các mục tiêu trong hàm fitness nhằm đảm 
bảo tính tối ưu của các mục tiêu là rất khó, chúng tôi chọn 4 bộ trọng số. Các tham số GA và của 
mô hình cho thử nghiệm như sau: 

- Tham số tác động đến các toán tử gen mô phỏng SA: λ = 0,7,  γmax = 9. 

- Kích thước quần thể cho việc tính tham số nhiệt của SA (T0 và Tend): 333. 

- Kích thước mỗi thế hệ trong tiến hóa: 500. 

- Số thế hệ tiến hóa tối đa: 150. 

- Bộ trọng số hàm fitness:  

              W1 = (wp=0,5, wa=10-4);  

              W2 = (wp=0,9, wa=10-4);  

              W3 = (wp=0,99, wa=10-4);  

              W4 = (wp=0,999, wa=10-4), để ý rằng wn = 1-(wp+wa). 
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- Phương pháp lập luận (2): single-winner-rule 

- Trọng số luật mờ xác định theo dạng 3 (5): CF3. 

- Số luật giới hạn tối đa: Rmax = 20. 

- Số thuộc tính tối đa cho mỗi luật (độ dài luật tối đa): Lmax = 3. 

Bảng 4.1. Kết quả thử nghiệm trường hợp ALL và so sánh với [25] 

Our method Mansoori-07 

Weight of fitness PN PL PA/PT PN PA/PT 

W
1 4 2 59,35 - - 

W
2 11 2,55 73,36 - - 

W
3 15 2,6 77,1 - - 

W
4 14 2,5 78,04 - - 

- - - - 33 64,02 

- - - - 44 69,63 

- - - - 65 75,23 

- - - - 95 78,5 

(dấu “-” không có kết quả thử nghiệm, PN là số luật, PL là độ dài trung bình tập luật, PA là hiệu quả phân 
lớp trên tập training, PT là hiệu phân lớp trên tập testing) 

Bằng các phương pháp thử nghiệm, thứ nhất tất cả tập mẫu dùng để sinh luật (training) và 
kiểm tra hiệu quả phân lớp (ALL), kết quả thể hiện trong bảng 4.1. So sánh với [25] cho thấy số 
luật nhỏ hơn nhiều nhưng hiệu quả phân lớp cao (hình 4.1). Với trường hợp W4 cho kết quả 14 
luật với hiệu quả phân lớp 78,04% trong khi của Mansoori đạt 78,5% với số luật lên đến 95, 
trường hợp W3 cho 15 luật với hiệu quả 77,1% trong khi Mansoori đạt 75,23% với số luật 65. 

 

Hình 4.1. Đồ thị kết quả trường hợp ALL và so sánh với [25] 

Một phương pháp thử nghiệm khác k-cross-validation, cụ thể 10-folds, chia ngẫu nhiên tập 
mẫu thành 10 phần kích thước bằng nhau, sử dụng 1 phần để kiểm thử (testing) còn lại 9 phần để 
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sinh luật (training) và tìm kiếm hệ luật tối ưu. Chạy thử nghiệm 10 lần theo thứ thự mỗi phần 
kiểm thử được sử dụng trong 10 phần chia, tính kết quả gồm số luật, độ dài hệ luật, hiệu quả 
phân lớp trung bình trên các lần chạy thử nghiệm. Kết quả được thể hiện trong bảng 4.2 cho thấy 
với bộ trọng số W3 đạt hiệu quả phân lớp cao nhất, trong khi W1 cho số luật ít và hiệu quả phân 
lớp thấp. So sánh với Ishibuchi, mô hình đạt kết quả phân lớp tốt trên tập kiểm tra (hình 4.2), 
trường hợp W2 có số luật trung bình 10,3 đạt 62,91% trên tập test, trong khi [19] chỉ đạt 61,64% 
tại 9,06 luật trung bình. Trường hợp W3 mô hình đạt 64,67% với số luật trung bình 15,9, cao hơn 
[19] đạt 62,97% với số luật trung bình lên đến 28,32.  

Bảng 4.2. Kết quả thử nghiệm 10-folds và so sánh với  [19] 

Our method Ishibuchi-07 

Weight of fitness PN PL PA PT PN PA PT 

- - - - - 1 35,02 26,34 

W
1 3 2,03 58,96 52,99 - - - 

- - - - - 3,02 64,81 57,07 

- - - - - 7,09 76,23 61,48 

- - - - - 9,06 77,64 61,64 

W
2 10,3 2,56 74,30 62,91 - - - 

W
3 15,9 2,58 76,48 64,67 - - - 

W
4 16 2,58 77,2 62,76 - - - 

- - - - - 28,32 82,09 62,97 

- - - - - 28,32 82,09 62,97 

 

Hình 4.2. Đồ thị kết quả phân lớp trên tập testing (10-folds) và so sánh với [19] 

5. KẾT LUẬN 

Trong bài này chúng tôi đã giới thiệu những kết quả cơ bản về đại số gia tử AX
2, một tiếp 

cận đại số gia tử cho bài toán phân lớp mờ trong khai phá dữ liệu và khả năng ứng dụng của nó. 
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Trên cơ sở đó, bài báo đề xuất một mô hình giải bài toán phân lớp dựa trên cơ sở hệ luật mờ và 
phương pháp lập trên hệ luật đó. 

Tuy nhiên, đối với các mô hình phân lớp dựa trên hệ các luật mờ, các tác giả thường sử 
dụng các phương pháp tối ưu gồm: tối ưu về tham số mờ [3, 9, 22], hoặc/và tối ưu về hệ luật mờ 
[16, 17, 19] nhằm tăng hiệu quả phân lớp và giảm tính phức tạp của hệ luật mờ. Bài báo tiếp cận 
tối ưu hệ luật mờ dựa trên giải thuật di truyền (GA) được tích hợp thêm tham số nhiệt (phỏng 
theo giải thuật SA) làm tăng hiệu quả của GA [1, 5, 7]. Để tối ưu tham số mờ gia tử, chúng ta có 
thể tiếp cận dựa trên GA này [1, 3]. 

Áp dụng thử nghiệm mô hình trên tập dữ liệu glass, kết quả của hai trường hợp thử nghiệm 
là ALL và 10-folds cho thấy mô hình đạt hiệu quả tốt khi so sánh với một số mô hình khác [19, 
25]. Đặc biệt mô hình này, trường hợp thử nghiệm 10-folds, cho hiệu quả phân lớp trên tập kiểm 
tra tốt hơn của Ishibuchi [19] (hình 4.1), với trường hợp thử nghiệm ALL, cho kết quả tốt hơn rất 
nhiều so với [25]. Kết quả này cho thấy mô hình được đề xuất dựa trên AX

2 đạt hiệu quả cao trong 
bài toán phân lớp, nếu mô hình được tối ưu tham số mờ gia tử [3] sẽ cho kết quả cao hơn nữa. 
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SUMMARY 

HEDGE ALGEBRAS WITH LIMITED NUMBER OF HEDGES AND APPLIED TO FUZZY 
CLASSIFICATION PROBLEMS 

In this paper we introduce the Hedge Algebras with a limited number of hedges, called AX
2. 

In the AX
2, we consider the g-grade similarity fuzziness interval of a linguistic term x, denote 

Tg(x), which are constructed from two (g+k)-fuzziness intervals satisfy that υ(x) is inside the 
interval (Definition 2.1, k = l(x) is the length of x). There is a system of k-similarity fuzziness 
intervals, denote SSSS(k), corresponding to a set of linguistic terms that their length is less than or 
equal to k, denote X(k) (Definition 2.2). Especially, we prove that the system is always exist and a 
partition of [0,1], it is constucted by a set of (k+2)-fuzziness intervals (Theorem 2.1), so the AX

2 
with its partition of k-similarity fuzziness intervals can be used in any real domain (Theorem 
2.2). 

Fuzzy rule-based systems are widely used for classification problems. There are two main 
goals in the design of fuzzy rule-based systems: one is the accuracy maximization and the other 
is the complexity minimization. Various approaches have been proposed to deal with the 
problem [19, 22, 25, 23]. So in the section 3, we propose an extracting fuzzy rules algorithm 
(RFRG) for classification problems base on the partitions SSSS(k) of domain of attributes. The 
generated rules, denote S0, of this algorithm content all attributes, i.e. their antecedents have full 
attributes of the problem, we call them a robust fuzzy rules-set. These rules can improve 
accuracy upto 100% by choosing particularly k-similarity fuzziness intervals of attributes 
(Corollary 2.2). However, this may increase the complexity of the fuzzy rules-set. To overcome 
this problem, we design an algorithm to optimize the fuzzy rules-set by using genetic algorithms 
and annealing simulation [1, 5, 7, 8, 26]. The solutions of this optimal problems are encoded in 
real encoding, which represents rule’s index and attribute’s index in S0 to be selected, then the 
fitness function is given as a weighting of three objectives: maximize the performance of rules-

set, minimize the number of rules and minimize the average rule-length.  

In the section 4, we apply our method to the glass problem that posted in UCI machine 
learning repository. The results, in all patterns for training case, are better than [25] in 
comparision, the best accuracy of our method is 78.04% with 14 fuzzy rules while [Mansoori-
07] is 78.5% with 95 fuzzy rules. In the 10-folds experiment, the best accuracy on testing 
patterns of our method is 64.67% with 15.9 average fuzzy rules, comparing with [19] is 62.97% 
with 28.32 average fuzzy rules. The comparision shows that the accuracy of our method is better 
than [19] and [25]. 
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