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1. MO PAU

Phan mém Macaulay 2 (viét tit 1a M2) 1a mot hé thong phan mém ma ngudn mé (mién phi)
duoc thiét ké cho hinh hoc dai sé va tinh toan dai s giao hoan, duoc sang tao boi Quy Khoa
hoc Quéc gia tr nam 1992. N6 da tré thanh mot cong cu quan trong cho cac nha toan hoc, nha
giao duc va nha nghién ctru trong linh vuc hinh hoc dai sb6 va da anh huong tich cuc dén viéc
giang day toan hoc. Macaulay 2 cho phép ngudi dung truc quan héa cac cau trac dai sé phirc
tap, cac yéu tb trong 1y thuyét d6 thi gitp sinh vién hiéu rd hon va ndm bit cac khai niém toan
hoc triru tugng va 1y thuyét d6 thi. Macaulay 2 c6 thé thuc hién cac phép tinh phtic tap mot cach
nhanh chéong va hiéu qua, cho phép sinh vién kham pha cac khai niém toan hoc theo cach tuong
tac va niang dong hon. Ngay nay, Macaulay 2 d3 duoc st dung trong nhiéu du 4n nghién ctru
vé dai sb hinh hoc va céc linh vuc lién quan. Mét didu quan trong khong kém khac, Macaulay
2 duoc cung cip mién phi va dé cai dat, gitip nhiéu sinh vién va nha gido duc c6 thé truy cap
duoc, tham chi c6 thé sir dung truc tiép trén trang web chinh ctia nha san xuét ([5]).

Qua nhiéu nam day hoc toan ¢ truong Dai hoc Thu d6 Ha Noi, to1 nhan théy cac giang vién
giang day toan hoc rat tich cuc trong viéc sir dung cac phin mém trong day hoc dé ting tinh
truc quan, nang cao hiéu qua giang day, cac phan mém phd bién nhu phin mém Maple, phan
mém Matlab, phan mém R,... Tuy nhién, phdn mém Macaulay 2 lai chua duoc sir dung. Trong
bai bao nay, t6i s& trinh bay mot s cach sir dung phan mém Macaulay 2 trong viéc nang cao
hiéu qua day hoc cac hoc phan lién quan dén dai s6 va 1y thuyét dd thi va nghién ciru khoa hoc
theo huéng hinh hoc, dai sé va 1y thuyét d6 thi ¢ truong Pai hoc Thu d6 Ha N6i. Cac chirc ning



6 Hanoi Metropolitan University

cua phﬁn mém Macaulay 2 rat da dang, nén t61 chi dua ra mot b vi du ¢6 tinh dac trung minh
hoa cho nd1 dung bai bao hudng téi.

2. NOI DUNG
Truée tién, ching ta cing tim hiéu ing dung cia phan mém Macaulay 2 trong day hoc néi
dung 1y thuyét do thi.
2.1. Sir dung phan mém Macaulay 2 trong day hoc Iy thuyét dé thi
Ly thuyét d6 thi 1 n6i dung rit quan trong cho sinh vién cac nganh cong nghé thong tin va
toan hoc. Trong chuong trinh dao tao cua cac nganh cua truong Pai hoc Thu d6 Ha Noi, 1y
thuyét dd thi 1a n6i dung quan trong trong hoc phan Todn roi rac cia hai nganh Céng nghé
thong tin va Todn g dung. Phan mém Macaulay 2 rat hitu hiéu trong viéc hd trg cho gido vién
giang day noi dung nay. Giang vién c6 thé st dung phan mém nay dé gitp sinh vién hiéu rd
hon céc khai niém nhu ma trdn k&, d6 thi hai phan, d6 thi lién théng, thanh phan lién thong, ...
thong qua viéc cho sinh vién 14y vi du, 1am bai tap va ding phan mém Macaulay 2 dé kiém tra
két qua va ting tinh truc quan. Pé sir dung duoc cac tinh ning cho 1y thuyét d6 thi chiing ta can
sir dung go6i “Edgeldeals.m2”. Duéi day 1a mot s6 1énh hay dung trong 1y thuyét do thi:
Cai dat go1 Edgeldeals.m2:
il : installPackage "Edgeldeals"
o1 = Edgeldeals
o1 : Package
Tao mot d6 thi vai tap canh {{a,b},{b,c},{c,d},{d,a},{e.c}}, tap dinh {a, b, c, d, e, f}:
i2 : R=QQ[a,b,c,d,e,f]
02 = R
02 : PolynomialRing
i3 : E={{a,b},{b,c},{c,d},{d,a},{e,c}}

{{a, b}, {b, ¢}, {c, d}, {d, a}, {e, c}]

03 : List

Io
[}
1]

i4 : G=graph(R,E)
04 = Graph{edges = {{a, b}, {b, ¢}, {¢, d}, {a, d}, {c, e}},

ring = R,vertices = {a, b, ¢, d, e, f}}

04 : Graph
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Ma tran ké ctia d6 thi G:
i85 : adjacencyMatrix(G)

01 0100
1 01000
1010110
B=1101000
001 00O
000 0O O

=]

. rpb s
05 : MatrixZ" «— Z

Mot sb 1énh kiém tra:

Kiém tra xem dd thi ¢6 13 hai | Kiém tra xem do thi c¢6 1a | Kiém tra xem dinh f ¢6 la
phan khéng rung khong dinh treo khong
i6 : isBipartite(G) iZ : isForest(G) i8 : islLeaf(G,f)
06 = true o7 = false 08 = false

Mot sb 1énh tim kiém, x4c dinh:

Tim dinh c6 lap cia G Tim dinh ké véi dinh ¢ trong G
i18 : isolatedVertices(G) i1l : neighbors(G,c)
o18 = {f} 011 = {b, d, e}

018 : List 011 : List

S6 thanh phan lién thong trong G Tim s6 tam gi4c trong do thi G
i13 : numConnectedGraphComponents(G) i12 : numTriangles(G)
013 = 2 012 = 0

2.2. Sir dung phin mém Macaulay 2 trong day hoc céc ciu tric dai sb

N6i dung cau tric dai s6 nam trong hoc phan Pai s6 dai curong cia chuong trinh dao tao
nganh Su pham Todn hoc, Todn g dung. Day 1 phan kién thirc nén cho chuyén nganh dai
s6 nhung véi ngudi hoc ndi chung va sinh vién truong Pai hoc Thit 6 Ha Noi ndi riéng lai
luén cam nhan ndi dung ndy rét triru tuong, co tinh tong quat cao. Nguyén nhan ciia van dé
nay, mot mit 1a phan 16n ndi dung mén hoc déu 1a 1y thuyét, bai tap tinh toan rét it. Mit khac,
cic khai niém lién két chat ché, xay dung theo dang bac thang. bé cai thién, nang cao chét
luong day hoc néi dung nay ngudi day c6 thé sir dung phadn mém Macaulay 2 dé tao ra nhiing
viducu thé, minh chiing cho mét dinh 1y hay khai niém. Ta léy viéc day hoc khai niém idéan
trong mot vanh 1am vi du, sau khi day phén 1y thuyét xong, giang vién c6 thé lay vi du vé cac
idéan sinh béi hitu han phan tir trong vanh da thirc trén truong Q, R hay C, dé ngudi hoc dé
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hiéu vé idéan va cic phép toan trén idéan. Trong vanh da thirc Q[x,y,z], voi idéan I =
(x,y?) ={a.x + b.y?|la,b € Q};] = (x%,y) = {c.x? + d.y|c,d € Q} ta co:
I1+]={f+glfel,gej}={a.x+b.y*+c.x®> +d.yla,b,c,d € Q} = (x,y% x%,y).
Bing viéc viéc sir dung phan mém Macaulay 2 giang vién gitip sinh vién kiém tra duoc
két qua thuc hién cta sinh vién cé dung hon, tao thém niém tin, hirng thu cho sinh vién khi hoc
hoc phan duoc cho 1a triru twong ndy. Duéi ddy 1a mot sé 1énh théng dung trong Macaulay 2 vé
idéan.

Tao vanh da thic va cac idéan:

Tao vanh da thirc 3 bién | Tao idéan I sinh boi hai phan | Tao idéan J sinh boi hai phan
X,y,Z trén Q tr x, y? tir x, y?

i1l : R=QQ[x,y,z] i2 : I = ideal (x, y~2) | i3 : J = ideal (x"2, y)
ol = R 02 = ideal (z, y*) 03 = ideal (:1:2, y)

ol : PolynomialRing 02 : Idealof R 03 : Idealof R

Tong va tich cac idéan:

i4 : K=I+J ib : G=I*J
04 = ideal (2:, y2, 12, y) 05 = ideal (:1:3, Ty, xzyz, y3)
04 : Idealof R 05 : Idealof R

Luy thira cua idéan, giao cua hai idéan, ki€m tra tinh nguyén to ciia mot idéan:

b

: I%2 i7 : intersect(I,J) i8 : isPrime I
06 = ideal (z%, zy® y*) | o7 = ideal (y?, zy, z?) | o8 = false

06 : Idealof R 07 : Idealof R

2.3.Sir dung phin mém Macaulay 2 trong day hoc Pai sé tuyén tinh
Phan mém Macaulay 2 ciing c¢6 thé hd trg cic giang vién trong viéc day hoc hoc phan dai
s6 tuyén tinh véi cac chirc nang lién quan dén cac tinh toan trén ma tran nhu tinh téng, tich cac
ma tran, tinh dinh thirc ma tran hay tim ma tran nghich ddo cia mot ma tran, cling nhu giai hé
phuong trinh tuyén tinh...
Tao ma tran A:
il : A=matrix{{1,-2,3},{1,4,-5},{2,0,5}}

1 -2 3
ol = 1 4 -5
2 0 5
ol : Matrix 7} — 7°
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Tao ma tran B:
i2 : B=matrix{{@.2,3,08.5},{3,2/5,5},{-2,3,7}}

2 3 5
02 = 3 4 5
-2 3 7

02 : MatrixR3; «— R3,

Tong va hiéu hai ma tran:

i3 : A+B i4 : A-B
1.2 1 35 8 -5 25
03 = 4 44 0 04 = -2 36 -10
0 3 12 4 -3 =2
03 : Matrix R:,f.‘ — Rg3 04 : MatrixRj; «— R

Nhan hai ma tran, nhan moét s6 vo1 mot ma tran:

i8 : A*B i18 : -7*A
—11.8 11.2 11.5 -7 14 -21
08 = 22.2 -—-10.4 -—-145 018 = -7 -28 35
—9.6 21 36 -14 0 —-35
o8 : MatrixR}, «+— R, 010 : MatrixZ® +— Z3
Tinh dinh thirc, tim ma tran nghich dao:
1D : det A il12 : inverse B
05 = 26 134747 215374 —.163464
0l2 = .34239 —.0265076 —.00552242
—.108239 072896 09852
012 : MatrixR3, «— R,

Dé giai hé phuong trinh tuyén tinh A.x = b (*). Ta nhap ma tran A va b, sau d6 ding cau
lénh x = solve(4, b) ta duoc nghiém cia hé (*). Chang han, dé giai hé:
x+3y—z+t =-2
x—yt+z+2t =4
2x—4y—3z—3t=5"
2x—y—z+3t =7
Nhap ma tran hé sb:

ta thuc hién nhu sau:
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ll_(l . A=matrix{{1,3,—1,1},{1,—1,1,2},{2,-4,-3,—3},{2,-1,-1,3}}
1 3 -1 1
016 1 -1 1 2

2 -4 -3 -3
2 -1 -1 3

016 : Matrix Z! «— Z!

Nhép ma trén tu do: Nhaép Iénh giai hé:

i18 : b=matrix{{-2},{4},{5},{7}}

i19 : x=solve(A,b)

-2 c
1 4 b
9] = ) -
- 019 _2
7 3

018 : Matrix Z! «— Z!

. pd 1
— 019 : MatrixZ +— Z

2.4. Str dung phan mém Macaulay 2 trong nghién ciru khoa hoc

Phan mém Macaulay 2 dugc sur dung rat nhidu trong viéc hd tro cac nha khoa hoc nghién
ctru vé dai s6 néi chung, 1y thuyét d thi noi riéng. Macaulay 2 gitip cac nha khoa hoc giam bét
céc khéu tinh toan phirc tap, giup nha khoa hoc kiém chimg cac nghién ciru dat duoc va du
doan két qua nghién ctru.

Khi nghién ctru vé idéan hay modun trong vanh da thic, phin mém Macaulay 2 gifip cac
nha khoa hoc d& dang tinh duoc bao déng nguyén ctia mét idéan, dai tu do phéan bac tdi tiéu,
bang Betti, chi s6 chinh quy, chiéu xa anh, chudi Hilbert, phan tich nguyén so, tip cac idéan
nguyén t6 lién két, chiéu Krull hay kiém tra mot idéan c6 1a idéan nguyén t6, idéan nguyén so,
idéan don thure, idéan Cohen-Macaulay hay khong,. ..

Duéi day 1a mot s6 1énh minh hoa trong Macaulay 2, trudc tién ta tao vanh da thirc voi
mot idéan:

i2 : R=00Q[x,y,z]

22 = R

02 : PolynomialRing

i3 : I=ideal(x+y+z-3,2*x+y-z-6,3*x-4*y-2%z+7)

03 = ideal(z+y+2—-3,2z+y—2—-6,3z—4y—22+17)
03 : Idealof R



Scientific Journal of Hanoi Metropolitan University - Vol.74 /July(2023) 11

Céc phén tir sinh ctia co s& Grobner Can cua idéan [
i4 : gens gb I i5 : radical I
04 =(2z+1 y-3 z-1) g5 = ideal(z+1,y—3,z—1)
04 : Matrix R! «— R? 05 : Idealof R

Bao dong nguyén cua luy thtra mét idéan:

ié : integralClosure(I,3)

06 = ideal (2* +32° +32z+1,y2* +2yz—-322 +y—62-3,

22 4+2xz2-224+2-22-1, 9’2+ - 6yz—6y+92+9,
ryz+zy—-3zz—yz—-3z—-y+32+3, 222422 -2z2-2z+2+1,
Y -9y  +2Ty—27, 2y —6zy—y* + 9z + 6y —9,

’y—32° —2zy+6z+y—3,2°-32°+3z-1)

06 : Idealof R

Dai tu do cia moédun I:

i15 : G=res module I

2rz—-y+2+46 -3z-Ty+2+25 1lly+2-32
z+y+2-3 Ty+5z-16 -Ty—52+16
0 r—2z-3 y+32
015 = R? « R
b }
Ty+5z—16
-y—3z
z—2z-3 "
¢ R! —

—_— O

i

015 : ChainComplex

Kiém tra I ¢6 14 idéan Kiém tra I c6 14 idéan don thre | Tinh chiéu Krull cia mo
nguyén so khong khong dun -
i7 : isPrimary I i8 : isMonomialldeal I i9 : dim(R/I)
o7 = true 08 = false 09 =0
Chicu xa énéi/lcﬁa md dun Bang Betti ctia giai tu do cua [ Chi s6 chinh quy cua I
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i12 : pdim(R~1/I) i14 : betti res I i13 : regularity I
01 2 3 013 =1

12 = 9l3

o1z =3 0l4 =total: 1 3 3 1
0: 1 3 3 1
014 : BettiTally

Tap céc idéan nguyén tb lién két v6i I Tap 1déan trong phan tich nguyén so cua |
i18 : associatedPrimes I i1l : primaryDecomposition I
018 = {ideal(2+1,y—3,z—1)} 011 = {ideal(z+1,y—3,z—1)}
018 : List 011 : List

Mot huéng nghién ciru dang rat phd bién d6 1a su két hop giita dai sb va Iy thuyét do thi,
dac biét cac nghién clru tinh chét cua cac khai niém lién quan dén céc idéan duoc xay dung tu
dd thi nhu idéan canh, idéan phu va céc tinh chét ctia dd thi cling dugc nghién ctru sdu hon (xem
thém [1]). Dudi day 1a mot sé 1énh minh hoa cho tng dung Macaulay 2 trong nghién ctru cac
vén dé lién quan dén 1y thuyét do thi.

Tao mdt siéu dd thi:

1 = Edgeldeals

ol : Package

i2 : R = QQ[w,x,y,2]

02 = R

02 : PolynomialRing

i3 : H = hyperGraph(R, {{w,x},{w,y,z},{x,y,z}})

03 = HyperGraph{edges = {{w, z}, {w, y, 2}, {z, y, 2}},
ring = R,vertices = {w, z, y, z}}
03 : HyperGraph

Idéan phi cua siéu d thi H:
i5 : coverIdeal(H)

05 = monomialldeal(wz, wy, zy, w2z, T 2)

05 : Monomialldeal of R

Idéan canh cua siéu do thi H:
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i18 : edgeldeal(H)

018 = monomialldeal(wz, wyz, zy2)

018 : Monomialldeal of R

Tao siéu d6 thi con cua H béng cach xo4 di mot sb canh ctua H:
i9 : Hl=deleteEdges(H,{{w,x}})
09 = HyperGraph{edges = {{w, y, 2}, {z, v, z}},
ring = R,vertices = {w, z, y, 2}}

09 : HyperGraph
Tao mét phuce doc lap tur dd thi H:
i12 : independenceComplex(H)

012 = simplicialComplex ( yz Tz wz TY wy)

012 : SimplicialComplex
Liét ké cac dinh bao phu tdi thiéu cia siéu d6 thi H:
il4 : vertexCovers(H)
ol4 = {we, wy, zy, wz, zz)
014 : List
3. KET LUAN

Nhu vay, Macaulay 2 s€ c6 tac dong tich cuc dén viéc giang day toan hoc ¢ truong Pai hoc
Thii d6 Ha N6i bang cach cung cdp mot cong cu manh mé va dé tiép can dé kham pha cac khai
niém va ciu trac dai s6 phirc tap nhu nhém, vanh truong, idéan, cac van dé lién quan dén ma
tran va ly thuyét dd thi... Cac biéu dién truc quan do Macaulay 2 tao ra cé thé duoc st dung dé
day cac chi dé nhu dudng cong va mit dai s6, d6 thi. DPidu ndy con cé thé gitp sinh vién xay
dung truc giac va hiéu sau hon vé hinh hoc dai sd. Tinh d& sir dung, hi¢u qua va kha nang hién
thi cia Macaulay 2 lam cho n6 cang hiru ich cho cac nha giao duc, nha nghién ctru va sinh vién
trong hoc tap va nghién ctru khoa hoc.
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