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PAI LUGONG BIEN THIEN TRONG TOAN HOC
VA Y NGHIA CUA NO TRONG NHAN THUC KHOA HOC

LE VAN DOAN (%)

Tom tit: Trong todn hoc, cde dai luwgng bién thién va ede dai lugng bdt bign ludn o méi quan
hé hitu o, mdt thiél frén nén rring li sit thing nhdt gita hal mdt ddt Iip: bidn thién vi bdt bién,
Cidc dai lwong bién thién xudt hién trude hét la do nhu cdu cia todn hoe, nhwng suy cho cing,
ciing I do nhu cdu thue tidn, Ching duoe st dung dé ngfué.ra ctfw su chuyén ding cia cde vt

thé, xem xét ede phép bién hinh, ...

Vit vai tro dd, ching dd trd thanh cong cu thudn lgi cho vige

giai quyét nhitng vin dé ¢ lién quan dén thue tién do cde khoa hoc dit ra va la bang chitng
chizng minkh tinh hién thuc cin khoa hoe todn hoc tritu tiigng.

macxit, van
diéng va ding yén ludn cd mdi
guan hé bién ching siu sic
M&i quan hé nay da duge thé hién trong
tit ca cac linh vye ty nhién, x3 hoi va tu
duy cta con ngudi, ké ca trong linh vue
todn hoc.

Ti lap trudng cua chu nghia duy vit
bién ching, ching ta nhan thdy ring,
nhiing dai ludng bién
thién ludn ¢é6 méi quan hé mat thiét véi

rong triét hoc

trong toan hoc,

nhing dai ludng bit bién. D6 14 mdi quan
hé hitu cd, gin bd, khong thé tach rai
nhau, néu thiéu mdl quan hé d6 thi tean
hac khéng con ¥ nghia thye tién va khéng
thé phat trién duge. Nhitng dai lugng bign
thién trong todn hoc la rit da dang va
phong phi. Sy phong phi va da dang d6
dya trén nén tang 13 sy théng nhit gila
hai mit déi lap: bién thién va bat bién.

Chéng han, phuong trinh béc hai ax® +
be + ¢ =0, (az 0) v8i nhing gia tria, b, ¢
bt ky, ching ta ¢6 thé nhan dude rit
nhiéu phuong trinh cu thé khic nhau,
nhung cé mdt cai khong bign d6i - d6 1a
cong thite dé tinh nghiém téng quat:
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Tuong tu nhu vay, trong hinh hoc cd
rit nhifu tam gidc vuéng vdi canh huyén
la ¢ va hal canh géc vudng a, b, nhung ¢é
cai khéng bién ddi - d6 14 cong thie téng
guat xic dinh mdi quan hé gita a, b, ¢ a°
+ bE - Uz

Nhiing dai lugng bién thién trong toan
hoe xudt hién trude hét 13 do nhu clu cha
chinh ban thén todn hoc, nhung suy cho
cing, su xudt hién cua ching 14 do nhu
ciu thuc tién quyét dinh. Nhu ching ta
da biét, vao thé ky tha XVII, lich sit toan
hoc da duge danh ddu bdi mdt bude ngoit
rit 16n. Thai ki Phuc hung ¢ chdu Au da
gial phéng xa hoi khoi su kim kep cla
dém trudng trung cd, md dudng cho khoa
hoc phét trién. Trong théi ky nay, nhu ciu
co gidi hod nén san xudt xd hél 43 thic
diy cd hoc va vat 1y hoe phat trién manh
mé, Nhiing vin dé nhu viin tic, gia tdc tic
thdi edng thém phuong phap toa dé cia
Décactd dd lam nay sinh va phat trién
manh mé phép tinh vi phéin va tich phén.
Theo danh gia clla Ph.Angghen: “Vin
déng va bién chitng d& di vao toan hoc”(1).
Trong tdm cha todn hoc hudng vio viée

(*) Gidng vi¢n tri¢t hoc, Trudng Dai hoc Su pham Hi
Mo

(1) C.Méc va Ph.Angghen. Todn idp, 1.20. Nxb Chinh
tri Quic gia, HA Nai, 1995, 1r.756.
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nghién cdu sy bién thién cia cic ham s&
theo cdc bién s0, su nghién ciu dao ham
r6i nguyén ham va tich phédn. Nhiing bai
todn vé& ed hoe va vat 1y hoe di lam ndy
sinh vin dé tim cac him s8 chua biét dua
trén mdi lién hé gitta cdc ham dd va dao
ham cua chiing do cac dinh luat cd hoe va
vat I¥ hoe cung eap.

Trong thye t&, khi nghién citu chuyén
démg clia mdt vat, bat budc phai nghién
cltu mai quan hé gita vi tri clha vit 46 va
thii gian dién ra van déng, tic la gita
khéng plan va théi gian. O day, cai dac
trung cho méi quan hé nay chinh 14 sy
ting hay giam téc df cla su vat duge
nghién cdu. Toan hoe dd nghién eitu céac
mdi quan hé dé va biéu din ching dudi
dang cie phudng trinh ela chuyén déng.
Trudc do, trong toan hoe thai ky Hy Lap
ed dai v trong dai s§ hoc, ngudi ta luén
cho réng, trong mét chuyén ding, khi ta
bigt duge van tde thi quing dudng di dude
bao gid cling ti 1& vdi thal gian di. Nhung,
diéu khing dinh trén chi dung d6i véi
nhiing vat chuyén déng déu, vi chi cé
chuyén déng déu thi van téc mdi ludn
khong ddi. D6 1a mét thit chuyén déng eue
ky 1§ tudng, bdi trong thue t& khéng cé vat
thé nao chuyén dong déu ca, chuyén dong
bao gid cling ¢é van te thay ddi. Nhu vay,
vin dé diat ra la lam sao do duge van téc
tdc thoi ¢ ting thol diém. DE gial quvét
vin dé nay, nguti ta di st dung nhiing
dai lugng bién thién trong toan hoe dé
xic dinh van tée cta mot chuyén dong &
nhiing thai diém cdn thigt. Vi du, ta xét
mdt chuyén déng bién d6i theo phudng
trinh S = {(t), trong d6 S: quing dudng di,
t: thdi gian. D& tinh van téc cla chuyén
ddng trén ¢ mot thai didm t ndo 46, ngudi ta
gia sU cong thém vao thol glan t + At Gia
stt doan duting di dude ctia vat chuyén dong
trong thai gian At 14 AS, Khi d6, ta o6

S+AS=f(t+A) S AS=ft+ AL - (D)

Néu nhu At cing nhd thi AS cang nho
va vin the trung binh trong doan rit bé
nay dude xem nhu khéng bién ddi va chinh

la . Piéu dé da dan tdi mt thue t& 14,

At

khi tim vén tdc clia mat chuyén déng bién
déi ¢ mdt thai diém t nao d6, ta thiy At
cang nho thi van téc trung binh trén doan
AS cang gin vdi van tée d thii diém cdn tim.
Né&u goi vin tde d thai diém t 1a v, ta cb:
V= lim =
A0 At

Mot khi ching ta da dua ra khai niém
vin tde tic thdi cha mdt chuyén déng thi
rit cd thé 13 & cac thoi diém khéac nhau, van
tée sé khae nhau.

Trong toan hoe, ngudi ta goi khéai niém
At — 0 14 v cing bé, Khii niém v cang
b€ 14 mét trong nhing khal niém guan
trong v& dai lugng bién thién trong toan
hoe. Khii niém nay da cé qua trinh lich st
hinh thanh va giy ra khéng it tranh cii.
Trude day da cd thoi ky ngudi ta quan
niém v cung bé 1a mét s 16n hon khéng
vit nho hon mét 36 duong hiiu han bit ky
nao d6. Chinh quan niém niy di din tdi
mot loat cac mAu thudn lién quan dén vé
han thye tai va 14 nguyén nhéan cla cude
khiung hoang co s toan hoc vio thé ky
XVIL Trén thyc té€, v cting bé cd lac phai
xem nhu bing khéng, didu dé clng cb
nghia la phai quan niém nd nhu mdt qua
trinh, 14 mot dai lugng bién thién chi
khéng phai 14 mét con s8, khing phai la
mit dai lugng tinh tai, Chi ¢é trén cd sd
quan niém nhu viy thi viée van dung vo
cung bé mdi gial quyét duge nhing bai
todn thue tién vad méi ching minh duge
nhiéu dinh 1¥ quan trong trong giai tich
hoc. Day 14 mét van dé c6 ¥ nghia rit 1dn
khong chi ddi vdi sy phat trién cta toan
hoc, mé con véi ca triét hoc. Trong Bién
chitng cia ty nhién, Ph.Angghen da viét:
“Trong tdt ca nhing thanh tuu ly luan,
chuta chéc da ¢6 mot thanh tuu nio dude
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moi ngudi xem la thang lgi tdi cao cla tri
dc con ngudi nhu sy phat minh ra phép
tinh céc dai lugng v6 cung nhd vio nilia
cudi thé ky XVII. Néu nhu ching ta da
gip ¢ mdt ndi nao db, mdt thanh tich
thudn tdy va hoin toan riéng cla tri ndo
con ngudi, thi noi dé chinh 1a ¢ day. Cai bi
mét cho dén nay vin edn bao trim nhiing
dal lugng dugde st dung trong phép tinh
cac dai lugng vé cling nho - cac vi phan va
nhiing cai vé clng nhd ¢ nhitng bac khéc
nhau - 13 bing chiing tit nhat vé tinh
trang vAn cén luu hanh cai do tudng cho
ring ¢ day, thudn tdy chi ¢6 "nhing su
sdng tao tu do va nhitng san pham clia su
tudng tugng" cua tri nfo con ngudi, khing
phii hdp vdi thé gidi khach quan. Thé
nhung ngude lai nhu vay méi ding. Gidi tu
nhién cung ¢ip nhiing nguyén hinh cua tat
ca nhitng dai lugng tudng tudng da”(2).
Nhiing dai luong bién thién trong toan
hoe da dude st dung dé nghién etu su
chuyén déng cla cac vat thé, Pé thuc hién
duge didu d6, nguai ta di d€ cap dén hang
loat van dé nhu van ddng, tinh Lién tuc va
iti han, dé rdi tit 46 di dén khai nidm vé
dao ham cila ham s8. Ly thuyét gidi han
l4 mdt bd phan quan trong trong giai tich
hoe; né da si dung nhing dai lugng bién
thién dé rit ra nhiing két luan ¢é ¥ nghia
thuc tién rit 16n. Trén cd s6 khai niém vé
dao ham ela mdt ham s6, ching ta cé thé
xdc dinh duge van téc va gia téc eta mot
chuyén déng bign déi & nhitng thii diém
nhit dinh. Dé minh chitng cho nhén dinh
trén, ching ta hiy trd lai vi du v& tim van
tée tic thai eia mét chuyén dong. Trong
vi du dé, néu ta goi v 14 quing dudng di, x
14 thoi gian chuyén dong, thi khi dé, giéi
han cua ty s6 &y khi Ax — 0 14 van tée
Ax
tie thii chia chuyén déng va ngudi ta goi
gidl han trén 1a dao ham cua ham sf vy =
f(x) theo bién 58 x, Néu ching ta liy dao
ham mét lan nia, tie la dao him ciia van
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tée theo thdi gian, thi ta sé dude gia téc
ciia chuyén dong. Trong ed hoc cd dién,
théng thudng ngudi ta chi ding dén dao
ham béc hai dé xac dinh gia tdc théi.

Nhu ching ta da biét, edng thile ctia dinh
luat Niuton vé luc 13 F = m.a, trong d6 F:
lie tic dung vio vat; m: khdl lugng cua
vat; a: gla toc clia vét.

O day, néu gia tde a 1 dao ham béc hai
cua quing dudng theo thoi gian thi tat ca
moi Ioai chuyén déng, mol phuong trinh
bigu dién chuyén déng cta co hoe ¢f dién
déu ¢b thé dua vé van dung quy luit quan
hé gitta lue va gia téc ctia chuyén déng, Ti
luén diém trén, trong thue t& mudn xac
dinh vi tri clia mét con tau v tru thi ehiing
ta phail xdc dinh xem trong khéng trung co
nhitng luc nio tic ding 1én con tau dé tu
d6, dua vao phugng trinh F = m.a,
ta tinh duge gia téc cua nd. Tit chd biét
dugc gia téc, lai biét dude van tde ban dau
vy, ta sé tinh dude van téc con tiu ¢ thai
diém xéc dinh theo cdng thite: v, = v, + at,

Trén co 56 d6, ta xac dinh dude vi tri
clia con tau & thoi diém t theo mat ham sé
thal gian. Vi tri d6 14 mdt toa dd nao 46 trong
khéng gian ba chiéu.

N6i chung, déi véi cic loai van diong
théng thudng trong ddi sfng hiang ngay
cia ching ta, thi chi ciin nhing dinh luat
ctia ed hoe of dién 12 6 thé gidi thich duge.
Nhung, néu tir c¢d sd toan hoc dé xem xét
gqud trinh thue hién cac phép toan dua trén
cac khai nidm vé gidi han, lién tuc va dao
harm mi nén tang cta ching 1a cin oif vao
nhiing dal lugng bién thién, thi vé mat
hinh thie, tudng chitng nhu 1a vé 1.

Ph.Angghen da tirng noi: "Mot khi cac
nha todn hoe da rat lul vao trong su tritu
tugng, cil thanh liy bit kha xd4m pham
cia ho, tic 1a vio trong cal ma ngudi ta
gol 14 toan hoe thudn tiiy thi lap tic tat ca
nhiing digu tugng ty nhu thé déu bi ling
quén di, cai vo han di tré thanh mét cai gi
hoan toan than bi va cich mi ngudi ta

210 Mide va PhoAngghen. Sdd., tr.768.
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dang néd trong giai tich cling trd thanh
mét cal gi hoan toan khé hiéu, miu thuin
véi moi kinh nghiém va mei tri thic.
Nhitng didu dién rd va vé 1y ma nhing
nha todn hoc ho dung dé bio chia chi
khéng phai dé giai thich cai phuong phap
iy cua ho, - phuong phép, la thay, lai luén
luén dua dén nhing két qui ding din -
déu vugt xa nhiing diéu khéng tuong, ao
va thue, hét sie tdi eha triét hoc cia tuy
nhién (cia Héghen ching han), nhiing
diéu tudng tugng ma cic nhi todn hoe va
cac nha khoa hoc ty nhién khéng cé du lgi
dé noéi lén ndi kinh sg cta ho d& vai
ching"(3).

Vi sao trong toan hoc lal ¢d sy van
dung nhitng 1¥ luidn khéng légic hinh thic
ma lai dua dén nhiing két qua ky didu.
Ban thin Ph.Angghen da nhidu ldn xem
dé 1a sy xdm nhap cua phudng phép bién
chiing vio toan hoc. Chinh tu tuéng nay
di din tdi lap ludn: Trong cing mit qua
trinh, mat dai lugng ¢é thé bing 0, ¢6 thé
khae 0. Ph.Angghen di md réng quan
diém trén cua minh va di dén nhiéu cach
giai thich ¢ § nghia bién chiing d81 véi
cic hién tugng trong toan hoc. Tu tudng
d6 da duge thé hién rat rd rang, khi éng
nhin xét vé ban chit cua phép tinh wi
phan: "Quan hé bién ching cling da cé
trong phép tinh vi phin, & dé dx 1a vé
cung bé, nhung lai ed tac dung va tao ra
moi cfi’(4). Déng théi, dé khing dinh ¥
nghia triét hoe cua phép vi phén, Angghen
da nhin manh: "Chi ¢6 phép tinh vi phén
mdéi dem lai cho khoa hoc tu nhién kha
ning miéu ta bing todn hoc khéng nhiing
chi nhiing trang thai, ma ca nhing qua
trinh: van déng"(5). Vé thuc chit, d6 ciing
chinh la ¥ nghia triét hoc cua nhing dai
luong bién thién trong toan hoc.

Theo danh gia cua Ph.Angghen, C.Mac
l4 ngudi rat am hidu toan hoc. Ong da
guan tam, nghién efu cie nguyén tic lap
luan cua phép tinh vi phin. Lin diu tién,
C.Mac da dua ra tu tudng vé 1ap luin dao

ham ctia mét hiam s6 trén cd s0 bién
ching. Didu nay hoan toadn dfi lap véi
nhitng nha toan hoc duong thdi, déng thoi
chinh C.Mac da di tdi quan niém phi miu
thudn v& co sd cia phép tinh vi phin mjt
cach légic. Khi xdc dinh gia tri dao ham
ciia ham s6 y = f(x) tai diém x (tai x ham
s8 ton tai dao ham), C.Méc da xudt phéat
tt hai qua trinh miu thuan bién ching.
Qua trinh thi nhit la: tai ving lan cén
cua x 18y mét diém x, phan bidt vdi x, sau

s f UJ‘_M . Quéa trinh

dd lap tv s Lh

€ O

hai mAu thuin bién ching vdéi qui trinh
ddu; né difn ra nhu sau: Ta trd lai diém
x nhung khéng phai truc tiép, boi vi
néu cho x, = x, thi tic 1a bién ty s&
Sx)-fx)

thanh L la khéng xac dinh
it 0

dudge, nhung néu ta cho x, — x hay (x, -
x) —» 0 thi rd rang la 6 day, cd sy trd lai vi
tri ¢t nhung 0 mét mic dé6 maéi, ma vi tri
méi dé chitng to tinh chit bién ching cua
dinh nghia dao ham. Cach tiép cin bién
chitng khoa hoc eua C.Mac vé viée lap
luin phép tinh vi phin dude thé hién nhu
saw: C.Mac khéng bat ddu ti nhing ky
hiéu va cong thic ¢ sin cua phép toan,
ma tif viéc lam sang to vin dé, xem xét
nhiing ki hiéu va céng thic d6 da xuit
hién nhu thé nio trong qua trinh tim dao
ham cla cac ham sd va cice s6 vi phin,

Tinh chét bién ching cla su phat trién
nhén thite toan hoc ¢ dang chung nhit tim
thdy trong su bién ddi vé chit clia chinh
ban thin d6i tugng cua toan hoc. Viée
chuyén tir toan hoe vé nhiing dai lugng bt
bién sang todn hoc v& nhing dai lugng
bién thién da xdc nhian nhiing nét cd bin
trong su tién bd cua tri thde toan hec.

Tu tudng bién thién con dnh hudng dén

(3) C.Miéc vi Ph.Angghen. Sdd., 773,
(4) C.Mic vit Ph.Angghen, Sdd., tr.766.
{5) C.Mdc vii Ph.Angghen. Sdd., ir.774.
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hinh hoc vé phuong dién xem xét cic phép
bién hinh. Song, diéu quan trong d day la
lgi dung cic bit bién trong ciac phép bién
hinh dé bién mét bai toan khé thanh mét
bai toan dé hon bang cach thay hinh da
cho bing anh cua né qua mot phép bién
hinh hop 1§ dé gilt nguyén cic quan hé
dang xem xét nhung mang lai nhiéu
thuin lgi nhit cho viée giai bai toan théng
qua anh d6. Khéi diu 13 viéc xem xét nhilng
bat bién qua cic loal phép chiéu trong hi
hoa va kién trie, trong viée vé ban do, v.v.,,
roi tit nhiing bit bién dé ma phin loai cic
kh#&i nmiém, cac tinh chat ra thanh nhiing
khai niém, nhiing tinh chit kém theo cdc
tinh tift nhy Métric (métric), afin, xa anh
v.v.. Su phéin loai niy tao ra nhiéu thuan lgi
ca trong nhiing bii toan 1y thuyét, nhitng
bai toan quy tich va dung hinh - nhing béi
toan cb ¥ nghia thue tién rit ldn.

Vio thé ky XVII - XVIII, khi toan hoc
chuyén trong tim sang cdc ham s&, thi o
dai s8 c6 cdach tifp can mdi vé phudng
trinh. Viée nghién cdu phuong trinh
P(x) = 0 duge nhin nhin dudi khia canh
xét su bién thién cua ham sé y = P(x) va
x6t xem trong sy bién thién d6, khi nao
thi y triét tiéu. Vi cach tiép can dé, viéc
tinh gdn ding cic nghiém thue cia mot
phudng trinh dude gidi quyvét bing nhiéu
cach, trong db cac dao him tham gia va c6
thé dat dén mét gia tri mong mudn.

Xudt phat tit co s6 nhiing dai higng
bién thién, su ra doi cia dao ham 43 cho
phép ching ta giai nhiing bai todn cue tri
gin lién vdi su bién thién lién tuc caa céc
him s0 va bién s6. Tuy nhién, thuc tién
lai dua dén nhiing bai toén cde tri, trong
d6 cai phai tim dé dat cue tri khéng phai
12 gid tri cla mét bién s&, ma 1a mdt ham
so. Vi du, bai toan vé mdt hinh véi dién
tich cho trude va ¢6 chu vi bé nhat, bai
todin vé duong cong khép kin c¢6 chiéu dai
cho trude va bao mét dién tich 16n nhit.
Viéc giai ciic bal toan dé da dan tdi sy ra
doi cua phép tinh bién thién va md ring
58

khéi niém "bién", tit chd chi c6 thé 1a mét
s6 thay d6i dén chd c6 thé 1a mét dudng
cong thay déi, titc 1a mot ham sd thay déi.
Véi nhitng bai toan cuc tri phie tap, theo
sy phat trién cha tinh bién thién, din din
da hinh thanh mét linh vuc toan hoc goi
la "didu khién t61 wu". Ly thuyét nay
nghién cliu viée xi 1¥ cic tham sé diéu
khién mét qua trinh vén déng nio dé (cd
hoe, vat Iy hoc, héa hoc, v.v.) sao cho muc
tiéu dat duge 14 t8i wu (ching han nhu
thai gian - sdm nhét, khéng gian - ngin
nhiit, chi phi - it tén kém nhit).

Tém lai, véi sd phat trién manh mé cua
cudc cach mang khoa hoc va cong nghé
hién dai trén nhiéu linh vuc, sy van djng
di di vao toan hgce, lam nay sinh trong
todn hoc nhiing dai lugng bién thién hét
stic da dang. Nhiing dai luong bién thién
d6 da tro thinh ¢éng cu thuin lgi cho viée
gial quyét nhiing nhiém vu caa cic khoa
hoe, dic biét 1a nhitng vén dé 6 lién quan
dén thue tién, tit quan diém ectia chi nghia
duy vat bién ching.

Nghién citu nhiing dai lugng bién thién
trong toan hoc, vé thyc chit, 1a khing
dinh lap trudng cua triét hoc macxit trong
tu duy khoa hgc. Chinh trong linh vue
ndy, hon lic nao hét, da khing dinh tinh
hién thuc caa khoa hoc toan hoc tritu
tugng. Nhiing dai lugng bién thién trong
toan hoc, mic di hét sdc tritu tugng, cod
khi duéi dang 14 mét qui trinh va dudng
nhu rit xa rdi hién thye, nhung tir ching,
ta lai ¢6 thé nit ra dude nhiing két qua rat
phi hdp véi hién thue. Gia tri nhan thic
khoa hoc to 16n ciua ching la d chéd dé.
Diéu nay pht hgp v6i nhan xét cua
V.L.Lénin: "Ta¢ ca nhiing su tritu tugng
khoa hoc (ding dén, nghiém tic, khéng
tiy tién) phan danh gidi ty nhién siu sic
hon, chinh xéc hon, day du hon"(6).0

(6) V.1.L&nin. Todn idp 1.29. Nxb Tién bd, Mixcova,
ir.179.



