VE MO DPUN NUA HOAN CHINH
Lé Durc Thoang *
Nguyén Cong Nhan**

TOM TAT: Médun nita hoan chinh la I16p médun quan trong trong Iy thuyét
vanh va médun. Trong bai viét ndy, ching toi glO’l thiéu tong quan vé médun mira
hodan chinh ciing véi cdc tinh chdt xét trong méi twong quan véi phii xa anh, médun
phan phu va radican ciia né.

1. Gi6i thigu

Trong bai viét nay, ching t6i ludn gia thiét vanh R di cho 1a vanh két hop c6
don vi 1 = 0 va moi R-mdédun duge xét 1a modun unita. V&i vanh R, ta ki hiéu
Rad(R) (hoic J) dé chi can Jacobson va Mg (rRM) dé chi M 1a mot R-modun phai
(trai, twong tng). Trong mot ngir canh cu thé, khi khéng so nham 13n vé phia cua
modun, dé don gian ta viét médun M thay vi M. Médun con N =™ M dugc goi la
dbi cbt yéu, néu véi moi Ac M, N+ A=M thi phai c6 N = M, ki hiéu N M .
Véi A, B 1a hai modun con cua M, ta goi A 1a phan phu cia B trong M néu ta co A +
B = M va A 1a modun con tdi tiéu co tinh chat A + B = M. M duoc goi 12 modun
phan phu néu moi modun con cua M déu cd phan phu trong M. Véi A, B 1a hai
modun con ctia N thoa médn A + B =N va AnB =0 thi ta goi A, B la c&c hang tu
truc tiép cua N, khi d6 ta viét N = A® B va goi 1a su phan tich thanh tong truc tiép.
Cho dong ciu mdédun o : A— M, ta ndi phan tich M =@, M, nang duoc boi o
néu c6 phan tich A=@®,_ Asao cho a(A)=M.. Truong hop médun thuong
AlB=@®,_ M,nang duoc béi a:A— A/Bthi ta goi A/Bnang dugc dén A.
Médun M dugc goi 1a xa anh néu véi mdi déng cau f :M — Bva mdi toan cau
g: A— B, ton tai mot dong ciu h: M — Bsao cho g.h = f. Cho médun A, toan cau
p: P — Aduoc goi 1a phi xa anh cua A néu P 1a modun xa anh va Ker(p) <™ P.
Khéc véi bao noi xa cia mot moédun ludn tdn tai, phi xa anh cua mot modun co thé
khéng cd. Chang han, cac nhoém aben khong ty do 13 cac ¢ -modun khong co phi xa
anh. Sy ton tai caa phu xa anh 1a duy nhat sai khac mot dang cau. Nhitng khai niém
va két qua co ban lién quan dén bai viét, chiing ta c6 thé tham khao trong [1] va [8].

2. Modun nira hoan chinh

Pinh nghia 1. Médun M dwoc goi 1a niza hoan chinh néu mei anh toan cau
ciia M déu c6 phii xa anh.
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Ménh dé 2.



1. Moi médun nira hoan chinh déu cé phi xa dnh;

2. Moi anh toan cdu ciia médun nira hoan chinh la médun nira hoan chinh;

3. Moi phi xg anh cua mét médun don la médun nira hoan chinh;

4. Moi anh toan cdu cia mét médun phan phu la médun phan phuy.

Chwng minh.

(1) Cho P 1a modun nira hoan chinh va xét dong cau dong nhat 1, : P — Pta
c6 P =1,(P)co phu xa anh.

(2) Cho P 1a mddun ntra hoan chinh va ¢: P — M la toan cau, ta chizng minh
M 1a mdédun nira hoan chinh. Gia sir w:M —NIa toan ciu, khi d6 co
vp: P — NIa toan cdu, ma P la nira hoan chinh nén N c¢6 phi xa anh. Vay M Ia
modun ntra hoan chinh.

(3) Gia st ¢:P — M la phu xa anh cta R-modun don M, chitng minh P [a nua
hoan chinh. Ta c6 Kergp <™ Pva 1a moédun cuc dai caa P. Lay U 1a modun con
thuc sy cua P, suy ra U + Kergla modun con thyc sy cia P, nén suy ra U < Kerg.
Tudosuyra U <™ Pvadodo P— P /U laphuxaanhcaa P/U. Suy ra P la phu
xa anh cua moi anh toan cau khéng tim thuong cua P. Vay P 13 modun ntra hoan
chinh.

(4) Gia st ¢:P — M la mot toan ciu va P 1a mot modun phan phu. Ta can
chang minh M 1a modun phan phu. That vay, véi B 1a modun con bat Ky cia M, vi
la toan cau nén c6 Ac Psao cho B =¢(A), vi P 1a médun bu nén ton tai phan phy
A* caa A trong P. Ta chang minh @(A*) 1a phan phu cia B = ¢(A)trong M. Ta cd P
= A+ A*, suy ra M =@(P) = o(A) +@(A*). Vi A* |14 phan phu cua A nén ta c6
ANA*C" A* do dd @o(ANA*) " o(A*). Mat khac, ta clng co
P(ANA*) =p(A) Np(A*) =BNp(A¥), nén BNp(A*) = p(A*). Vay ¢(A*)la
phan phu cta B trong M va M 1a modun phan phu.

Ménh dé 3. Cho ¢:P — M la phi xg anh ciia M. Khi d6 cac ménh dé sau la
tuong duong:

1. M la modun nra hoan chinh;
2. P la modun nira hoan chinh;
3. P la modun bu.

Chirng minh.

Ta s€ chang minh (2) = (1) = (3) <= (2).

(2)= (1). Vi 1a toan ciu va P 14 nira hoan chinh, suy ra M 1a nia hoan
chinh.
(1) = (3). Gia st co6 Ac P, ta xét toan céu

(] v
oc=vp:P>M-—->M/p(A),
trong d6 v 1a phép chiéu tr M d&én M /pA. Vi M la na hoan chinh nén



M / @(M)cé pha xa anh, P 1a modun xa anh va o 14 mot toan cau, suy ra ton tai
hang tir tryc tiép B, < P sao cho o, =o|,: B — M/ ¢(A) 1a mot phi xa anh. Chiing
ta s& chang minh Py la phan phu cua A trong P. Tt o(P) =M / pA=o(P)suy ra
P=P+Ker(c). Vi Ker(c)=Ker(vp)=¢p Ker(v)=¢ " 'op(A)=A+Ker(p)nén
suy ra P =P, + A+Ker(p), ma Ker(¢p)la doi cot yéu trong P néntaco P = Py + A.
Gia st c60 UcP sao cho P = U + A vi o(A)=0 nén
o(P)=0,(R)=0,(P)=0,(U).Khido
R=0"(a(R))=0"(c,(U))=U +Ker(a,),

ma Ker(c,) 1a d6i cot yéu trong P1 nén ta suy ra P1 = U. Vay ta duoc Py la
phan phu cua A trong P, tic P 13 médun phan phu.

(3) = (2). Gia st o: P — Nla mét toan cdu va dit U = Ker (o), theo (3) co
U* 1a phan phy cia U trong P. Theo tinh chat cua phan phu suy ra
U*~U =U *~Ker(o) =™ U *. Ching ta s& ching minh rang U* 1a hang tt truc
tiép trong P, tir d6 suy ra U* 1a xa anh va

ol«U*—>N

la pha xa anh cua N. Bé ching minh diéu nay ta goi U** Ia phan phu cia U*

va chizng minh P =U *@U **, Ta xét toan cau chinh tac
v:P=U*tU**>5P/(U*U **),

Ky higu P=o(P)U*=0U*U**=u(U**), ching ta c6 P=U*®U **.
Hon nita, Xét 7:P —U *1a phép chiéu tt P=U*®U **dé&n U*. Khi do ta c6
biéu do giao hoan:

u* u*
U =Vl
voi mo=vy. Ta ¢6 avU*=U*=up(U* nén U*=pU*) +Ker(v,) ma
Ker(v)=U*~U**"U*, nén suy ra U*=yU?*. Tu d6 suy ra
P =Imyp+ Ker(p) =U *+Ker (), Ker(p) c Ker(zv) =U ** va tir diéu kién cuc
tiéu ctia U** suy ra Kerp =U **. Mit khac
U **= Ker (mv) = Ker(vw) = (Ker(v,) = (U * U **)
nén ta duge U * AU **=pp (U * AU **) = p(U **) =0
HE qua 4. Moi mddun Artin xa anh la nira hoan chinh.



Chwng minh.

Vi moi modun Artin P 1a médun phan phu va c¢6 1, : P — Pla phu xa anh cua
P nén suy ra P la nira hoan chinh.

Ménh @& 5. Gia sir 12 nira hoan chinh. Khi d6

1. M la médun phan phu.
2. M/Rad (M) la niza don.
3. Rad(M) la ddi cot yéu trong M.

Chwng minh.

(1) Vi M la ntra hoan chinh nén cé phu xa anh ¢@:P — P. Hon nita, theo
ménh dé 3 suy ra la modun phan phu. Ap dung ménh dé 2, M 1 anh toan ciu cua P
nén M ciing 13 modun phan phu.

(2) Vi M/Rad(M) duoc xem nhu 13 anh caa M qua toan cau chinh tic, ma M
[a nira hoan chinh nén suy ra M/Rad (M) la ntra hoan chinh. Khi d6 M/Rad (M) c¢6
phi xa anh ¢: P — M /Rad(M), ma M/Rad(M) la ntra hoan chinh nén theo ménh
d¢ 3 suy ra P 1a modun phan phy. Do d6 theo ménh dé 2 suy ra
M /Rad (M) = ¢(P) 1a mdédun phan phu. Gia st Ac M /Rad(M)va A* 1a phan
phu cta A trong M /Rad(M) =¢@(P). Khi d6 chiing ta c6 M /Rad(M) =A+ A*,
AN A*c™ M /Rad(M). Do &6 An A*— Rad(M /Rad(M)) =0. T cac diéu trén
suy ra M /Rad(M) = A® A*, tic 1a moi modun con A déu 1 hang tir truc tiép cua
M /Rad(M).Vay M /Rad (M) la moédun nira don.

(3) Gia st @:P—>MIla pha xa anh cia M. Vi Ker(p)<™ Pnén
Ker(¢) c Rad(P). Hon nita, ¢(Rad(P))=Rad(M), khi d6 d& chiing minh
Rad(M) <™ Mta chaeng minh Rad(P)<™ P Vi P la nra hoan chinh va
v:P — P/Rad(P) la toan ciu nén P/Rad(P) c6 phu xa anh. Hon nita, P 13 médun
Xa anh nén suy ra ta c6 phan tich P=P,®P, théa BnRad(P)c™ B va
P, c Rad(P). Tir d6 suy ra P, = 0, P = P1 vad Rad(P)=P~Rad(P)=" R, va
P, < (Rad(P). Vaytacé Rad(M)=¢(Rad(P) =™ @(P) =M . binh 1y dugc ching
minh.

Ménh dé 6. Cho ¢@:P —M la mét phu xa dnh vaM =®M, sao cho v4i
moi ieldéu cb todn cdu «,: A — M, véi Alaxadnh va Ker(e,) = Rad(A).
Khi do phdan tich M =@ M. nang dugc bédi ¢ .

iel
Chwng minh.
Vi @ la toan ciu va A 1a xa anh nén ton tai i va biéu d6 giao hoan sau

A=® A

iel

74
D,

P > M=0OM,
¢ iel




Vi @ la toan cau nén ta c6 P =Im(p)+ Ker(p). Ma Ker(p) ™ P nén suy
ra P =1Im(p) vay ula toan cau. Vi P 1a xa anh nén g ché ra, tac 1a c6 médun con
Po ciia A sao cho A =P, ®Ker(p). Vi biéu do trén la giao hoan nén ta co
Ker(») < Ker(®a;) = ®Ker(o;) = ®Rad(A) = Rad (A), khi d6 theo [8, Hé qua

9.6.4] thi Ker(p)=0, vay pla dang cau. Do do P=®uy(A), trong do

ov(A) =, (A)=M,,iel. Vay phan tich M =®M, nang dugc bdi ¢, d6 1a diéu
phai ching minh.
Hé qua 7. Cho ¢@:P — M la phia xa anh ctia modun ntra hoan chinh M. Khi
d6 moi phan tich truc tiép cia M déu nang duoc bai g .
Chang minh.
Vi moi hang tir truc tiép M, ctia M déu c6 pha xa anh toan cau cot yéu «, théa
Ker(a;) =™ Rad(A)nén theo ménh dé 6 ta c6 diéu phai chitng minh.
He¢ qua 8. Cho P la médun nira hoan chinh va xa danh. Khi dé moi phan tich
tryec tiép ciia médun nira don P [ Rad (P) déu ndng dwoc dén P.
Chwng minh.
Vi P 14 nira hoan chinh nén Rad(P) =™ P, hon nita moi hang tu truc tiép cua
P/ Rad(P) déu c6 phii xa anh nén theo ménh dé 6 ta ¢ diéu phai chirng minh.
Ménh dé 9. Cho Pr la médun xo dnh. Khi dé cdc diéu Kién sau la twong
duong:
1. P la n#za hoan chinh;
2. P la médun phan phu;
3. P théa cdc dieu ki¢n:
a. P/ Rad(P) la nita don.
a. Moi hgng tir tryec tiép cua (P / Rad (P)), 1a anh ciia mét hong ti truc tiép
cua Pr qua dong cdu tir P — P/ Rad(P).
b. Rad(P)<™ P.
Chwng minh.
(D)= (2). Ta co P 1a mdédun xa anh nén no c6 pha Xa anh la chinh no, do do
theo ménh dé 3 ta dugc . (1) = (2).
() = (3). Theo ménh dé& 5 ta c6 P/Rad(P)la nta don va Rad(P) ™" P,
theo hé qua 8 ta duogc (b).



(3)=(2). Gia st v:P—>P/Rad(P)=PIa phép chiéu chinh tic. Gia su
Ac P khi d6 theo 3a, P 1a nita don nén ¢6 phan tich truc tiép
R =0(A)T,
theo 3b ton tai mot hang tir tryc tiép P2 cua P sao cho o(P,) =T . Ching ta
chieng minh P 1a phin phu cuia A trong P. That vy, tir P =u(A)®u(P,)suy ra
P=A+P,+Rad(P),AnP, c Rad(P). Ma theo (c), Rad(P) =" Pnén P = A + P,
va AnP, ™ P. Vi P; la hang tir truc tiép trong P va AnP, & P (v6i ANP,1a
anh ciia chinh n6 qua toan cau chinh tic tir P 1én Py), ta suy ra AnP, = P,. Gia
st co Bc P,,A+B =P, khi d6 theo luat modular cé
ANP,+B=P,
ma ANP, P, nén B = P,. Vay P, la phan phu cua A trong P, nén c6 (2).
Vay ménh dé duoc chirng minh xong.
Ménh dé& 10. Cho P |i el la ho cac R-modun nira hoan chinh, xa anh. Khi do

P =@P la nira hoan chinh néu va chi néuRad (P) =" P.

iel

Chirng minh.

Theo ménh dé 9 ta c6 ngay chiéu (=), ta chi con ching minh chiéu (<). bé
chang minh P 1a nira hoan chinh ta chitng minh P théa man cac diéu kién cua (3)
trong ménh dé 9.

That vay, ta co:

(c). Pung theo gia thiét.

(a). Theo [8, Hé qua 9.1.5] tacé P/Rad(P); @,,P/Rad(P), theo ménh dé
9co P /Rad(P)lanta don vai moi i € I nén P/Rad(P) cling 1a ntra don, vay ta co
(a) dang.

Pau tién ta chitng minh moi modun con don E cua P/ Rad(P) déu c6 phu xa
anh. Vi P/Rad(P); @, P /Rad(P)nén E dang cau véi mot modun con don E’
P /Rad(P). Néu c6 phan tich P./Rad(P) thanh téng truc tiép cic modun
con don thi £’ dang cau véi mot moédun con don caa P /Rad(P). Vi mdi hang tir

cua @, ,
truc tiép cia mo dun nira hoan chinh P/ Rad(P) déu c6 phu xa anh nén E’ ciing ¢6
phu xa anh va do d6 E cling c6 phu xa anh. Gia st P/Rad(P) =L, ®L,, vi
P/ Rad(P) la ntra don nén L1, L phan tich thanh tong truc tiép cua cac modun con
don L =@ E.L=®E,.

iel,
Pit ¢ : A > E], ¢ : A — E, 1a cac phu xa anh, khi d6
u=@p:A=OA>L=0F,



=0 A=A >L =0E
iel, iel, iel,
|l cac toan cau, A, A 1 cac modun xa anh va ching ta c6

Ker(g) =™ A, Ker(g) =" A,
Khi do
Ker(¢)) = Rad(A), Ker(¢)) c Rad(A).
do do
Ker(a,) = @ Ker(¢}) c Rad(A)

Ker(a,) = @ Ker(p,) < Rad(A,)

Khi d6 ta xem @=v:P —P/Rad(P)va theo ménh d¢ 6 thi phan tich
P/Rad(P) = L, ® L,nang dugc dén P, vay (b) ding. Ménh d& duoc chung minh
xong.

Ménh dé 9 cho ching ta thay cau tric cua mot modun nira hoan chinh thong
qua tinh chat cua cac hang tir truc tiép va Radican cua no, tir d6 cho ta cach chung
minh mot modun 13 nira hoan chinh. Ménh dé 10 cho ta tinh chat cua tong hitu han
cac modun nua hoan chinh la nira hoan chinh.

Hé qua 11. Tir ménh dé trén ta c6 cac két quda sau.

1. Tong truec tiép cua hitu hgn cac R-médun mira hodn chinh la médun nira
hoan chinh.

2. Néu R;1a nza hoan chinh thi moi R-médun hiru hgn sinh la nza hoan
chinh.

Chwng minh.

(1). Gia st M, M,,...M_la ntra hoan chinhva ¢:P. —->M,,i=1,2,...,nlacac
phit xa anh. Theo ménh dé 3, Pi 1a nira hoan chinh va theo ménh dé 9 ta c6
Rad(R) =™ R.

n n ”

Giast P= _E_BlPi , khi d6 ta c6 Rad(P) = _e?lRad(Pi) la tong htru han cac moédun
con d6i cot yéu trong P nén Rad (P) ™ P, do d6 theo ménh dé 10 ta c6 P 1a nira
hoan chinh.

Vi P la nira hoan chinhva M, @M, @...® M. 1a anh cta P qua toan cau c?(pi

nén M, ® M, @...® M ciing la nira hoan chinh. Vay c6 diéu phai ching minh.

(2). Vi mdi R-modun hiru han sinh M déu 1 anh toan cau caa mot R-modun tu
do va 14 hitu han sinh F, ma mdi médun tu do hitu han sinh 1a tong truc tiép cua hitu
han modun con don, hon nita méi médun don 1a nira hoan chinh . Vay theo (1) thi
M la nira hoan chinh.

Ménh dé 12. Cho P la médun xa dnh. Khi d6 cdc két qud sau la twong dwong:



1. P la niza hoan chinh;
2. P théa cdc diéu kién:
a. Moi médun con thut sy cua P duoC chira trong mét médun con cuc dai cua

b. Moi médun thuwong don cua P cé phu Xa anh.

Chwng minh.

(D) = (2). Vi moi médun thuong cuia P 12 anh toan cau cua P, ma P 1a nua
hoan chinh nén theo dinh nghia 1 ¢6 (b) dung, ta chi cin ching minh (a). Gia sir
modun U la con thyc su cua P, vi P la nira hoan chinh nén P/U la nira hoan chinh,
do d6 theo ménh dé 5 suy ra Rad(P/U) " P/U, do ¢6 Rad(P/U)1a mdédun con
thuc sy caa P/U. Vi Rad(P/U) la giao cua tit ca cdc modun con cyuc dai cua P/U
nén ton tai it nhat moét moédun con cuc dai cia P/U ¢6 dang X/U, véi U c X < P.
Vi X/U la cuc dai trong P/U nén P/ X ; (P/U)/(X /U)la moédun don va do d6 X
la cuc dai trong P.

(2) = (1) . Chling ta chitng minh P thoa man cac diéu kién cua (3) trong ménh dé

(a). Chitng minh Rad(P) <™ P. Gia sir ¢c6 modun con thyc sy U cua P sao
cho U +Rad(P)=P. Theo (2a) cua gia thiét ton tai modun con cuc dai X sao cho
Uc X cP. Tirdésuy ra U+Rad(P)c X =P, diéu ndy mau thuin vai gia su.
Vay Rad(P) ™" P.

(b). Chting minh la nira don. Gia st khong la nira don, khi d6 . Goi la phép
chiéu chinh tic, suy ra 1a con thyc sy cia P. Theo (a) ton tai moét modun con cuc
dai X sao cho . Theo (b) thi médun thuong don P/X cé phu xa anh, do d6 theo hé
qua 11 ta co phén tich

P=R®P,=R+X

voi B, X,RnX ™ B.Dodé BN X < Rad(P)suyra

v(R)No(X) c (RN X)cRad(P) =0,

do do ta co phan tich

P =u(R) ®u(X).(*)
Vi X la cuc dai trong P nén Rad(P) < X va
P/X; (P/Rad(P))/ (X /Rad(P))=P/u(X); v(P)

la m6 dun don. Vay o(R) < Soc(P) cv(X) diéu nay tréi vai (*). Vay P la
ntra don.

(c). Gia st P =®E,,E don. Khi do véimdi i,

iel

Ei;E/@E'

jeljzi 17

P/v™*( @ E;) la mdédun thuong don, nén theo (2b) c6

jel, j=i



phuxaanh ¢ :A—>E iel.

Vi E, 1a modun don nén theo hé qua 11 A cling la nra hoan chinh véi moi
igl.Giase v:P—>P/Rad(P)va P/Rad(P) =i<—EBIEi thoa man gia thiét cia ménh
dé 6. Theo cach chang minh caa ménh dé 6 ta co v : A=A >P la dang cau. Do
d6 P=®y(A)la téng truc tiép cia cac modun nira hoan chinh, mat khac co

Rad(P) ™ Pnén theo hé qua 11 thi P 1a ntra hoan chinh. Vay ménh dé& duoc
chirng minh xong.

Ménh dé 13. Cho P, #0 la médun xa anh. Khi dé cac diéu Kién sau la twong
duong:

1. P la khong phan tich dworc;

2. P & niza hoan chinh va khong phan tich triec tiép duroc;
3. Rad(P) la médun con doi cot yéu va cuc dai trong P;
4. Rad (P) la médun con thuc sw 16n nhdt trong P;

4. End(R,) la dia phuong.

Chwng minh.

(1) = (2). Vi P khong phan tich duoc nén né ciing khong phan tich truc tiép
dugc. Theo ménh dé 3 ta chi can chitng minh P 1a médun phan phy. Theo (1) moi
mddun con A cua P déu cd phan phy Ia chinh P. Vay P 1a médun phan phy, suy ra
(2) dang.

(2)= (3). Theo ménh d& 5 ching ta c6 Rad(P)c™" P. Vi P/Rad(P)la
khéng phan tich truc tiép dwoc nén theo hé qua 8 P/Rad(P)khong nhitng la
modun nira don ma con 1a moédun don, vi vay Rad(P) la cuc dai trong P.

(3= Giasr UcP,U z Rad(P). Vi Rad(P)la mbdun con cuc dai nén
U +Rad(P)=P.Ma Rad(P) <™ PnénsuyraU = P. Viy (4) dung.

(4) = (5). Vi P la xa anh nén moi toan ciu ¢: P — P14 toan cu ché ra, do d6
tasuy ra ¢ la tu dang cau. Néu ¢, ¢, € End(P,) la cac phan tir khong kha nghich thi
chung ciing khong phai 13 toan cu nén theo (4) ching ta co

Im(g, +¢,) = Im(g) + Im(,) = Rad (P) £ P..

do d6 @ + ¢, cing khong kha nghich trong End(P,). Vay theo [8, Hé qua
7.2.6] suy ra Pr la dia phuong.

(5)=(1). Giasx cd P = A+ B. Xét v:P — P/Blatoan ciu chinh tic. Vi P
12 modun xa anh nén ta c6 biéu do giao hoan

P

lu

A P/B



v'=v\A
Khi d6 véi moi v =i,¢p, trong d6 i,: A— Pla anh xa nhung tir A vao P, ta co
Im(p)c A Iml, —v)<B. Vi 1, =p+(1, —p)va End(P;) la dia phuong nén »
hodc 1—y phai 1a ty ddng cau. Do d6 chung ta c6 A = P hoic B = P. Vay P khong
phan tich dugc. Ménh dé duoc chirng minh xong O
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Abstract

Semiperfect modules play an important role in Rings and Modules theory. In this article,
we introduce the semiperfect modules and its properties in relation to projective cover,
supplimented modules and its radican.



