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TOÁN TỬ KHẢ NGHỊCH SUY RỘNG  

VÀ HỆ ĐIỀU KHIỂN LIÊN QUAN 

Nguyễn Văn Mậu 
 

 

TÓM TẮT: Bài viết này nhằm tổng quan các kết quả của lý thuyết toán tử 

khả nghịch một phía, khả nghịch suy rộng để từ đó điểm lại một số kết quả nghiên 

cứu về bài toán điều khiển được của các hệ mô tả bởi toán tử khả nghịch phải và 

khả nghịch suy rộng,  xem xét tính điều khiển được từ trạng thái này đến trạng thái 

khác đối với hệ  vô hạn chiều. Gắn với chúng là các bài toán giá trị ban đầu, các 

bài toán giá trị biên hỗn hợp  đối với các hệ mô tả bởi toán tử khả nghịch phải, khả 

nghịch suy rộng và nghiên cứu tính điều khiển được của các hệ đó. 

Một trong những mục đích chính của bài toán điều khiển hệ thống là tìm điều 

khiển (đầu vào) sao cho hệ thống (đầu ra) có những tính chất mà ta mong muốn. 

Thông thường, việc chuyển một hệ thống có điều khiển từ vị trí này tới vị trí khác 

có thể thực hiện được bằng nhiều phương pháp dưới tác động của các biến điều 

khiển. Căn cứ vào những mục đích cụ thể của hệ thống để xác định các bài toán 

điều khiển khác nhau (như điều khiển được, điều khiển tối ưu, ổn định và ổn định 

hóa, ...). Bài toán điều khiển được là bài toán nghiên cứu các lớp hàm điều khiển 

chấp nhận được sao cho dưới tác động của nó hệ thống được điều khiển về các vị trí 

mà chúng ta mong muốn, kiểu một hệ động lực được mô tả bởi phương trình vi 

phân dạng: 

  
 

Trong đó x (.) là biến trạng thái mô tả đối tượng đầu ra, u(.) là biến điều khiển 

mô tả đối tượng đầu vào của hệ thống. Dựa vào mục đích điều khiển của hệ thống, 

người ta đưa ra các khái niệm khác nhau của bài toán điều khiển được, như điều 

khiển được về 0, đạt được từ một trạng thái nào đó, điều khiển được hoàn toàn, điều 

khiển được địa phương, ... Tính điều khiển được của các hệ động lực được bắt đầu 

bởi những ý tưởng và kết quả quan trọng của R. Kalman từ đầu thập kỷ 60 của thế 

kỷ XX, đã chỉ ra một tiêu chuẩn đại số (còn gọi là tiêu chuẩn hạng Kalman) về điều 

kiện điều khiển được đối với hệ vi phân tuyến tính có hệ số hằng số. Từ đó đến nay, 

bài toán điều khiển được đã được nghiên cứu và phát triển mạnh mẽ, trở thành một 

hướng quan trọng của lý thuyết điều khiển hệ động lực (xem [3]-[6], [25]-[26]). 

Lý thuyết đại số các toán tử khả nghịch phải được bắt đầu từ kết quả nghiên 

                                              
 GS TSKH, Trường Đại học Khoa học Tự nhiên, Đại học Quốc gia Hà Nội. 
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cứu của D. Przeworska- Rolewicz (xem [16-19]), sau đó đã được phát triển bởi 

nhiều nhà toán học như H. Von Trotha, Z. Binderman, M. Tasche, W. Z. 

Karwowski ... (xem [1-4],[7-18]). Với sự ra đời của lý thuyết này, bằng một ngôn 

ngữ thống nhất đã tổng quát hoá các phương trình vi phân, tích phân, vi tích phân, 

phương trình đạo hàm riêng, phương trình sai phân, ... thành các phương trình toán 

tử khả nghịch phải, khả nghịch suy rộng. Việc áp dụng lý thuyết đại số của các toán 

tử khả nghịch phải không chỉ cho phép tìm được các điều kiện đủ, điều kiện cần và 

đủ về sự tồn tại và duy nhất nghiệm đối với một số lớp phương trình vi - tích phân, 

sai phân, đạo hàm riêng, mà còn có thể mô tả được nghiệm của phương trình cũng 

như các bài toán giá trị biên, giá trị ban đầu đối với những lớp phương trình này ở 

dạng biểu thức đại số tường minh. Theo hướng này, ở nước ta từ cuối những năm 

80 của thế kỷ XX đã có một số nhà toán học nghiên cứu và nhận được một số kết 

quả đáng kể. 

Trên cơ sở của lý thuyết toán tử khả nghịch phải, ta tiếp cận lý thuyết điều 

khiển, xét tính điều khiển được của hệ tuyến tính mô tả bởi toán tử khả nghịch phải 

trong trường hợp toán tử giải khả nghịch (xem [7-14],[21-25]). Các kết quả liên 

quan đến tính điều khiển được của các hệ này đã được tổng quát hoá đối với các 

trường hợp toán tử giải khả nghịch một phía đối với hệ mô tả bởi toán tử khả nghịch 

suy rộng (xem [7-11]). 

Tiếp theo, việc nghiên cứu các hệ suy biến, các bài toán giá trị ban đầu, bài 

toán điều khiển được của các hệ suy biến này được nghiên cứu (xem [27], [29]). 

Bài viết này nhằm tổng quan các kết quả của lý thuyết toán tử khả nghịch một 

phía, khả nghịch suy rộng để từ đó điểm lại một số kết quả nghiên cứu về bài toán 

điều khiển được của các hệ mô tả bởi toán tử khả nghịch phải và khả nghịch suy 

rộng, xem xét tính điều khiển được từ trạng thái này đến trạng thái khác đối với hệ 

vô hạn chiều. Gắn với chúng là các bài toán giá trị ban đầu, các bài toán giá trị biên 

hỗn hợp đối với các hệ mô tả bởi toán tử khả nghịch phải, khả nghịch suy rộng và 

nghiên cứu tính điều khiển được của các hệ suy biến đó. 

1. Toán tử khả nghịch phải trong không gian tuyến tính 

Ta nhắc lại một số kết quả được dùng trong các phần sau. 

Giả sử X và Y là các không gian tuyến tính trên cùng một trường vô hướng Ƒ 

(Ƒ = ¡  hoặc £ ). Ký hiệu L(X → Y) là tập tất cả các toán tử tuyến tính có miền xác 

định trong X và nhận giá trị trong Y. Ký hiệu dom A, Im A lần lượt là miền xác định 

và tập giá trị của toán tử A. Đặt L(X) = L(X → X), L0(X → Y) := {A  L(X → Y) : 

dom A = X} và L0(X):= L0(X → X). 

Toán tử A  L0(X) được gọi là toán tử Volterra nếu I - A khả nghịch với mọi 

  Ƒ. Tập tất cả các toán tử Volterra trong L0(X) ký hiệu bởi V(X). 

Cho X và Y là các không gian Banach, chuẩn trong các không gian này đều 

được ký hiệu bởi ||.|| . Tập hợp tất cả các toán tử tuyến tính liên tục từ X vào Y được 
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ký hiệu bởi (X, Y), sẽ là không gian Banach với chuẩn xác định  bởi  

|| || 1

|| || sup |
x

A Ax


 . Hơn nữa, chúng ta sẽ ký hiệu 0(X, Y)= {A  (X, Y): dom A = X} 

và 0(X)= 0(X,X) 

1.1. Tính chất của toán tử khả nghịch phải 

Định nghĩa 1. Toán tử D  L(X) được gọi là toán tử khả nghịch phải nếu tồn 

tại toán tử R  L0(X) sao cho Im R  dom D và DR = I trên dom R, với I là toán tử 

đồng nhất. Khi đó R gọi là một nghịch đảo phải của D. 

Ký hiệu bởi R(X) tập tất cả các toán tử khả nghịch phải trong L(X), D là tập 

tất cả các nghịch đảo phải của D  R(X). 

Mệnh đề 1. Nếu D  R(X) và R  D thì 

 dom D = RX  Ker D .    

 (1) 

Định lí 1. Giả sử D  R(X) và R1  D. Khi đó, tập các nghịch đảo phải của D 

được xác định bởi                

                  D = {R1 + (I – R1D)A : A  L0(X), AX  dom D} .  

 (2) 

Định nghĩa 2. Toán tử  L0(X) được gọi là khả nghịch trái nếu tồn tại toán 

tử L L(X) sao cho Im   dom L và 

                            L = I trên dom  .    

 (3) 

Khi đó, toán tử L được gọi là nghịch đảo trái của . Ký hiệu (X) là tập các 

toán tử khả nghịch trái trong L(X),  là tập tất cả các nghịch đảo trái của   (X). 

1.2. Toán tử ban đầu và các tính chất 

Định nghĩa 3. Mỗi toán tử F  L0(X) được gọi là toán tử ban đầu của D  

R(X) tương ứng với nghịch đảo phải R  D nếu 

(i) F2 = F, FX = Ker D, 

(ii) FR = 0 trên dom R. 

Từ định nghĩa suy ra rằng: Fz = z với mọi z  Ker D, DF = 0 trên X, Ker F = 

RX và Ker D  Ker F = {0}. 

Định lí 2. Cho D  R(X). Điều kiện cần và đủ để F  L0(X) là một toán tử ban 

đầu của D tương ứng với R  D  là  

                         F = I - RD trên dom D .    

 (4) 

Định lí 3 (Công thức Taylor-Gontcharov). Giả sử D  R(X) và họ ƑD = 

{F} các toán tử ban đầu của D sinh bởi  D = {R} . Lấy {n}   là một dãy 

tuỳ ý các chỉ số. Khi đó đối với mỗi số nguyên dương N đều thỏa mãn 
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 (5) 

Hệ quả 1 (Công thức Taylor). Nếu D R(X) và F là toán tử ban đầu của D 

tương ứng với R D thì  

 
1

0

  trên dom D ( 1,2,...)
N

k k N N N

k

I R FD R D N




   .                                 

(6)  

2. Toán tử khả nghịch suy rộng 

Mục này trình bày các khái niệm về toán tử khả nghịch suy rộng, toán tử ban 

đầu phải và trái, một số tính chất cơ bản của toán tử khả nghịch suy rộng. 

Định nghĩa 4. Toán tử V  L(X) được gọi là khả nghịch suy rộng nếu tồn tại 

W  L(X) (gọi là nghịch đảo suy rộng của V) sao cho 

Im V  dom W, Im W  dom V và VWV = V trên dom V . 

Ký hiệu W(X) là tập tất cả các toán tử khả nghịch suy rộng trong L(X), và V 

là tập các nghịch đảo suy rộng của V  W (X). 

- Nếu V  W(X), W  v và WVW = W trên dom W thì W gọi là hầu nghịch 

đảo của V. Tập tất cả các hầu nghịch đảo của V được ký hiệu bởi 1

VW . 

Bổ đề 1. Nếu V  W(X) và W  V thì dom V = WV(dom V)  Ker V. 

Định lí 4. Nếu V  W(X) và W1  V thì tất cả các nghịch đảo suy rộng của V 

được xác định bởi W = W1 + A - W1VAVW1, ở đây A  L(X), Im A  dom V và Im V 

 dom A. 

Ta có khẳng định sau: 

Định lí 5. Nếu V  W(X) và W  v thì 

dom V = {W x  + z : z  Ker V, x   Im V}. 

Định nghĩa 5. Toán tử F(r)  L(X) được gọi là toán tử ban đầu phải của V  

W(X) tương ứng với W   1

V  nếu (F(r))2= F(r), Im F(r) = Ker V, dom F(r) = dom V và 

F(r)W = 0 trên dom W. 

Tập tất cả các toán tử ban đầu phải của V được ký hiệu là ( )r

VF  

Toán tử ban đầu phải cũng có tính chất: F(r) v  = v , v  Ker V, VF(r) = 0 và 

Ker F(r)  Ker V = {0}. 

Định lí 6. Giả sử V  W(X) và W  1

V . Khi đó F(r)  L(X) là toán tử ban đầu 

phải của V tương ứng với W nếu và chỉ nếu 

 F(r) = I - WV trên dom V .    

 (7) 

Định nghĩa 6. Toán tử F(l)  L0(X) được gọi là toán tử ban đầu trái của V 
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tương ứng với W  1

V nếu (F(l))2= F(l), F(l)X = Ker W và F(l)V = 0 trên dom V. 

Tập tất cả các toán tử ban đầu trái của V được ký hiệu bởi ( )r

VF  

Định lí 7. Giả sử V  W(X) và W  1

V . Điều kiện cần và đủ để F(1)  L0(X) là 

toán tử ban đầu trái của V tương ứng với W là 

 F(l) = I - VW trên dom W .   

 (8) 

Định lí 8. Giả sử A, B  L(X), Im A  dom B và Im B  dom A. Khi đó I - AB 

khả nghịch phải (khả nghịch trái, khả nghịch, khả nghịch suy rộng) nếu và chỉ nếu I 

- BA khả nghịch phải (khả nghịch trái, khả nghịch, khả nghịch suy rộng). Hơn nữa, 

nếu RAB (LAB, (I - AB)-1, WAB) là nghịch đảo phải (nghịch đảo trái, nghịch đảo, nghịch 

đảo suy rộng) của I - AB thì tồn tại RBA  I-BA (LBA  I-BA, (I-BA)-1, WBA  I-BA) 

thỏa mãn 

(i)  RAB= I + ARBAB,    RBA = I + BRABA , 

(ii) LAB = I + ALBAB,   LBA = I + BLABA , 

(iii) (I – AB)-1 = I + A(I - BA)-1B, (I - BA)-1 = I + B(I - AB)-1A , 

(iv) WAB = I + AWBAB,   WBA = I + BWABA . 

Ví dụ 1. Cho  là đường cong đóng chính qui trong £ và không gian X = 

H() (0<<1). Xét các toán tử  K1 := a1I + b1S, K2 := a2I + b2S, trong đó aj, bj 

H(), j = 1, 2 và  

    
1 ( )

( )( ) :
x s

Sx t ds
i s t





 

 

Nếu 2 2 0, ( 1,2)j ja b t j     và k1 = IndK1 > 0, k2 = IndK2 < 0 thì M := K2K1 

là toán tử khả nghịch suy rộng.  

Ví dụ 2. Giả sử D1, D2  R(X). Lấy R1  Dl, R2  D2. Đặt V := R1D2, W := 

R2D1 Khi đó V là toán tử khả nghịch suy rộng và W   1

V . Thật vậy, ta có 

VWV = R1D2R2D1R1D2 = R1D2 = V, 

WVW = R2D1R1D2R2D1 = R2D1 = W. 

Các toán tử ban đầu phải, trái của V tương ứng với W được xác định như sau: 

F(r) = I - WV = I - R2D1R1D2 = I - R2D2 = F2 , 

F(l) = I - VW = I - R1D2R2D1 = I - R1D1 = F1, 

ở đây Fi là các toán tử ban đầu của Di tương ứng với Ri(i = 1, 2). 

3. Các bài toán giá trị ban đầu 

Mục này nhắc lại một số kết quả về bài toán giá trị ban đầu đối với đa thức của 

toán tử khả nghịch phải. Bài toán này đã được D. Przeworska-Rolewicz và nhiều 

nhà toán học khác nghiên cứu, đó là bài toán tìm nghiệm của phương trình toán tử 

khả nghịch phải thỏa mãn các điều kiện ban đầu nào đó. 

3.1. Bài toán giá trị ban đầu đối với hệ bậc nhất 
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Giả sử D  R(X) với dim(Ker D)  0 (nghĩa là D khả nghịch phải nhưng 

không khả nghịch); F   ƑD là toán tử ban đầu của D tương ứng với R  D; toán tử 

A  L0(X). Xét bài toán giá trị ban đầu đối với hệ bậc nhất dạng 

   D x  = A x  + y  , y   X, F x  = x 0 , x 0  Ker D . 

 (9) 

Mệnh đề 2. Giả sử D  R(X), dim(ker D)  0; F là toán tử ban đầu của D 

tương ứng với R  D và A  L0(X). Khi đó, các đồng nhất thức sau nghiệm đúng: 

(i) D - A = D(I - RA) trên dom D, 

(ii) (D - A)R = I - AR trên X, 

(iii) D - A = (I - AR)D - AF trên dom D. 

Định nghĩa 7. Các toán tử I - RA và I - AR được gọi là toán tử giải (resolving 

operator) đối với hệ (9). Nếu I - RA hoặc I - AR khả nghịch thì hệ (9) gọi là xác định 

đúng đắn (well- determined), trái lại các toán tử I - RA và I - AR không khả nghịch 

thì hệ này được gọi là không xác định đúng đắn (ill-determined). 

Tính giải được của các hệ phương trình không xác định đúng đắn trong trường 

hợp toán tử giải khả nghịch một phía đã được nghiên cứu bởi A. Pogorzelec (xem 

[12]-[14]), tổng quát hơn N. V. Mậu đã giải quyết bài toán này khi toán tử giải khả 

nghịch suy rộng (xem [7]- [11]). 

Vậy toán tử I - RA khả nghịch phải (khả nghịch trái, khả nghịch, khả nghịch 

suy rộng) khi và chỉ khi I - AR khả nghịch phải (khả nghịch trái, khả nghịch, khả 

nghịch suy rộng) tương ứng. Do đó, không mất tính tổng quát chúng ta sẽ xét bài 

toán với toán tử giải I - RA. 

Đinh lí 9. Giả sử D  R(X), dim(kerD)  0, A  L0(X) và toán tử giải I - RA 

khả nghịch suy rộng. Khi đó, bài toán giá trị ban đầu có nghiệm nếu và chỉ nếu 

   R y  + x 0  (I - RA)dom D .    (10) 

Hơn nữa, nếu điều kiện được thỏa mãn thì tập tất cả các nghiệm của bài toán 

được xác định bởi 

 G = { x  = 
A

W (R y  + x 0) + u : 
A

W   I-RA, u  Ker (I - RA)} .  (11) 

Xét bài toán giá trị ban đầu: 

D x  = A x  + y  , 

F x  = 
0x , 

0x  Ker D , 

trong đó A{ x n} = { a n}, a n = 0, 0 ≤ n ≤ l, a 2 = x 3, a n = x n+l – x n, n 3 và y 

= { y n}, y 0 + y 1 + y 2 = 0, y n = 0, n 3. Toán tử (I - RA) khả nghịch suy rộng, bởi 

vì 

(I - RA)(I - RA){ x n}= (I - RA){ x n} = {un}, un = x n, 0 ≤ n ≤ 2, un = 0, n ≤ 3. 

Hơn nữa, ta có 0 Im( )Ry x I RA   và 

Ker (I - RA) = {{ v n} : v n  R, v n = 0, 0 ≤ n ≤ 3}. 
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Thì bài toán có nghiệm 

   x  = (R y  + 
0x ) + v , v G Ker (I - RA).   (12) 

3.2. Bài toán giá trị ban đầu đối với đa thức tổng quát 

Cho D là toán tử khả nghịch phải, F là toán tử ban đầu của D tương ứng với R 

 D. Bài toán giá trị ban đầu đối với đa thức tổng quát của toán tử khả nghịch phải 

là bài toán tìm nghiệm của phương trình tổng quát dạng 

    Q[D] x = y , y   X     (13) 

thỏa mãn các điều kiện ban đầu 

FDj x  = y j , y j  Ker D (j = 0, l,..., M + N - l),  (14) 

ở đây đa thức Q[D] xác định bởi 

0 0

[ ] :
M N

m n

mn

m n

Q D D A D
 

 ,    (15) 

với M, N  N, Amn  L(X) (m = 0, l,..., M; n = 0, l,..., N) và AMN = I. Hơn nữa, 

giả sử AmnXM+N-n  Xm (m = 0, l,... , M; n = 0, l,... , N; m + n < M + N), Xj := dom 

Dj. 

Định nghĩa 8. Đặt 

    
0 0

: ,
M N

M m N n

mn

m n

Q R B R 

 

      (16) 

ở đây 

0                                nê u m=0  

     
      nê u m 0

n

M
mn m

mn n

m

A

B
A FD A








 


 
   


     

0

,
mn

mn

m M n N
A

A m M n N

 
  

 

       neáu vaø 

   neáu 
 

Khi đó I + Q  được gọi là toán tử giải đối với bài toán đã cho. 

Bổ đề 2. Giả sử 

0 0

:
M N

M N m N

mn

m n

Q R B D 

 

 .    (17)  

Khi đó, các đồng nhất thức sau nghiệm đúng 

QRN = RN Q ; DM+N (I + Q) = Q[D]; 

FDj(I + Q) = FDj (j = 0,1,..., M + N - 1). 

 

Bổ đề 3. Bài toán giá trị ban đầu đặt đúng đắn nếu và chỉ nếu toán tử I + Q 

khả nghịch trên  XM+N. 

Định lí 10. Bài toán giá trị ban đầu là đặt đúng đắn khi và chỉ khi toán tử giải I 

+ Q  khả nghịch. 

Định lí 11. Cho D R(X), R D và F ƑD là toán tử ban đầu của D tương 

ứng với R. Khi đó: 
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(i) Nếu toán tử giải I + Q  khả nghịch thì bài toán đặt đúng đắn và có nghiệm 

duy nhất 
1

0

( ),
M N

M N j

Q j

j

x M R y R y
 





    

trong đó 

1

1 1

0 0

: ( ) ,    Q
M N

N M m n

Q mn

m n

M I R I Q Q R B D 

 

    . 

(ii) Nếu toán tử giải I + Q  khả nghịch phải và dim ker (I + Q  /)  0 thì bài 

toán không đặt đúng đắn. Tuy nhiên, bài toán luôn có nghiệm 
1

0

( ) ,
M N

M N j

Q j

j

x R R y R y z
 





      (18) 

ở đây RQ = I - RNRQ’H, RQ’ Q’ và z  Ker (I + Q) là tùy ý. 

(ii) Nếu toán tử giải I + Q  khả nghịch trái nhưng không khả nghịch thì bài 

toán không đặt đúng đắn. Tuy nhiên, bài toán có nghiệm khi và chỉ khi 

 
1

0

( )
M N

M N j

j M N

j

R y R y I Q X
 







   .   (19) 

Điều kiện (19) thỏa mãn thì bài toán cũng có nghiệm duy nhất 
1

0

( )
M N

M N j

Q j

j

x L R y R y
 





   ,    (20) 

ở đây LQ = I- RNLQ’H và LQ’  I+Q`. 

2.3. Bài toán giá trị ban đầu đối với phương trình toán tử khả nghịch suy 

rộng 

Cho V  W(X), với dim(Ker V)  0 (nghĩa là V khả nghịch suy rộng nhưng 

không khả nghịch); F(r), F(1) là các toán tử ban đầu phải, trái của V ứng với W  

 1

V . Giả sử A  L0(X) sao cho A(dom V)  Im V. 

Xét bài toán giá trị ban đầu 

V x  = A x  + y, y  X, F(r) x  = x 0, x 0  Ker V.  (21) 

Bổ đề 4. Bài toán giá trị ban đầu (21) có nghiệm khi và chỉ khi 

    W y  + x 0  (I - WA)Xy ,    (22) 

ở đây Xy được xác định bởi Xy = { x   dom V : F(1)(A x  + y ) = 0}, y   X. 

Xét bài toán giá trị ban đầu 

   (P + DQAQ) x  = y  , Q x  = x 0, x 0  Ker P.  (23) 

Dễ kiểm tra được P2 = P, Q2 = Q, PQ = QP = 0. Do đó, P  W(X) và P   1

V  

. Từ đó suy ra các toán tử ban đầu phải, trái của P tương ứng với P được xác định 

bởi F(r) = I - PP = Q và F(l) = I - PP = Q. 
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Do QDQ = 0 nên ta có điều kiện cần và đủ để bài toán (23) tồn tại nghiệm là 

y = 0. Khi đó 

(I + PDAQ) x  = P y  + x 0  

và vì toán tử I + PDAQ khả nghịch và (I + PDAQ)-1 = I - PDAQ, nên nghiệm 

của bài toán xác định như sau x  = P y  + x 0 - PDA x 0. 

4. Tính điều khiển được của hệ suy biến mô tả bởi toán tử khả nghịch phải 

Tính điều khiển được của hệ mô tả bởi toán tử khả nghịch phải được xét đến 

đầu tiên bởi N. D. Quyết trong trường hợp toán tử giải khả nghịch (xem [21]-[25]), 

sau đó A. Pogorzelec, N. V. Mậu đã xét tính điều khiển của hệ này trong các trường 

hợp toán tử giải khả nghịch một phía, khả nghịch suy rộng (xem [7]-[14]). ở mục 

này, tính điều khiển được của các hệ suy biến mô tả bởi toán tử khả nghịch phải 

được nghiên cứu. Một số kết quả về điều kiện đủ, điều kiện cần và đủ để hệ điều 

khiển được sẽ được chứng minh. 

Cho X, Y và U là các không gian tuyến tính trên cùng một trường vô hướng Ƒ 

(Ƒ= ¡ hoặc £ ). Giả sử D  R(X), dim(Ker D)  0; F  ƑD là toán tử ban đầu của D 

tương ứng với R  D, các toán tử A,B  L0(X), với A  0 và không khả nghịch, C  

L0(U  X), A1  L0(X  Y) và B1 L0(U  Y). 

Xét hệ điều khiển suy biến (ký hiệu là (DS)) dạng: 

AD x  = B x  + Cu, RCU  {X0}  {I - R[(I - A)D + B]}domD , 

F x  = x 0 , x 0  Ker D, y  = A1 x  + B1u . 

Các không gian X và U được gọi là không gian trạng thái (space of states) và 

không gian điều khiển (space of controls) tương ứng. Các phần tử x   X và u  U 

được gọi là trạng thái và điều khiển tương ứng. Phần tử x 0  Ker D được gọi là 

trạng thái ban đầu (initial state). Mỗi cặp ( x 0,u) (Ker D) U được gọi là đầu vào 

(input) và y  xác định bởi (2.28) được gọi là đầu ra (output) của hệ tương ứng với 

đầu vào. Do đó, không gian (Ker D)  U gọi là không gian vào và tập các y tương 

ứng trong Y là không gian đầu ra. Thông thường ta xét hệ điều khiển với A1= I và 

B1= 0, nghĩa là với Y = X và đầu ra y = x , một hệ như vậy ta sẽ ký hiệu bởi (DS)0. 

Ta đã chứng minh được bài toán giá trị ban đầu có nghiệm khi và chỉ khi 

         RCu + x 0  {I - R[(I - A)D + B]} dom D 

 và khi đó bài toán tương đương với 

{I - R[(I - A)D + B]} x  = RCu + x0. 

Do đó, bao hàm thức RCU  { x 0}  {I - R[(I - A)D + B]}dom D là điều kiện 

cần và đủ để bài toán có nghiệm đối với mọi u  U. Ký hiệu i(i = 1, 2, 3, 4) là các 

tập được xác định đối với mọi x 0  Ker D, u  U như sau: 

(i) Nếu A - BR  R(X) và RAB  A-BR, thì 1( x 0,u) := { x  = T1(RCu + x 0) + 

z%} 
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 trong đó z%  Ker {I - R[(I - A)D + B]}, T1 = I + RRAB[(I - A)D + B]}; 

(ii) Nếu A - BR  (X) và LAB  A-BR,  thì 

2( x 0,u) = { x  = [I + RLAB[(I - A)D + B]](RCu + x0)}; 

 (iii) Nếu A - BR khả nghịch thì 

3( x 0,u) = { x  = [I + R(A – BR)-1 [(I - A)D + B]](RCu + x0)}; 

(iv) Nếu A - BR  W(X) và WA,B  A-BR, thì 4(x0, u) := {x = T4(RCu + x0) + 

z%}, trong đó z%  Ker {I - R[(I - A)D + B]}, T4 = I + RWA,,B[(I - A)D + B]}. 

Định nghĩa 9. Cho hệ suy biến (DS)0 và Fi  ƑD (i = 1, 2, 3, 4) là các toán tử 

ban đầu tuỳ ý của D (không nhất thiết phân biệt nhau). 

(i) Mỗi trạng thái x 1  Ker D được gọi là Fi - đạt được từ trạng thái ban đầu 

x 0 Ker D nếu tồn tại điều khiển u  U sao cho x 1  Fii( x 0,u). Khi đó x 1 được 

gọi là trạng thái kết thúc. 

(ii) Hệ (DS)0 được gọi là Fi-điều khiển được nếu đối với mọi trạng thái ban 

đầu x 0  Ker D, ta có Fi(RangU,x0i) = Ker D. 

(iii) Mỗi hệ (DS)0 được gọi là Fi-điều khiển được tới x 1  Ker D nếu như x 1 

 Fi(RangU,x0i), đối với mọi trạng thái ban đầu x 0  Ker D. Trường hợp x 1 = 0, 

ta còn nói hệ (DS)0 là Fi-điều khiển được về 0. 

Bổ đề 5. Cho hệ suy biến (DS)0 và các toán tử Fi ƑD (i = 1, 2, 3, 4). Giả sử hệ 

(DS)0 là Fi- điều khiển được về 0 và  

Fi(TiKer D + Ker {I - R[(I - A)D + B]}) = Ker D . 

Khi đó, mọi trạng thái x 1  Ker D là Fi-đạt được từ 0. 

Định lí 12. Hệ suy biến (DS)0 là Fi-điều khiển được (i = 1, 2, 3, 4). 

Định lí 13. Cho hệ suy biến (DS)0 và các toán tử ban đầu Fi ƑD (i = 1, 2, 3, 

4). Lấy T1 = I + RRAB[(I - A)D + B] nếu A - BR  R(X), T2 = I + RLAB[(I - A)D + B] 

nếu A - BR  (X), T3 = I + R(A - BR)-1[(I - A)D + B] nếu toán tử A - BR khả 

nghịch và T4 = I + RWA,B[(I - A)D + B] nếu A - BR  W(X). Giả sử rằng D  L(X, 

X  ), A, B, R  L0(X, X  ) và C  L0(U  X, X  U  ). Khi đó hệ (DS)0 là Fi-điều 

khiển được nếu và chỉ nếu 

  Ker C*R*Ti*Fi* = {0}, (i = 1, 2, 3, 4).    (24) 

Định lí 14. Giả sử hệ (DS)0 là Fi- điều khiển được. Khi đó hệ này là Fi- điều 

khiển được đối với mọi toán tử ban đầu iF  ƑD (i = 1, 2, 3, 4). 

Định lí 15. Cho hệ suy biến (DS)0 và các toán tử ban đầu Fi  ƑD (i = 1, 2, 3, 

4). Khi đó hệ (DS)0 là Fi- điều khiển được nếu và chỉ nếu nó là Fi-điều khiển được 

tới mọi phần tử v FiTi RX. 

5. Tính điều khiển được của hệ suy biến mô tả bởi toán tử khả nghịch suy 

rộng 
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Cho X và U là các không gian tuyến tính trên cùng một trường vô hướng Ƒ(Ƒ = 

R hoặc C). Giả sử V  W(X), dim(kerV)  0. Lấy F(r)  Ƒ ( )r

V  là toán tử ban đầu phải 

của V tương ứng với W   1

V ; các toán tử A, B  L0(X), A  0 và không khả nghịch, 

C  L0(U, X). 

Xét hệ điều khiển suy biến của toán tử khả nghịch suy rộng (DS)0 dạng 

AV x  = B x  + Cu, CU  {B x 0} (A - BW)(ImV), F(r) x  = x 0, x 0  Ker V. 

Bài toán trên tương đương với (A - BW)V x  = Cu + B x 0. 

Do đó, bao hàm thức CU  {B x 0}  (A - BW)(ImV) thỏa mãn là điều kiện 

cần và đủ để bài toán có nghiệm đối với mọi u  U. 

Định lí 16. Hệ suy biến (DS)0 là F1
(r)- điều khiển được. 

Định lí 17. Giả sử F1
(r)  Ƒ ( )r

V  là toán tử ban đầu phải của V, toán tử T  A-

BW tùy ý, V  L(X, X  ), A, B, W  L0(X, X  ) và C  L0(U  X, X  U  ). Khi đó 

hệ (DS)0 là F1
(r) - điều khiển được nếu và chỉ nếu 

Ker C*T*W*(F1
(r))* = {0} . 

Định lí 18. Giả sử hệ (DS)0 là F1
(r) - điều khiển được. Khi đó hệ này là F2

(r)- 

điều khiển được đối với tuỳ ý toán tử ban đầu F2
(r)  Ƒ ( )r

V  
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Abstract 
The theory of right invertible operators started with works of Przeworska - Rolewicz and 

has been developed by her and many other mathematicians.  

In this report we introduce and apply the notion of generalized right invertible operators 

and construct the corresponding Taylor-Gontcharov formulae and then investigate equations with 

generalized right invertible operators. And then apply to study the controllability of linear systems 

with the generalized right invertible operators. 

 

 


