TOAN TU KHA NGHICH SUY RONG
VA HE PIEU KHIEN LIEN QUAN
Nguyén Vin Mgu*

TOM TAT: Bai viét ndy nham tong quan cac két qua cua ly thuyét toan tir
kha nghich mét phia, kha nghich suy réng dé tir dé diém lai mét so két qud nghién
CitU Vé bai todn diéu khién duoc cuia cac hé md td bai toan tir kha nghich phdi va
kha nghich suy réng, xem xét tinh diéu khién duwoc tir trang thai nay dén trang thai
khdc d@ai véi hé vo han chiéu. Gan véi chiing la cac bai toan gia tri ban dau, cac
bai toan gia tri bién hon hop doi véi cac hé mo ta bdi toan tir kha nghich phdi, kha
nghich suy réng va nghién cizu tinh diéu khién dwoc cia cac hé do.

Mot trong nhitng muc dich chinh cta bai toan diéu khién hé thong 13 tim diéu
khién (du vao) sao cho hé thong (dau ra) c6 nhitng tinh chat ma ta mong muén.
Théng thuong, viéc chuyén mot hé théng co diéu khién tir vi tri nay téi vi tri khac
cd thé thuc hién dwoc bang nhiéu phuong phép dudi tac dong cua cac bién diéu
khién. Can c&r vao nhitng muc dich cu thé cua hé théng dé xac dinh cac bai toan
diéu khién khac nhau (nhu diéu khién dugc, diéu khién ti wu, 6n dinh va 6n dinh
hoa, ...). Bai toan diéu khién duoc Ia bai toan nghién ctiu céc I6p ham diéu khién
chap nhan duoc sao cho dudi tac dong cua nd hé théng duoc diéu khién vé cac vi tri
ma chling ta mong mudn, kiéu mot hé dong luc duoc mé ta boi phuong trinh vi
phén dang:

ra

YOS R=f(t,xU) >
u(t) x(0
Trong d6 x(.) 1a bién trang thai mo ta ddi twong dau ra, u(.) 1a bién diéu khién
mo ta ddi twong dau vao cua hé thong. Dua vao muc dich diéu khién caa hé théng,
nguoi ta dua ra cac khai niém khac nhau cua bai toan diéu khién dugc, nhu diéu
khién dugc vé 0, dat dugc tir mot trang thai nao do, diéu khién dugc hoan toan, diéu
khién dugc dia phuong, ... Tinh diéu khién duoc cua cac hé dong luc duoc bit dau
boi nhitng ¥ twong va két qua quan trong cua R. Kalman tir dau thap ky 60 cua thé
ky XX, dd chi ra mét tiéu chuan dai sé (con goi 1a tiéu chuan hang Kalman) vé diéu
kién diéu khién duoc dbi vai hé vi phan tuyén tinh c6 hé sb hang sb. Tir d6 dén nay,
bai toan diéu khién duoc di dugc nghién ciru va phét trién manh mé, trg thanh mot
huéng quan trong caa ly thuyét diéu khién hé dong luc (xem [3]-[6], [25]-[26]).
Ly thuyét dai s cac toan tr kha nghich phai dugc bat dau tir két qua nghién
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ctu cia D. Przeworska- Rolewicz (xem [16-19]), sau d6 da duoc phét trién boi
nhiéu nhd todn hoc nhu H. Von Trotha, Z. Binderman, M. Tasche, W. Z.
Karwowski ... (xem [1-4],[7-18]). Véi su ra doi cua ly thuyét nay, bang mot ngén
ngit théng nhit di tong quét hod céc phuong trinh vi phan, tich phan, vi tich phén,
phuong trinh dao ham riéng, phuong trinh sai phan, ... thanh cac phuong trinh toan
tr kha nghich phai, kha nghich suy rong. Viéc ap dung Iy thuyét dai sé caa cac toan
tar kha nghich phai khéng chi cho phép tim duoc cac diéu kién du, diéu kién can va
da vé s ton tai va duy nhat nghiém déi véi mot sé 16p phuong trinh vi - tich phan,
sai phan, dao ham riéng, ma con c6 thé mé ta duoc nghiém cua phuong trinh ciing
nhu céc bai toan gia tri bién, gié tri ban dau dbi véi nhitng 16p phuong trinh nay &
dang biéu thirc dai s6 tudng minh. Theo hudng ndy, ¢ nuéc ta tir cudi nhimg nam
80 cua thé ky XX da c6 mot sd nha toan hoc nghién ctru va nhan dugc mot sé két
qua dang ké.

Trén co s& cua ly thuyét toan tir kha nghich phai, ta tiép can ly thuyét diéu
khién, xét tinh diéu khién dugc cua hé tuyén tinh moé ta bai toan tir kha nghich phai
trong truong hop toan tur giai kha nghich (xem [7-14],[21-25]). Céc két qua lién
quan dén tinh diéu khién duoc cua cac hé nay di dugc tong quat hoa déi voi cac
truong hop toan tir giai kha nghich mot phia d6i voi hé md ta bai toan tir kha nghich
suy rong (xem [7-11]).

Tiép theo, viéc nghién ciru cac hé suy bién, cac bai toan gié tri ban dau, bai
toan diéu khién duoc ciia cac hé suy bién nay dugc nghién ciu (xem [27], [29]).

Bai viét ndy nham tong quan cac két qua cuaa ly thuyét toan tir kha nghich mot
phia, kha nghich suy rong dé tir d6 diém lai mot s két qua nghién ctu vé bai toan
diéu khién duoc cua cac hé md ta boi toan tir kha nghich phai va kha nghich suy
rong, xem xét tinh didu khién duoc tir trang thai nay dén trang thai khac ddi voi hé
v6 han chiéu. Gin véi chlng 1a cac bai todn gia tri ban dau, cac bai toan gia tri bién
hdn hop ddi vai cac hé md ta bai toan tir kha nghich phai, kha nghich suy rong va
nghién ctru tinh diéu khién duoc cia céc hé suy bién do.

1. Toan tir kha nghich phai trong khéng gian tuyén tinh

Ta nhac lai mot s6 két qua duoc ding trong cac phan sau.

Gia stir X va Y la cac khdng gian tuyén tinh trén ciing mot truong vo hudng F
(F=; hoic £ ). Ky hiéu L(X — Y) la tap tit ca cc toan tir tuyén tinh c6 mién xac
dinh trong X va nhan gi4 tri trong Y. Ky hiéu dom A, Im A lan luot 1a mién xac dinh
vatap giatriciatodn tt A. Pat L(X) = L(X > X), Lo X - Y) :={A e L(X > Y):
dom A = X} va Lo(X):= Lo(X — X).

Toan tr A e Lo(X) duoc goi la toan tiz Volterra néu | - AA kha nghich véi moi
A e f. Tap tat ca cac toan tir Volterra trong Lo(X) ky hiéu bai V(X).

Cho X va Y la cac khong gian Banach, chuan trong céc khong gian nay déu
dugc Ky hiéu bai ||.|| . Tap hop tat ca cac toan tir tuyén tinh lién tyc tir X vao Y duogc
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ky hiéu bai A(X, Y), s& la khdng gian Banach véi chuan xac dinh  bai
| All=sup||AX|. Hon nita, ching ta s& ky hiéu Ao(X, Y)= {A € A(X, Y): dom A = X}

i<t
va Ao(X)= Ao(X,X)

1.1. Tinh chat caa toan tir kha nghich phai

Pinh nghia 1. Toan to D e L(X) duoc goi la toan ti kha nghich phdi néu ton
tai todn tr R € Lo(X) sao cho ImR < dom D va DR = | trén dom R, vai | 14 toén tu
ddng nhat. Khi d6 R goi 1a mot nghich dao phdi caa D.

Ky hiéu boi R(X) tap tat ca cac toan tir kha nghich phai trong L(X), Pp la tap
tat ca cac nghich dao phai cua D € R(X).

Ménh dé 1. Néu D € R(X) vaR e P thi

domD =RX ®KerD.
(1)

binh Ii 1. Gia sit D € R(X) va R1 € Pp. Khi do, tap cac nghich dao phai cua D

duoc xac dinh bai
Po={Ri1+ (I-RiD)A: A € Lo(X), AX cdom D} .
(2)

Pinh nghia 2. Toan tt Ac Lo(X) duoc goi 1a khd nghich trai néu ton tai toan

tor Le L(X) sao cho Im A cdom L va
LA=1tréndomA.
©3)

Khi d6, toan tir L duoc goi la nghich dao trai cua A. Ky hiéu A(X) la tap cac
toan tir kha nghich trai trong L(X), A |a tap tit ca cac nghich dao trai cua A € A(X).

1.2. Toan tir ban diu va céc tinh chat

Pinh nghia 3. Mdi toan ta F e Lo(X) duoc goi 1a toan tiz ban dau cua D e
R(X) twong ng Vi nghich dao phai R € Rp néu

(i) F?=F,FX=KerD,
(i) FR=0trén domR.

Tir dinh nghia suy ra rang: Fz = z véi moi z € Ker D, DF = 0 trén X, Ker F =
RX va Ker D n Ker F = {0}.

Pinh Ii 2. Cho D € R(X). Diéu kién can va du dé F e Lo(X) la mot toan tar ban
dau cua D twong tng VGi R € Rp a

F=I1-RDtréndomD.
(4)

binh i 3 (Céng thac Taylor-Gontcharov). Gia st D € R(X) va ho fp =
{F,},< r céc toan tir ban dau cua D sinh boi Rp = {R,}yer . Lay {yn} € I' la mot day
tuy y cac chi sb. Khi d6 dbi voi mdi s6 nguyén duong N déu thoa mén



N-1
| =F,+> R,.R,,F,D*+R..R D" trén dom DN,

k=1

(5)

Hé qua 1 (Céng thuc Taylor). Néu D eR(X) va F 4 toan tir ban dau cua D
tuong ng voi Re Rp thi
N-1
| =) R*FD*+R"D" tréendomD"“(N =1,2,...).

k=0
(6)

2. Toan tir kha nghich suy rong

Muc nay trinh bay cac khai niém vé toan tir kha nghich suy rong, toan tir ban
dau phai va trai, mot sb tinh chat co ban cuaa toan tir kha nghich suy rong.

Pinh nghia 4. Toéan tir V e L(X) duoc goi 1a kha nghich suy réng néu ton tai
W e L(X) (goi la nghich dao suy réng cuaa V) sao cho

ImVcdomW, ImWcdomVvaVWV =VtréndomV.

Ky hiéu W(X) la tap tat ca céc toan tir kha nghich suy rong trong L(X), va Qv
la tap cac nghich dao suy rong cua V e W (X).

-Néu V e W(X), W € v va WWYW = W trén dom W thi W goi 1a hau nghich
dao cua V. Tap tat ca cac hau nghich ddo cta V dugc ky higu bai W,

Bo dé 1. Néu V € W(X) va W € Qy thi dom V = WV(dom V) & Ker V.

Pinh Ii 4. Néu V e W(X) va Wi € Qy thi tat ca cac nghich dao suy rong cua V
duoc xac dinh bai W = W1 + A - Wi VAVW,, & day A € L(X), ImA cdom V va Im V
c dom A.

Ta c6 khang dinh sau:

Pinh 1i 5. Néu V € W(X) va W € Qv thi

domV={Wx +z:ze KerV, x € ImV}.

Pinh nghia 5. Toan tir FO e L(X) duoc goi la toan tiz ban dau phdi cua V e
W(X) twong tng véi W e QL néu (FO)2= FO, Im F® = Ker V, dom F® = dom V va
FOW =0 trén dom W.

Tap tat ca cac toan tir ban dau phai caa V duoc ky hi¢u la F "

Toan tir ban dau phai ciing co tinh chat: FOv = v, Vv e Ker V, VF® = 0 va
Ker FO ~ Ker V = {0}.

Pinh Ii 6. Gia sir V e W(X) va W €Q} . Khi d6 F® e L(X) la toan tir ban dau
phai ciia V twong tng vai W néu va chi néu

FO =1-WV trén dom V.
(7)

Pinh nghia 6. Toan t FO e Lo(X) duoc goi 1a todn tir ban dau trai cua V
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tuong wng véi W eQ! néu (FM)2= FO, FOX = Ker W va FV = 0 trén dom V.

Tap tat ca CAc toan tir ban dau trai ctia V duoc ky higu bsi F,

Pinh i 7. Gia st V € W(X) va W €Q! . Diéu kién can va du dé FD e Lo(X) la
toan tir ban dau trai cua V tuong ung voi W 1a

FO =1-VWtréndom W .
(8)

Pinh 1i 8. Gia st A, B € L(X), ImA cdom B valmB < dom A. Khido | - AB
kha nghich phai (kha nghich trai, kha nghich, kha nghich suy rong) néu va chi néu |
- BA kha nghich phai (kha nghich trai, kha nghich, kha nghich suy rong). Hon nira,
néu Ras (Las, (I - AB)L, Wag) 12 nghich dao phai (nghich d4o trai, nghich d4o, nghich
dao suy rong) cua | - AB thi ton tai Rea € Prsa (Lea € Arsa, (I-BA)L, Wea € Qipa)
thoa mén

()  Ras=|+ARgB, Rea = | + BRagA

(i)  Lae=1+ALgB, Laa= |+ BLagA,

(i)  (1—AB)L=1+A(-BA)B, (1-BA)Yt=1+B(I - AB)'A,
(V)  Wae=Il+AWgB, Wea= | +BWsA .

Vi du 1. Cho 7"la duong cong dong chinh qui trong £ va khéng gian X =
HA(I) (0<wu<l). Xét cac toan tr Ki := ail + biS, Kz := a2l + b2S, trong d6 aj, b
eH~(I),j=1,2va

(SX)(t) = % | %ds

Néu a —b’ #0,vtel'(j=12) va ki = IndKy > 0, ko = IndK> < 0 thi M := KoK
14 toan tir kha nghich suy rong.
Vi du 2. Gia su D1, D2 € R(X). Léy R1 € Ppi, R2 € Ppo. BatV := RiD2, W =
R2D;1 Khi d6 V la toan tir kha nghich suy rong va W e Q} . That vay, ta c6
VWV = R1D2R2D1R1D2=R1D2 =V,
WVW = R2D1R1D2R2D1 = R2D1 = W.

C4c toan tir ban dau phai, trai cua V twong tng véi W duge xac dinh nhu sau:
F(r): I-WV =1-R:D1R1D2 = | -R2D2:F2,
FO=1-VW=1-RiD2R:D: =1 -R1D1 = Fy,

& day Fi la cac toan tir ban dau caa Dj twong tng véi Ri(i = 1, 2).

3. C4c bai toan gia tri ban dau

Muc nay nhéc lai mot sb két qua vé bai todn gia tri ban dau ddi voi da thic cua

toan tir kha nghich phai. Bai toan nay da dugc D. Przeworska-Rolewicz va nhiéu
nha toan hoc khac nghién cuu, do la bai toan tim nghiém cua phuong trinh toan tir
kha nghich phai thoa man cac diéu kién ban dau nao do.

3.1. Bai toan gia tri ban diu déi véi hé bac nhat
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Gia st D € R(X) vai dim(Ker D) # 0 (nghia 1a D kha nghich phai nhung
khong kha nghich); F e fp 1 toan tir ban dau cua D tuong (ng véi R € Pp; toan tir
A e Lo(X). Xét bai toan gia tri ban dau ddi véi hé bac nhat dang

Dx=Ax+y,yeX Fx=xo0,x0eKerD.

(9)

Ménh dé 2. Gia st D e R(X), dim(ker D) = 0; F 1a toan tir ban dau cua D

tuong tng Vi R € Po va A e Lo(X). Khi d6, cac dong nhét thirc sau nghiém dang:
(i) D -A=D(l - RA) trén dom D,
i) (D-AR=1-ARtrénX,
(i) D-A=(l-AR)D - AF trén dom D.

Pinh nghia 7. C4c toan tr | - RA va | - AR duoc goi la toan tu giai (resolving
operator) doi vai hé (9). Néu | - RA hoic | - AR kha nghich thi hé (9) goi la xac dinh
diing dean (well- determined), tréi lai cac toan tir | - RA va | - AR khdng kha nghich
thi hé nay duoc goi 1a khéng xdc dinh ding ddan (ill-determined).

Tinh giai duoc cua cac hé phwong trinh khong xac dinh dung din trong trudng
hop toan tir giai kha nghich mot phia da dugc nghién ciu bai A. Pogorzelec (xem
[12]-[14]), tong quat hon N. V. Mau di giai quyét bai toan nay khi toan tir giai kha
nghich suy rong (xem [7]- [11]).

Vay toan tir | - RA kha nghich phai (kha nghich trai, kha nghich, kha nghich
suy rong) khi va chi khi I - AR kha nghich phai (kha nghich trai, kha nghich, kha
nghich suy rong) tuong tng. Do d6, khéng mat tinh tong quét chlng ta s& xét bai
toan vai toan tir giai | - RA.

Pinh 1i 9. Gia st D € R(X), dim(kerD) # 0, A € Lo(X) va toan ti giai | - RA
kha nghich suy rong. Khi do, bai toan gia tri ban dau c6 nghiém néu va chi néu

Ry + xo € (I - RA)Ydom D . (10)

Hon nita, néu diéu kién dugc thoa man thi tap tit ca cac nghiém cua bai toan

duoc xac dinh bai

G={x=W,(Ry + xo)+u: W, € Qira, u e Ker (I -RA)}. (1)
Xét bai toan gia tri ban dau:
Dx =Ax + vy,

Fx =x,, x, € KerD,
trong d6 A{xn} ={an}, an=0,0<n<I1 a2= X3, @an= Xnt— Xn,N>3Vay
={yn}, Yo+ y1+ y2=0, yn=0,n2>3. Toan tt (I - RA) kha nghich suy rong, boi
Vi
(1 - RA)(I - RAY{ xn}= (I - RAM{ X n} = {Un}, Un = Xn, 0SN<2,un=0,n <3,
Hon nira, ta c6 Ry +Xo € Im(l — RA) va
Ker (I -RA) ={{vn}:vhne R, vh=0,0<n<3}.
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Thi bai toan c6 nghiém
x =(Ry + x,) +Vv,VvG Ker (I - RA). (12)
3.2. Bai toan gi4 tri ban dau ddi véi da thirc tong quat
Cho D Ia toan tir kha nghich phai, F 14 ton tir ban dau cia D twong tng véi R
e Pp. Bai toan gia tri ban dau di véi da thirc tong quét cua toan tir kha nghich phai
1a bai todn tim nghiém ctia phuong trinh tong quét dang

Q[DIx=y,y eX (13)
théa mén cac diéu kién ban dau
FDIx = yj, yje KerD(j=0,l,..., M+ N-1), (14)
0 day da thirc Q[D] xac dinh bai
M N
Q[D]:=) > D"A,D", (15)
m=0 n=0
VoGiM,N € N, Amn e LX) (Im=0, I,..., M; n =0, I,..., N) va Aun = |. Hon ntra,
gia st AmnXm+N-n € Xm (M =0, I,... ,M;n=0,1,..., N;m+ n <M + N), Xj :=dom
DI
Pinh nghia 8. Dit
M N
Q=Y > R"™B R"™ (16)
m=0 n=0
o day
A, né'u m=0

an: ! L -Mm A/ Al
A= D FD*"A ndum=0

p=m

A - 0 neam=Mvam=N
" |A, nedm=M,n=N

Khi d6 | + Q' dwoc goi 12 toan tir giai ddi véi bai toan da cho.
Bo dé 2. Gia sir
M N
Q=) > R"" "B D". (17)
m=0 n=0
Khi @6, cac dong nhat thirc sau nghiém dung
QR"=R" Q"; D"+" (1 + Q) = Q[D];
FDI(I+Q)=FDI (j=0,1,..., M+ N -1).

Bo dé 3. Bai toan gia tri ban dau dat dung din néu va chi néu toan tir | + Q
kha nghich trén Xm-+n.

Pinh Ii 10. Bai toan gia tri ban dau 1a dat dung din khi va chi khi toan tu giai |
+ Q' kha nghich.

Pinh Ii 11. Cho D eR(X), R €Pp va F /b 1 toan tir ban dau cia D tuong
ung vaéi R. Khi d6:



(i) Néu toan tur giai | + Q' kha nghich thi bai toan dat ding din va c6 nghiém
duy nhat

wan M
x=M,(R""y+ Z Ry,

j=
trong do
M N
Mo=1-R"(I+Q)*Q, Q=) > R"™B, D"
m=0 n=0
(i) Néu toén tir giai | + Q' kha nghich phai va dim ker (I + Q' /) = 0 thi bai
toan khong dit dung dan. Tuy nhién, bai toan luén cé nghiém

M+N-1

x=R,(R"™My+ > Rly)+z (18)

j=0

& ddy Ro=1-RRp'H, Rore P1p- vaz € Ker (1 + Q) latuy y.
(i) Néu toan tir giai | + Q' kha nghich trai nhung khong kha nghich thi bai
toan khong dat dung dan. Tuy nhién, bai toan c6 nghiém khi va chi khi

M+N-1

R"™My+ z Rjyje(|+Q)XM+N' (19)
j=0
Diéu kién (19) thoa man thi bai toan ciing c6 nghiém duy nhat
M+N-1
x=L,(R"™"y+ > Rly)), (20)

j=0

& day Lo = I- RNLg'H VA Lo € Ano:

2.3. Bai toan gia tri ban dau ddi véi phwong trinh toan tir kha nghich suy
rong

Cho V € W(X), véi dim(Ker V) = 0 (nghia 1a V kha nghich suy rong nhung
khong kha nghich); F®, FO 13 c4c toan tir ban dau phai, trai caa V ang voi W e
Q. . Giast A € Lo(X) sao cho A(ddom V) c Im V.

Xét bai toan gia tri ban dau

Vx =Ax +y,y e X, FOx = xo, xo € Ker V. (21)
Bo dé 4. Bai toan gia tri ban dau (21) c6 nghiém khi va chi khi
Wy + x0 e (I - WA)Xy , (22)

& day Xy duge xac dinh bai Xy ={x e domV: FO(Ax + y) =0}, y € X.
Xét bai todn gia tri ban dau
(P+DQAQ)x =y ,Qx = xog, Xo € KerP. (23)
D& kiém tra duoc P2 =P, Q?=Q,PQ=QP =0.Do d56, P € W(X) vaP € Q}
. Tir d6 suy ra céac toan tir ban dau phai, trai cua P twong tng véi P duge xac dinh
boi FO=1-PP=QVvaF"=1-PP=0Q.



Do QDQ = 0 nén ta c6 diéu kién can va du dé bai toan (23) ton tai nghiém Ia

y=0. Khi d6
(I + PDAQ)x =Py + xo

va vi toan tir | + PDAQ kha nghich va (I + PDAQ)! = I - PDAQ, nén nghiém
cua bai todn xac dinh nhu sau x =Py + xo - PDAXo.

4. Tinh diéu khién dwoc cia hé suy bién mo ta béi toan tir kha nghich phai

Tinh diéu khién dugc cua hé md ta boi toan tar kha nghich phai duoc xét dén
dau tién boi N. D. Quyét trong truong hop toan tir giai kha nghich (xem [21]-[25]),
sau do A. Pogorzelec, N. V. Mau da xét tinh diéu khién cua hé nay trong cac truong
hop toan tir giai kha nghich mét phia, kha nghich suy rong (xem [7]-[14]). 6 muc
nay, tinh diéu khién dugc cua cac hé suy bién mo ta bai toan tir kha nghich phai
duoc nghién cau. Mot s két qua vé diéu kién du, diéu kién can va du dé hé diéu
khién dugc s& duoc chirng minh.

Cho X, Y va U la cac khong gian tuyén tinh trén ciing mot trudng vo hudng F

(f= | hoic £ ). Gia st D € R(X), dim(Ker D) = 0; F € /o la toan tir ban dau cua D
tuong (tng vai R € Pp, cac toan tir A,B € Lo(X), vai A = 0 va khong kha nghich, C e
Lo(U — X), A1 € Lo(X > Y) vaB1 eLo(U > Y).

Xét hé diéu khién suy bién (ky hiéu la (DS)) dang:

ADx =Bx + Cu, RCU ® {Xo} = {I - R[(I - A)D + B]}domD ,
Fx = xo0, xoe KerD, y =Ai1x +BuU.

Céc khéng gian X va U duoc goi la khéng gian trgng thai (space of states) va
khéng gian diéu khién (space of controls) twong ttng. Cac phantar x € X vau € U
duoc goi 14 trgng thai va diéu khién tuong tng. Phan tr xo € Ker D duoc goi la
trang thai ban dau (initial state). Mdi cap (xo,u) e(Ker D) x U duoc goi la dau vao
(input) va y xac dinh boi (2.28) duoc goi la dau ra (output) cia hé tuong tng véi
dau vao. Do d6, khong gian (Ker D) x U goi 1a khdng gian vao va tap cac y tuong
tng trong Y 12 khéng gian dau ra. Thong thuong ta xét hé diéu khién véi Ai= | va
Bi= 0, nghia la v&i Y = X va dau ra y = x, mot hé nhu vay ta s& ky hiéu béi (DS)o.

Ta da ching minh duoc bai todn gia tri ban dau c6 nghiém khi va chi khi

RCu + xo € {I - R[(1 - A)D + B]} dom D
va khi d6 bai toan tuong duong vai
{I - R[(I - A)D + B]} x = RCU + Xo.

Do d6, bao ham thirc RCU @ { xo} = {I - R[(I - A)D + B]}dom D 1a diéu kién
can va da dé bai toan c6 nghiém d6i vai moi u € U. Ky hiéu @i(i =1, 2, 3, 4) 1a cac
tap duoc xac dinh d6i voi moi xo € Ker D, u € U nhu sau:

(i) Néu A - BR € R(X) vd Rag € Pasgr, thi @1(xo,u) := {x = Ti(RCu + xo) +
7}



trong d6 # € Ker {I - R[(1- A)D + B]}, T1 = | + RRag[(l - A)D + B]};

(i) Néu A - BR € A(X) va Lag € Aaer, thi

D (xo0,u) ={x =[I + RLag[(l - A)D + B]](RCu + x0)};
(iii) Néu A - BR kha nghich thi
Ds(xo,u) = {x =[I + R(A—BR)1 [(I - A)D + B]](RCu + Xo)};

(iv) Néu A - BR € W(X) va Wa, € Qaer, thi @s(Xo, U) := {x = T4(RCu + Xo) +
9, trong 46 # € Ker {I - R[(I - A)D + B]}, Ta = | + RWa g[(l - A)D + BJ}.

Pinh nghia 9. Cho hé suy bién (DS)o va Fi € /o (i = 1, 2, 3, 4) la c4c toan tur
ban dau tuy y caa D (khdng nhét thiét phan biét nhau).

(i) Mdi trang thai x1 e Ker D duoc goi 1a Fi - dat duwoc tir trang thai ban dau
xo eKer D néu ton tai diéu khién u € U sao cho x1 € Fidi(xo,u). Khi d6 x1 duoc
goi la trang thai két thuc.

(ii) Hé (DS)o duoc goi la Fi-diéu khién dioc néu ddi véi moi trang thai ban
dau xo € Ker D, ta c6 Fi(Ranguxo @) = Ker D.

(iii) Mdi hé (DS)o duoc goi la Fi-diéu khién dwroc téi x1 € Ker D néu nhu x1
e Fi(Ranguxo@®), dbi véi moi trang thai ban dau xo € Ker D. Truong hop x1 =0,
ta con n6i hé (DS)o la Fi-diéu khién duwoc vé 0.

B6 dé 5. Cho hé suy bién (DS)o va céc toan ta Fi e fp (i = 1, 2, 3, 4). Gia sir hé
(DS)o 14 Fi- diéu khién dugc vé 0 va

Fi(TiKer D + Ker {I - R[(1 - A)D + B]}) =Ker D .

Khi d6, moi trang thai x1 € Ker D la Fi-dat dugc tur O.

Pinh Ii 12. Hé suy bién (DS)o la Fi-diéu khién dugc (i = 1, 2, 3, 4).

Pinh Ii 13. Cho hé suy bién (DS)o va cac toan tir ban dau Fi /o (i = 1, 2, 3,
4). LAy T1= | + RRag[(I - A)D + B] néu A - BR € R(X), T2 = | + RLag[(l - A)D + B]
néu A - BR € A(X), T3 = | + R(A - BR)![(I - A)D + B] néu toén ta A - BR kha
nghich va T4 = | + RWag[(l - AD + B] néu A - BR € W(X). Gia st rang D e L(X,
X"), A, B,R e Lo(X, X")vaC e Lo(U - X, X'— U"). Khi d6 hé (DS)o la Fi-diéu
khién duoc néu va chi néu

Ker C*R*Ti*Fi* = {0}, (i=1, 2, 3, 4). (24)

Pinh i 14. Gia st hé (DS)o la Fi- diéu khién duoc. Khi d6 hé nay la Fi- diéu

khién duoc d6i véi moi toan tir ban dau F' e fo(i=1, 2, 3, 4).

Pinh 1i 15. Cho hé suy bién (DS)o va céc toan tir ban dau Fi € fo (i=1, 2, 3,
4). Khi d6 hé (DS)o 14 Fi- diéu khién dwoc néu va chi néu né 1a Fi-diéu khién duoc
t6i moi phan tir v/ € FiTi RX.

5. Tinh diéu khién dwoc ciia hé suy bién mé ta béi toan tir kha nghich suy
rong
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Cho X va U la cac khdng gian tuyén tinh trén cing mot trudng vo huéng A F =
R hogc C). Gia st V e W(X), dim(kerV) = 0. Lay F® e £ 1a toan tir ban dau phai
cua V twong ing v6i W e Q ; cac toan tir A, B € Lo(X), A # 0 va khdng kha nghich,
C e Lo(U, X).

Xét hé diéu khién suy bién cua toan tir kha nghich suy rong (DS)o dang

AVx =Bx + Cu, CU @ {Bxo}c (A - BW)(ImV), FOx = xo, xo € Ker V.

Bai toan trén tuong duong véi (A - BW)V x = Cu + B xo.

Do d6, bao ham thic CU @ {Bxo} (A - BW)(ImV) thoa mén 1a diéu kién
can va du dé bai toan c6 nghiém ddi véi moi u e U.

Pinh i 16. Hé suy bién (DS)o la F1- diéu khién duoc.

Pinh 1i 17. Gia st F1® € A" la toan tir ban dau phai cua V, toan tir T € Qa.
wtlyy, Ve L(X,X"), A, B,W e Lo(X, X')vaC € Lo(U—> X, X"—> U"). Khi do
hé (DS)o 1a F1® - diéu khién dwrgc néu va chi néu

Ker C*T*W*(F1()* = {0} .

Pinh i 18. Gia sir hé (DS)o 1a F1 - diéu khién dwoc. Khi d6 hé nay 1a Fo0-

diéu khién diwrgc d6i véi tuy y toan tir ban dau F.0 € £
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Abstract

The theory of right invertible operators started with works of Przeworska - Rolewicz and
has been developed by her and many other mathematicians.

In this report we introduce and apply the notion of generalized right invertible operators
and construct the corresponding Taylor-Gontcharov formulae and then investigate equations with
generalized right invertible operators. And then apply to study the controllability of linear systems
with the generalized right invertible operators.

12



