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VE VANH PF VA CAC MO RONG CUA MOPUN NOI XA
Lé Vin Thuyét’

Tom tit

Mot vanh R duwoc goi | gia Frobenius phdi (goi tdt 1a PF) néu R 1a mét vanh niza hoan
chinh, ngi xa phdi va cé dé cot yéu. Trong bai bao nay, ching tdi sé cung cap mét sé dac diém
cua vanh PF thdng qua néi xa bé va céc tinh chat ef — mé réng; dong thoi dé cdp dén phirong
phap Faith-Walker vé cac vanh PF.

Tw khéa: vanh PF, mg rong, médun noi Xa

1. Giéi thiéu )
Trong bai bao nay, vanh dugc cho 1a c¢6 don vi 1 # 0. Trong tdm cua bai viét nay

xoay quanh vanh gia noi xa (pseudo-Frobenius), viét tit 1a PF, voi cac lién quan dén
m& rong cia modun va vanh ndi xa. Theo tha ty, ching ta phai ké dén 16p vanh rat
gan véi cac khong gian vecto d6 1a vanh nira don. Ké tiép 1a 16p vanh twa Frobenius
(quasi-Frobenius), viét tat 1a QF, 1a 16p vanh mé rong cua vanh nira don. Cac vanh QF
c6 vai tro rat quan trong trong ly thuyét vanh két hop khoéng giao hoan va dang duoc
nhiéu tac gia quan tdm nghién ciu, nhu Faith, Osofsky, Wisbauer, Dung, Huynh,
Vanaja, Smith, Quynh, Thoang,... C6 rat nhiéu dic trung cta vanh QF, nhung & day
chung t6i @& cap dén mot vai dic trung quan trong sau:
Pinh Iy 1.1. ([NY, Theorem 1.50]) Cdc diéu kién sau la tirong dwong doi Véi vanh R da
cho:

(1) R I QF.

(2) R 1a tw ngi xa phdi (hay trdi) va Note phai (hay tréi).

(3) R 1a tw ndi xa phdi (hay tréi) va théa ACC déi véi céc linh héa tir phdi.

(4) R late ngi xg phdi (hay trai) vathéa ACC doi Véi cdc idéan phai cot yéu.

Nhiéu dic trung khac cua vanh QF ra doi ¢d gang tra 1oi gia thuyét Faith: Phai
ching mot vanh nira nguyén so, tu ndi xa mot phia 1a QF?. Tuy nhién, do dén nay, cau
tra 1oi toan thé cho van dé trén van chua duoc khang dinh nén nhiéu nha toan hoc cb
gang tiép can gia thuyét trén véi cac diéu kién yéu hon. Mot trong nhiing diéu kién
dua ra d6 chinh 1a mé rong cua tinh nodi xa. Trén vanh QF thi mdi modun trung thanh
déu 12 mot vat sinh. Sy phan loai giita vat sinh va mdédun trung thanh trong pham tru
Mod-R (R-Mod), d3 tao ra cac 16p vanh tong quét ciia vanh QF. Nam 1966, Osofsky da
ching to rang ton tai vanh ma moi modun trung thanh déu 1a vat sinh nhung khong 1a
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vanh QF. Bong thoi, Osofsky da dinh nghia 16p vanh PF phai (trai), vanh ma moi R-
modun phai (trai) trung thanh déu 1a vat sinh. Cac vanh PF dd duoc nhiéu tac gia quan
tam nghién ciu. CAu tric noi tai ciia vanh PF phai (trai) ciing dugc mo ta qua:

Pinh ly 1.2. (INY, Theorem 1.56: Azumaya - Kato - Osofsky - Utumi]) Cdc diéu kién
sau la twong dwong doi Véi vanh R da cho:

(1) R Ia PF phai.

(2) R 1a tir néi xa phai niza hoan chinh véi dé phdi cot yéu.

(3) R 1a tw ngi xa phdi va hitu han dai sinh.

(4) R 1a vt d@si sinh trong phgm tri Mod-R, va gR déi sinh moi médun don trong
R-Mod.

Cha y rang khéi niém PF phai va PF trai 1a khong trung nhau, diéu d6 dugc cac
tac gia Dischinger va Muller khang dinh trong bai bao cua minh ([DM]).

Khi st dung pham trd Mod-R dé nghién cau vanh R, hai 16p vanh trén déu cling
dwa vao mot loai modun d6 chinh 13 modun ndi xa. Nhu vy, néu ching ta quan tam
dén viéc nghién cau cac maé rong cua ndi xa thi khi quay tro lai &p dung vao viéc dac
trung vanh QF, PF & trén s& tao nén nhiing két qua tha vi. Huéng nghién ciu nay tiép
ndi nhiéu két qua cua Dung, Huynh, Smith, Wisbauer, Rizvi, Vanaja, Quynh, Thoang ...
va cua chinh ban than tac gia.

Trong bai viét ndy, ching ti s& néu I&n nhiing két qua c6 dién va nhirng két qua
méi day cua cac tac gia khac vé vanh PE, sau d6 chung toi néu 1én nhitng két qua lién
quan cua ching tdi vé& vanh PF theo hudng Ia nghién ctu I6p cac modun tdng quat hoa
c4c mddun ndi xa (ddi ngau caa nd) va &p dung dic trung cac vanh lién quan, dac biét
1a PE. Pé dé dang trich din va doc gia dé theo ddi, tac gia xin néu ra & day 2 quyén
sach xuat ban trong thoi gian gan day caa Dung, Huynh, Smith va Wisbauer
[DHSW] va Nicholson, Yousif [NY], c6 lién quan nhiéu dén céc két qua cua tac gia.
Nhing khai niém va ky hiéu duoc dung & cac phan sau, khong dugc dinh nghia & day,
xin xem trong [DHSW] va [NY].

2. Két qua.
2.1. Mgt khai niém tong quat tir dinh nghia ciia ndi xa: Noi xa bé

Truéc hét, chung t6i quan tAm dén modun ndi xa bé. Xét gian d6 sau: Cho M 1a
mot R-modun phai va | mot idéan phai cua R. Chlng ta lay mot R-dong cau f tir | dén M.
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Néu ton tai h € Homg(R, M) sao cho ih = f vai moi idéan phai | trong R va moi
f € Homg(l, M), thi ching ta néi rang M 13 noi xa.

Chung ta s& xét nhiéu tong quat hda cua khai niém noi xa.

Truéc hét néu ta lay | chi la nhimg idéan phai chinh thi lac d6 chung ta c6 khai
niém P-noi xa. Néu mot vanh R 1 P-ndi xa nhu 1a R-médun phai, thi R duoc goi la
vanh P-noi xa phai. Nhiéu tinh chat cua I6p vanh nay da duoc viét trong [NY].

Nhung khi 1ay | chi 1a cac idéan phai bé thi ching ta c6 khai niém noi xa bé.
Mot R-modun phai dugc goi 1a ndi xa bé néu mdi R-dong cdu tir mot idéan phai bé
dén M déu c6 thé dugc ma rong dén mot R-ddng cau tir R-modun phai chinh quy R dén
M. M6t vanh R duoc goi 1a ndi xa bé phai, néu R-médun phai chinh quy R 13 ndi xa bé.
Vidu2.1.1. (1) Cho R=7 lavanh céc sé nguyén, thi R 1a ndi xa bé nhung khong phai
tu noi Xa.

(2) Cho R:{Z zj\ neZ,erz}, xem [YZ], Example 1.6). Thi R Ia

mét vanh giao hoanva J =S = {(O xj‘ xel } Vivay, R la ngi xa bé.
Chilng ta can khang dinh rang R khong 1a noi xa. Néu R 1a noi xa va

2n 0 N A . 4A , A - iy
I = 0 2 ‘neZ la mot idéan cua R, dong thoi cho g:7I—>R Vi
n

2n 0 n Ang cAu. Gia st ring 2 ;
g(( " B:(O ”J thi g la mot dong cau. Gia st rang g: R— R 1a mot mo

0 2n 0
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0 n 0 n)\0 n
2
moi " € R. Nhu vay g —| e 0 .
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n)_
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Suy ra rang , Mau thuan.
00 0 O

Mot vanh R duoc goi 13 ddi xing don phdi (xem [NY]) néu, vai mdi k € R, khi
kR 1a idéan phai don cta R thi Rk ciing 1a idéan trai don cua R.
Ké tiép, chling ta néu Ién bo dé sau dugc dung dé ching minh cac két qua chinh.

rong cua g. Lac do ton tai
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Bo dé 2.1.2. (McCoy's Lemma) ChoR lamgtvanhvaa,c €R. Néu b=a—aca la
m¢t phan tiz chinh quy ciia R, thi a ciing vdy.
Chttng minh. Dé dang suy ra tir dinh nghia.
B6 d¢ 2.1.3. Cho R la vanh doi xung don phdi véi S <*R,. Néu day ting
r(al)Sr(azal)S---Sr(anan_l...al)ﬁ--- dung véi moi day vo hgn a,a,,...€ R, thi R
la hoan chinh phdi.
Ching minh. Xem ([TQ1], Lemma 2.2).

Tu bd dé trén, ta dua ra mot sb tinh chat caa vanh PF.

H¢ qua 2.1.4. Cho R la mgt vanh ngi xa bé phaivéi S <°R,. Néu day ting
r(al)ﬁr(azal)ﬁ---ﬁr(anan_l...al)é--- dung véi moi day vo han a,a,,...€ R, thi R
la vanh PF phai.

Chang minh. Theo B6 dé 2.1.3, R la hoan chinh phai. Nhung vi R 13 noi xa bé phai, R
I tw ndi xa phai theo ([SC], Theorem 3.16). Nhu vay, R la tu noi xa phai, nira hoan
chinhvéi § <° R, ;nghiala, R la PF phai theo Dinh ly 1.2.

Mot vanh R duoc goi 1a CS trai (resp., CS don trai) néu moi idéan trai (t.u. idéan
trai don) 1a cbt yéu trong mot hang tir truc tiép cua gR. Mot két qua da biét quen thudc
la: R 1a PF phai néu va chi néu R 14 ty ndi xa phai, Kasch phai. Nhung khong biét mot
vanh Kasch phai, noi xa bé phai c6 1a PF phai khéng?. Ching ta s& tra loi mot phan cho
cau hoi do.

Pinh ly 2.1.5. Cho R 1&a mét vanh. Liic dé cdc diéu kién sau la twong dwong:

(1) R 14 PF phdi.

(2) R 1a ngi xa bé phdi, Kasch phdi va CS don tri.

(3) R langi xa bé phdi, Kasch phdi va Ir(a) 1a ct yéu trong mét hang tir truec
tiép ciia R R Véi moi idéan phdi (t.uw. trdi) don aR (t.wr., Ra) cua R.

Chang minh. (1) = (2) la ré rang.

(2) = (3). Gia st rang Ra la mot idéan trai don. Néu (Ra)® # 0 thi Ra<®, R va
tir d6 suy ra rang Ir(a) = Ra. Hon nira, @ = 0 va vi thé a € J. Vi R 1a ndi xa don phai,
Ra = Ir(a) 1a idéan trai don. Lic d6 theo (2), Ir(a) 1a cot yéu trong mot hang tir truc tiép
cua gR. Ngoai ra, néu bR 1a idéan phai don thi Rb la idéan trai don do R la vanh déi
xing don. D& dang suy ra rang Ir(b) cét yéu trong mot hang tir truc tiép cua gR.
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(3) = (1). Cho T la mot idéan phai cuc dai cua R. Vi R la Kasch phai, ((T)#0.
Tontai 0 =a € I(T) hay T <r(a) vadan dén T = r(a). Nhung aR = R/r(a) vavi thé

aR 1a mot idéan phai don. Vivay, I(T) =Ir(a) <° Re vdi e =ec R nio d6 theo gia
thiét. Nhu vay, R 1a nira hoan chinh theo ([NY], Lemma 4.1). Diéu ndy suy ra rang R 12
tu ndi Xa phai va tir d6 PF phai theo Dinh 1y 1.2,

Hé qua 2.1.6. Néu R Ia vanh noi xa bé phai, Kasch phai va CS tri, thi R 1a PF phai.
2.2. Vanh ef-mé rong.

Dua trén mot tinh chat quan trong ciia modun nodi xa 1a: Néu M 1a mot modun

noi xa thi M = E(M), bao ni xa caa M va khi lay moédun con N cua M thi N c¢ét yéu
trong E(N) va E(N) 1a hang tu truc tiép cia M, ngudi ta dd dua ra dinh nghia: Modun M
duoc goi 1a CS (hay mé rong) néu moi modun con caa M déu cbt yéu trong mot hang tir
tryc tiép. Nhiéu chuong trong quyén sach [DHSW] da danh dé viét vé 16p modun nay.
Trong bai bdo trude do (xem [TW]), Wisbauer va tac gid da dua ra khai niém mo rong
khai niém CS, do la:
Pinh nghia 2.2.1. Modun M duoc goi 1 ef - mé réng néu moi modun con dong chaa
mdt moédun con cbt yéu hitu han sinh, 13 mot hang ta truc tiép caa M. Modun M duoc
goi laf-md réng néu moi médun con hitu han sinh déu cdt yéu trong mot hang tu truc
tiép cua M.

Wisbauer va tac gia (xem [TW]) di thu dugc nhidu két qua vé tinh chat caa lép
modun va vanh nay. Chang han, mot trong nhiing két qua chinh thu dugc d6 1a tinh
chat cia modun ef-ma rong M trén vanh thoa ACC dbi véi cac idéan phai ndo d6. Ma
tir tinh chat nay chung ta suy ra dugc mot sé tinh chét lién quan dén tinh déu cua su
phén tich cia modun ef-m¢é rong, ma trudc day nd cling co6 trong médun mo rong
(xem [DHSW, 8.2]). Ngoai ra, ta cling c6 ddc trung cia mot moédun ef-mo rong tuong
tu v6i tinh chat cia médun ©-ndi xa néu ra boi Wisbauer (xem [DHSW, 2.1]).

Sau khi dua ra khai niém nay, nhiéu tac gia tiép tuc nghién cau 16p modun
nay, dac biét trong do c6 nhom hoc tro cua Smith, Harmanci, Ozcan. Ngoai ra, Liu
Zhongkui va Du Yanjun trong bai bao: "On ECG-extending and ECG- quasicontinuous
modules” cia minh, di dua ra khai niém tong quat hon modun ef-mo rong. Ching
t6i tiép tuc thu dwgc mot s6 tinh chat cta vanh R ma tong truc tiép ciaR vaR 1a
ef-mad rong nhu 1a mot R-moédun phai. Sau d6, ching ta nghién cttu cau trlc caa vanh
thoa diéu kién tong truc tiép caa bat ky hai R-modun phai ef-mo rong 1a ef-mé rong.
Nhitng diéu nay mé rong cac két qua cé duoc trong séach chuyén khao vé modun mo
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rong cua Diing, Huynh, Smith va Wisbauer ((DHSW]). Chung t6i da chiing minh dugc:
Ménh dé 2.2.1. (xem [TQ3], Proposition 2.4) Cho R 1a mét vanh. Liic dé cdc diéu
Kién sau la twong dwong:

(1) R 14 ef-mé réng phdi va moi R-ddi ngdu cua cac R-médun trdi don la don.

(2) R 1& niza hoan chinh lién tuc phdi véi S, =S, cét yéu trong Rg .
Chuang minh. (1) = (2). Theo [NY, Theorem 4.8], chiing ta c6 R la nira hoan chinh, Kasch
traivol S =5 = < R,. ViR laef-mao rong phdi, e R laef-mérongvoimoii=1,2, .., n.
Suy rarang e,R la déu (Vi e.R 1a khong phan tich dugc) va vi thé Soc(e,R) 1a don va
cot yéu trong e.R véimoii=1,2, .., n. Vivay, S 1ahitu han sinh va tir d6 R 1a mé
rong phai theo [TQ3, Lemma 2.2]. Nhu vay R la lién tuc phai theo [NY, Theorem 4.10].

(2) = (1). lard rang.

Nho vao két qua ndy, ching ta c6 mot sé dic trung cia vanh PF va QF.

Pinh 1y 2.2.2. (xem [TQ3], Theorem 2.5) Cho R & mét vanh. Liic @6 cdc diéu kién
sau la twong dwong:
(1) R lavanh PF phai.

(2) R®R la ef-mg réng nhu 1a R-modun phai va moi R-ddi ngau cua cac R-
modun trai don la don.
Chting minh. (1) = (2) la dé dang.

(2) = (1). Gia st rang R®R 1a ef-mé rong nhu 1a R-moédun phai va moi

R-ddi ngdu cua cac R-modun trai don 1a don. Thi R 1a vanh nira hoan chinh lién tuc
phai v6i S, =§; <° R, theo Dinh ly 2.2.2. Vi R la vanh ntra hoan chinh, ef-mé rong
phaiva S <° R,,nénS, lahitu han sinh. Tir d6, Soc(RBR)g 12 hitu han sinh va cét yéu
trong (R®R)r . Vi vay, (R®R)g la mo rong theo [TQ3, Lemma 2.2]. Chung ta cé
J=Z_ (vi R lalién tyc phai) va R la nia chinh quy (do R la nira hoan chinh), thi
(R®R); thoa didu kién C2 theo [NY, Example 7.18], va vi thé (R®R)g 1a lién tuc.
Nhu vay R la tu noi xa phai theo [NY, Theorem 1.35].

Hé qua 2.2.3. ([Y], Theorem 2) Cdc diéu Kién sau la twong dwong déi véi vanh R da
cho:
(1) R la PF phdi.
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(2) R&R 1a mo réng nhw la mot R-médun phdi va moi R-déi ngdu cua cac R-
modun trdi don la don.
Hé qua 2.2.4. Cdc diéu Kién sau la tirong dwong doi Véi vanh R dd cho:

(1) R 1a PF phai.

(2) R Kasch phdi va trai, va R&R la ef-mg rgng.

2.3. Mgt dac trung quan trong caa vanh PF.

Ta dia d& cap dén vanh PF ¢ trén. Chung ta biét dén mot Binh ly ndi tiéng cua
Faith va Walker vé dic trung vanh QF nhu sau:

Pinh Iy 2.3.1. Vanh R 1a QF khi va chi khi moi R-médun phdi (hay trai) néi xa 13 xa
anh, khi va chi khi moi R-médun phai (hay tréi) xa anh la ngi xa.

Chung tdi tiép can véi Binh ly Faith-Walker cho vanh PF. Khi d6, ta co:

Pinh Iy 2.3.2. (xem [TT], Theorem 3) Cho vanh R c6 chiéu Goldie hizu han phdi. Lic
dé vanh R la PF phdi khi va chi khi moi R-médun phai doi dia phiong, ndi Xa 12 xa
anh.

Chuang minh. Diéu kién can 1a hién nhién.

Chung minh diéu kién du. Cho R 14 vanh sao cho moi R-médun phai dbi dia
phuong, ndi xa 1a xa anh. Trudc hét, ching ta ching minh rang R c6 hitu han 16p céc R-
modun phai don. Khong mat tinh tong quét, ta ¢ thé gia st rang tap cac R-modun
phai don tirng cip khéng dang cu véi nhau 1a dém duge. ChoS={S; | i =1} latap

dém duoc cac R-modun phai don ting cap khong dang cau véi nhau (1 = {1, 2, 3, ...}).
Chung ta s& chitng minh rang R, = (@eiR)@N véi N <R, nao d6 va céc lliy dang e

iel

cua R sao cho ¢ R = E(Si). That vay, theo [TT, Lemma 1], ta viét R, =eR®M voi

M<R, nio do vi eR=E(S,). Gid sit R, =(®eR|®M, véi M, <R, nio do va

ieJ

eR=E(S), @=Jcl.

i

Cho iel-J tuy y thi theo [TT, Lemma 1], R,=¢,ROM,. Cho
f:ejR—>(ie(-BjeiR)(-BM1 la mot don cau thi f(Soc(ejR))SM1 Vi

Soc(e,R) ASoc(e,R) véibitky i VI e,R< R, =(®¢,R)® M, dé ding o duo

ieJ



10 TRUONG PAI HOC PHU YEN

eij(@el.R)@Mlz(eij(

ieJ

(—Bel.R))(-B(eijMl).

ieJ

Tir d6 suy ra e R<M,. Theo tinh chat noi xa cua eR, M=¢ R®OM,. Vi thé

R, :( @ eiRj@M3. Bang quy nap, ching ta ¢ duoc R, =(

ieJu{j}

®eR|)®N 46 1a didu
phai chitng minh. Vi 1€ R ¢0 gia hitu han nén suy ra | htru han.

Bay gio, gia sirrang R 1a vanh nira hoan chinh va thi R-médun phai co sé
cua no 1a noi xa véi dé cdt yéu, hiru han sinh.

Dé chirng minh rang R 12 nira hoan chinh, theo [AF, Theorem 27.6, p.304], chi
can chirng minh rang moi R-modun phai don c6 phi xa anh. Cho S ={S; |i =
1, ..., t} 1a tap cac R-mddun phai don ting cap khong dang ciu véi nhau. Theo [TT,
Lemma 1], ton tai céc lily dang e; cia R sao cho ¢R=E(S,)=E, (i=1, ... t), vathi

mdi &R 14 R-mddun phai nodi xa, khong phan tich duoc va tir d6 End(e;R) 1a vanh dia
phuong v&i moi i = 1, ..., t (xem [AF, Lemma 25.4, p.290]). Theo [TT, Lemma 2],
Rad(e;R) = ¢J(R) Ia mot modun con cuc dai, bé cua R vdi moi i =1, ..., t. T do,
el.R/el.J(R) & mét médun don va e;R la mét phia xa anh caa el.R/el.J(R), vGi moi i =
1, ..., t. Hon ni¥a, el.R/eiJ(R):ejR/ejJ(R) néu vachi néu eR=eR (xem [AF,
Proposition 17.18, p.200]), tir dé, {elR/elJ(R),ezR/eZJ(R),...,etR/etJ(R)} ciing 1a
tap dai dién cac R-modun phai don. Nhu vay, R 1a nira hoan chinh, diéu can ching
minh.

Tu khang dinh  trén, dé dang suy ra R-modun phdi co sé cua R,
B=eR®---®eR la ndi xa va hiru han sinh co6 dé cbt yéu, va vi thé Ry ciing vay.
Theo Pinh ly 1.2, R la vanh PF phai.

Hé qua 2.3.3. Cho R |a mét vanh. Liic d6 cdc diéu Kién sau la twong dwong:

(1) R 12 PF phdi;

(2) R 1a mét déi sinh phdi va Ry 1& mét CS-médun phai;

(3) R 1a mét ddi sinh phdi va Ry ¢6 chiéu Goldie hiu han;

(4) R 1a mét déi sinh phdi va nita dia phirong;

(5) R la mgt d@oi sinh phdi va R ¢6 I6p cac R-médun phdi don tirng cap
khéng dang cau véi nhau hiu han.

Chung minh. (1) = (2) = (3), (1) = (4) = (5) lard rang.
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(3) = (1) ChoS={S; |i € 1} latap cac R-mddun phai don ting cip khong dang cau
vi nhau va C=@®_ E(S,). Thi theo [NY, Proposition 1.43] va (3), Cs nhing vao
trong Rg. Vi Rz c6 chiéu Goldie hitu han, Cg c6 chiéu Goldie hitu han. Suy ra rang |
cling phai hitu han. Ching ta viét R, =C,®M,, Vi thé E(S;) 1a xa anh. Theo Pinh ly
2.3.2, suy ra rang R l1a vanh PF phai.

Theo cach ching minh twong tu nhu (3) = (1), chidng ta c6 (5) = ().

Hé qua 2.3.4. Cho R l1a mét vanh. Liic dé cdc diéu Kién sau la twong dwong:
(1) R 14 PF phai;
(2) R la vanh QF-2 phai, QF-3 phdi va Kasch phai.

Chung minh. (1) = (2) lard rang.
(2) = (1). Gia sir rang vanh R thoa gia thiét (2). Thi R, =@’ e.R trong d6 R (i=1,

2, ..., N) la idéan phai déu cua R van 1a mot s6 nguyén duong. Suy ra rang G.dim(Rg)
=n. Vi R la Kasch phai, Soc(Rg) chira mét ban sao cia moi R-médun phai don. Tir do,
suy ra ring R c6 it nhit n 16p cac R-modun phai don, vi chiéu

G.dim(Soc(RR))gG.dim(RR). Cho t=G.dim(Soc(RR)) thi SOC(RR)Z@I. S,

=170
trong d S (i = 1, 2., t) la cac idéan phai don cua R, Vi thé
E(Soc(R,))=E(®.,S,)=®_E(S,) la mét hang tir tryc tiép cia E(R,). Vi R Ia

QF-3 phai, E(S;)) laxaanh voii=1, 2, ..., t. Suy ra réng bao noi xa ctia moi R-mbédun
phai don 1a xa anh. Theo Dinh ly 2.3.2, R la m6t vanh PF phaill
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Abstract
On PF-rings and the extensions of injective modules
A ring R is called right pseudo-Frobenius (briefly, PF) if R is a right self-injective,
semiperfect ring with right essential socle. In this paper, we will give some characterizations of
a PF-ring via small injectivity, ef-exteding property. We also give an approach of Faith-Walker
to PF-rings.
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