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SO SANH CAU TRUC CAC LOP VANH CO-H VA PF
Lé Pirc Thoang”

Tém tit

Trong bdi bdo ndy chiing téi so sanh cdu triic hai I6p vanh PF phdi va co-H phdi,
ca hai 16p vanh ndy déu la mo réng cua 16p vanh QF. Y tudng nay sinh tir sy so sanh do,
chiing t6i chimg minh dwoc “Mot vanh R la OF néu va chi néu R la co-H phdi va théa man
S, <S, hodgc S, £S,; néuva chi néu R la co-H phdi va Kasch phai hodc trdi”.

Twr khoa: vanh co-H, vanh PF, vanh QF.

1. Giéi thi¢u

Niam 1939, Nakayama da giéi thiéu 16p vanh quasi-Frobenius, goi tit 1a vanh
QF, d6 14 16p vanh Artin hai phia va mdi idean mot phia déu 1a idean linh héa tir hitu
han sinh. Tir d6 dén nay, nhiéu tac gia da nghién ctru vanh QF va cic mé rong cia
n6. C6 hai mé rong dep duoc nhiéu tac gia quan tim d6 1a vanh PF phai va vanh co-
H phai. Trong bai viét nay, chung t6i so sanh hai 16p vanh PF phai va co-H phai. Tur
su so sanh do, chung t61 du doan va chiing minh dugc két qua kha tha vi thé hién
trong Dinh 1y 2.4.

Chung ta luon gia thiét vanh R d4 cho 13 vanh két hop c6 don vi 1# 0 va moi
R-modun dugc xét 1a moédun unita. Modun con N < M dugc goi la cdt yéu, néu véi
moi AcM, NN A=0 thi phai c6 A=0, ki hiéu N <* M ; N duoc goi 1a mot

hang tir truc tiép cua M, ki hiéu N <®Mm , néu c6 moédun con Ac M théa mén
ANN =0, A+N =M . Mbédun M dugc goi 1a CS mdédun néu moi médun con cia
M déu cbt yéu trong mot hang tr tryc tiép cia M. V&i vanh R, ta ki hiéu J (R)
(hogc J) dé chi cin Jacobson, S, (S, twrong tng) dé chi dé phai (tréi, twong (mg), médun
con suy bién phai (trai, twong tmg) duoc ki hiéu la Z ( Rq ) (Z ( " R) , trong mg).

Nhiing khai niém va két qua co ban lién quan dén bai viét, chung ta co thé
tham khao trong [1] va [3]. Trudc hét, chung ta nhic lai mot s dinh nghia quan
trong.

Pinh nghia 1.1. Vanh R la PF phdai néu va chi néu R la vanh nira hoan chinh, tu ndi
xa phdi va c6 dé cot yéu.

Pinh nghia 1.2. Vanh R 1a co-H phdi néu va chi néu R la vanh Artin phdi va théa
man moi R-modun phai khong doi bé déu chira mot hang twr tryc tié}) xa anh.

Pinh nghia 1.3. Vanh R 1a QF néu va chi néu R la vanh Artin phdi hodc trdi Va tw
noi xg phai.

* TS, Truong Pai hoc Phi Yén
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Trong [7], chung t6i da dac trung vanh PF nhu sau:

Pinh ly 1.4. [7, Theorem 1.3] Cho R la vanh nita hoan chinh. Khi d6 cdc diéu kién
sau la twong dwong:

a) R la vanh PF phai;
b) Moi R-médun (phdi) doi dia phwong va néi xa déu la médun dia phiong
va xa anh.

¢) Moi R-médun (phdi) dia phwong va xa dnh déu la médun déi dia phwong
va noi xa.

d) Moi R-médun (phdi) hitu han déi sinh va néi xa déu la médun hitu han
sinh va xa anh.

e) Moi R-médun (phdi) hitu han sinh va xa dnh déu la médun hitu han doi
sinh va noi xa.

Hé qua 1.5. [7, Corollary 2.1] Cho R la vanh nita hoan chinh. Khi do R la vanh PF
phai néu va chi néu bao ndi xa ciia moi R-médun phai don déu xa anh.

Vi du 1.6. V6&i sb nguyén t6 p, ki hiéu Z(p) la bo phan cua tich truc tiép
1.7/ p"Z. 2, duoc xéc dinh nhu sau: Mdi phan tir (X,,X,,..., X,,...) € Ly,
déu thoa man ¢(Xn ) =X, 4, VN >1, trong d6 ¢ latoan cAu vanh :
7] p"Z—2—7) p"Z, X+ p"Z>Xx+p"Z.

Vanh con Z, duge goi la vanh s0 nguyén p-adic. Ki hiéu Z 0 la p-thanh
phin cia Q/Z, Z . :{q+Z|qe@,EIk eN: pkqez}.

Vanh R dugc dinh nghia nhu sau: (R, +) = Z( ) DZ 0"

Phép nhan dugc dinh nghia:

(ﬂ., X)(y, y) =(/1,u,ﬂy+,ux),‘v’(l, X),(,u, y) eR.

Khi do (R, +, ) la vanh PF phai va trai nhung khong la vanh co-H phai hoac trai.

Vidu 1.7. Cho K 1a mét truong va vanh R xac dinh nhu sau:

R— K K . kl k2 k,eK
10 K| ]|0 k3l|li=123

Khi d6 R la vanh co-H phai va trai nhung khdng 1a vanh PF phai hodc trai,
do d6 hién nhién R khong 1a vanh Kasch phai hodc trai.

beé phai va dé trai cua R dugce xac dinh nhu sau:
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0 K K K
S, = , S| = :
0 K 0 O
, \ A \ froa . _ 2 .2
Vidu 1.8. Cho K la mot truong, xét vanh dia phuong Q = K[X, y]/(x Y ) :

Tadit: J=J(Q),S :Soc(QQ)= Soc(QQ), Q=Q/S.T :B 8}

Khi d6 T 1a vanh QF.
2. So sanh cu triic cac 16p vanh co-H va PF
Ménh dé 2.1. Cho R la vanh PF phdi. Khi do:

a) R la vanh Kasch (phdi va trai);

) I(R)=2(R)=Z(:R):

0)S,=S,,S, <Ry, S, <° R;

d) SOC(ER) la don va cét yéu trong €R, SOC(RE) la don va cét yéu trong
Re véi moi lity dang dia phuong € € R.

Chirng minh. Suy ra tur [3, Theorem 5.31].
Ménh dé 2.2. Cho R |a vanh co-H phdi. Khi dé:

a) R la vanh Artin phdi;

b) S, <° R, S, £° (R;

C) SOC(ER) la don va cot yéu trong €R, véi moi liiy dang dia phwong
eeR.

Ching minh. Vi R la vanh co-H phai nén R 1a vanh Artin phai, do do R la
vanh hoan chinh phai va tréi, suy ra S, <* R; va S; <* . R. Hon nira, vi R, 12 CS
modun nén suy ra Soc(eR) 1a don va ¢t yéu trong €R.

Tur cac két qua trén, ta c6 bang so sanh sau:

Vanh co-H phai Vanh PF phai
Artin phai va trai X (nra hoan chinh)
X Noi xa phai

S <R,, S < R S <R, S,<,R,S =S5
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X Kasch phai va Kasch trai

Soc(eR) don, Soc(eR)<*eR, | Soc(eR) don, Soc(eR) <" eR,
Soc(Re) <’ Re. Soc(Re) don, Soc(Re)<* Re.
% J(R)=Z(Re)

Trong bang so sanh trén, ddu X thé hién tinh chit (cung hang) khong dung
trong truong hop téng quat.

Viéc tim diéu kién dé vanh co-H phai 1a vanh QF cling 1a mét bai toan duoc
nhiéu tac gia quan tim. Tac gia Oshiro [5] da ching minh duoc két qua sau day:
DPinh ly 2.3. [5, Theorem 4.3] Vanh R la QF khi va chi khi R la vanh co-H phdi va
théa man J (R) =Z(RR).

Trong Vi du 1.5, ta thay rang véi R 12 vanh co-H thi trong trudng hop téng
quét ta co S; £S;, S| ZS;, R khong 1a Kasch phéi hogc tri. Khi mot trong céc
diéu kién d6 xay ra thi ching toi thu duoc két qua sau day:

Pinh Iy 2.4. Cho vanh R. Nhitng diéu kién sau la twong dwong:

a) R la vanh QF;

b) R 1a vanh co-H phdi, théa man S, <S;;

¢) R lavanh co-H phai, théa man S; < S, ;

d) R la vanh co-H phdi va Kasch phdi;

e) R la vanh co-H phdi va Kasch trdi.

Chtng minh.

(@) = (b), (c) lard rang.

(b) = (e) Do (b), R 1a vanh nira hoan chinh v&i dé phai ¢t yéu. Tir d6 suy ra
S, <° R,. Ap dung [3, Lemma 1.48] ta dugc R 1a vanh Kasch trai.

(c) = (d) Do (c), R 1a vanh nira hoan chinh véi dé trai c6t yéu. Tir d6 suy ra
S, < R. Ap dung [3, Lemma 1.48] ta dugc R 1a vanh Kasch phai.

(e) = (a) ViR la vanh co-H phai nén R 1a Artin va do d6 chi c6 hiru han 16p
R-médun phai don. Hon nita, vi R 12 Kasch trai nén S, chira cic modun con dang
cau voi cac 1op R-mddun trai don. Goi C 1a mot R-mddun trai don bat ky, khi do ta
co: E(C) <® E( . R). Nhung vi E( . R) 1a xa anh, nén suy ra E(C) la xa anh. Ap
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dung Hé qua 1.5 ta suy ra R la vanh PF tréi, do @6 R la vanh tu ndi xa trai. Vay R 1a
vanh QF.

(d) = (a) Chirng minh tuong tu trong (¢) = (a)4
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Abstrast

A comparation of the structure of two ring classes co —and PF

In this paper, we compare the structure of two ring classes co-H and PF, both of

them are extensions of the QF rings. Motivated by this comparision, we proved that "A ring
R is QF if and only if R is right co-H and satisfying S, < S, or S, <, ; if and only if R is
right co-H and right or left Kasch".
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