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Tóm tắt 

 Giả sử A  và B  là hai đường cong trong 
2 ( )  không có chung thành phần bất khả 

quy. Vấn đề chúng tôi quan tâm là xác định bội giao của A  và B  và mối quan hệ giữa bội giao 

với bậc của các phương trình rút gọn của chúng. Trong bài báo này, chúng tôi sẽ trình bày việc 

dùng kết thức để giải quyết vấn đề nêu trên. 

Từ khóa: Kết thức, bội giao, đường cong xạ ảnh, phương trình rút gọn. 

 

1. Mở đầu 

Hình học Đại số có thể xây dựng trên trường bất kỳ. Đã có nhiều công trình được công 

bố về Hình học Đại số trên trường trường số phức. Đường cong đại số là một trong các đối 

tượng nghiên cứu quan trọng của Hình học Đại số, ngày càng được quan tâm vì người ta tìm 

thấy nhiều ứng dụng quan trọng của nó trong nhiều lĩnh vực của Toán học như: Hình học, Số 

học, Giải tích,… Một trong những vấn đề quan trọng khi nghiên cứu về đường cong đại số trong 

2 ( )  là tính kì dị, tìm giao điểm, xác định bội giao và mối quan hệ của chúng với bậc của 

các phương trình rút gọn. Trong bài báo này, chúng tôi sẽ trình bày việc dùng kết thức để tìm 

bội giao và chứng minh mối quan hệ giữa bội giao của hai đường cong xạ ảnh A  và B  trong 

2 ( )  với bậc của các phương trình rút gọn của chúng với giả thiết A  và B  không có chung 

thành phần bất khả quy. 

2. Nội dung 

2.1. Kết thức 

Định nghĩa 1. Cho các đa thức f  và g  thuộc  ,k x  có bậc nguyên dương 

1

0 1 0

1

0 1 0

... , 0,

... , 0.

l l

l

m m

m

f a x a x a a

g b x b x a b





    

    
 

Ma trận Sylvester của f  và g  đối với ,x  kí hiệu là  , , ,Syl f g x  là ma trận vuông cấp 

,l m  được xác định như sau 
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(các chỗ trống trong ma trận đều bằng 0). 

Định nghĩa 2. Kết thức của f  và g  đối với ,x  kí hiệu là  , , ,Res f g x  là định thức của ma 

trận  , , .Syl f g x   

Định nghĩa 3. Cho 1, [ ,..., ]nf g k x x  là các đa thức bậc dương theo ix  với i  là một số 

nguyên nào đó, 1 i n  . Ta viết 

0 0

0 0

... , 0,

... , 0 (1)

l

l

m

m

i

i

f a x a a

g b x b b

   

   
 

với 1 1 1, [ ,..., ,. ].,., j j i i na b k x x x x . Kết thức của f và g  xác định bởi ix  là  

 , , : ( ( , , ))i iRes f g x det Syl f g x . 

Mệnh đề 4 [Xem 1]. Cho 1, [ ,..., ]nf g k x x  là các đa thức bậc dương theo 1x . Khi đó, 

i/ 1 2( , , ) , [ ,..., ]nRes f g x f g k x x    ; 

ii/  1, , 0Res f g x   khi và chỉ khi f  và g  có nhân tử chung trong  1,..., nk x x  với bậc 

dương theo 1x . 

Mệnh đề 5. Cho 1, [ ,..., ]nf g x x . Gọi 0 0 2, [ ,..., ]na b x x  như trong (1). Nếu 

1 2( , , ) [ ,..., ]nRes f g x x x  triệt tiêu tại 
1

2( ,..., ) n

nc c   thì 

i/  0a  hoặc 0b  triệt tiêu tại 2( ,..., )nc c  hoặc 

ii/  Tồn tại 1c   sao cho f  và g triệt tiêu tại 1( ,..., )nc c . 

Chứng minh. 

Đặt      2 1 1 2,...,  ,  , , ,...,  n nc c c f x c f x c c  . Giả sử 0 ( ) 0a c   và 0 ( ) 0b c  . Khi đó, 

ta có  

1 0 1 0

1 0 1 0

( , ) ( ) ... ( ), ( ) 0,

( , ) ( ) ... ( ), ( ) 0, (2)

l

l

m

m

f x c a c x a c a c

g x c b c x b c b c

  

   


 

Do giả thiết,  1, ,h Res f g x  triệt tiêu tại c  nên 
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Từ (2) và (3) ta thấy       1 1 10 , , , ,h c Res f x c g x c x  . Theo Mệnh đề 4,  1,f x c  

và  1,g x c  có nhân tử chung trong 1[ ]x , suy ra  1,f x c  và  1,g x c  có nghiệm chung, 

hay tồn tại 1c   sao cho    1 1, , 0f x c g x c  .   

2.2. Bội giao và mối quan hệ giữa bội giao của hai đường cong trong 
2 ( )  với bậc của 

các phương trình rút gọn 

Cho f  là một đa thức trong 1[ ,..., ]nk x x , kí hiệu  

 1 1( ) : ( ,..., ) | ( ,..., ) 0n

n nf a a k f a a  V . 

Định nghĩa 6. Cho ( )C f V  với f  là một đa thức thuần nhất trong 1[ ,..., ]nk x x  và 

1

1 ... s

sf f f
  với 1,..., sf f  là các thành phần bất khả quy phân biệt của f . Đa thức 1... sf f  

là đa thức định nghĩa có bậc bé nhất của C và phương trình 1... 0sf f   được gọi là phương 

trình rút gọn của C .  

Phương trình rút gọn xác định một cách duy nhất, sai khác một hằng số khác 0. 

Bổ đề 7. Cho  ,  , ,f g x y z   là các đa thức thuần nhất có bậc lần lượt là m  và n . Nếu 

(0,0,1)f  và (0,0,1)g  khác không thì kết thức  , ,Res f g z  là đa thức thuần nhất biến 

,x y  có bậc là mn . 

Chứng minh. Viết các đa thức f  và g  thành các đa thức theo z  

0 ... ,  m

mf a z a  

0 ...  n

ng b z a . 

Vì f  là đa thức thuần nhất bậc m  nên mỗi  ,ia x y   là các đa thức thuần nhất 

bậc i . Hơn nữa, do  0,0,1 0f   nên 0 0a . Tương tự,  ,ib x y  là các đa thức thuần 

nhất bậc i  và 0 0b . 

Ta có kết thức của f  và g  xác định bởi z   là định thức cấp m n   
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ở đây các chỗ còn trống là số 0. Để chứng minh  , ,Res f g z  là đa thức thuần nhất bậc mn , 

gọi ijc  là phần tử ở hàng i  cột j  trong ma trận trên. Ngoài các vị trí là số 0, ta có  

.

i j

ij

n i j

a nÕu j n
c

b nÕu j n



 


 



 

Do đó, mỗi 0ijc  là một đa thức thuần nhất bậc i j  nếu j n  hoặc bậc n i j    nếu 

j n  và  , ,Res f g z  là tổng của các hạng tử 
( )

1

m n

i i

i

c





  với   là một hoán vị của 

 1,...,m n . Ta có thể giả sử mỗi ( )i i
c   trong tích trên khác không. Nếu ta viết 

( ) ( )

( ) ( )

i i i i

i n i n

c c 
  

  thì tích này là một đa thức thuần nhất bậc 

( ) ( )

( ( )) ( ( ))
i n i n

i i n i i
 

 
 

     . Vì   là một hoán vị của  1,...,m n  nên tổng thứ nhất 

có n số hạng, tổng thứ hai có m  số hạng và tất cả các i  nằm giữa 1 và m n   xuất hiện đúng 

một lần. Do đó, ta có thể sắp xếp lại tổng này để được  

1 1

( ) 0
m n m n

i i

mn i i mn mn
 

 

 
     
 
  . 

Suy ra  , ,Res f g z  là tổng của các đa thức thuần nhất bậc mn . Vậy ta có điều cần chứng 

minh.   

Bổ đề 8. Cho [ , ]F x y  là một đa thức thuần nhất khác không. Khi đó, F  có thể được viết 

thành 1

1 1.( ) ...( ) tmm

t tF c s x r y s x r y    với 0 c   và    1 1, ,..., ,t tr s r s  là các điểm 

phân biệt của 
1( ) . Hơn nữa,   1

1 1( ) ( , ),...,( , ) .t tF r s r s V  

Chứng minh. Đặt ( ,1) [ ]f F x x  . Giả sử 
0 0... , , 0m

m if a x a a a     . Vì  

là trường đóng đại số nên f  có đủ m  nghiệm. Do đó,  

1

0 1( ) ...( ) tmm

tf a x x x x    
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với 1 ... tm m m    . Đặt , 1,...,i
i

i

r
x i t

s
  . Khi đó, 

1

1

1

1
0

1

0
1 1

1

( ) ...( )

( ) ..
.

..( )
. .

t

t

t

mm t

t

mm

t tmm

t

rr
f a x x

s s

a
s x r s x r

s s

  

 

 

Đặt 
1

0

1 ... tmm

t

a
c

s s
 , ta được 1 1

1 1 1( ) ...( )m mh

tF f c s x r y s x r y    . 

Xét đa thức không thuần nhất tương ứng với F  là  

1

1 1( ,1) ( ) ...( ) [ ]tmm

t tf F x c s x r s x r x     . 

Ta có  

1

1

( ) ,..., t

t

rr
f

s s

 
  
 

V ; 

   11
1 1

1

( ) ( ) ( ,1),..., ( ,1) ( , ),..., ( , )h t
t t

t

rr
f F r s r s

s s

 
    

 
V V .  

Định lí 9 [Xem 1 ]. Cho A  và B  là hai đường cong trong 
2 ( )  không có chung thành phần 

bất khả quy. Nếu bậc của các phương trình rút gọn của A  và B  lần lượt là m  và n  thì 

A B  có nhiều nhất là mn  điểm. 

Chứng minh. Giả sử A B  có nhiều hơn mn  điểm. Chọn 1mn   điểm trong  số chúng, đặt 

là 1 1,..., mnp p   và với 1 1i j mn    , đặt ijL  là đường thẳng đi qua ip  và jp . Khi đó 

chọn một điểm 
2 ( )q  sao cho  

(4)ij

i j

q A B L


    

Ta đã biết, mỗi ma trận (3, )M GL  cho ta một ánh xạ 
2 2( ) ( ):M  . 

Dễ tìm được một ma trận M  thỏa mãn ( ) (0,0,1)M q  . 

Nếu ta xem M  như là một phép đổi tọa độ thì q  có tọa độ  là (0,0,1)  trong hệ tọa độ 

mới. Ta có thể giả sử (0,0,1)q   trong (4). 

Giả sử f  và g  lần lượt có bậc là m  và n . Khi đó, từ (4) suy ra (0,0,1) 0f   vì 

(0,0,1) A  và (0,0,1) 0g   vì (0,0,1) B . Do đó, theo Bổ đề 8, kết thức ( , , )R f g z  là 

một đa thức thuần nhất bậc mn  theo các biến ,x y . Vì f  và g  có bậc dương theo z  và 

không có nhân tử chung trong [ , , ]x y z  nên theo theo Mệnh đề 4 ta có ( , , )Res f g z  khác 

không. 

Nếu lấy ( , , )i i i ip u v w  thì vì kết thức nằm trong iđêan ,f g   (theo Mệnh đề 4) nên  

 ( , , )( , ) 0 (5)i iRes f g z u v   
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Chú ý rằng đường thẳng nối  (0,0,1)q   và ( , , )i i i ip u v w  cắt đường thẳng 0z   tại 

( , ,0)i iu v . 

Từ (4) ta thấy (0,0,1) ijq L  . Do đó 1mn   đường thẳng qua q  và ip  cắt đường 

thẳng 0z   tại 1mn   điểm ( , ,0)i iu v  phân biệt, nghĩa là ( , , )Res f g z  triệt tiêu tại 

1mn   điểm phân biệt. Điều này mâu thuẫn với ( , , )Res f g z  là đa thức thuần nhất bậc .mn

  

Như vậy ta có tiêu chuẩn để giao của hai đường cong xạ ảnh trong 
2 ( )  là  hữu hạn. 

Bước tiếp theo ta sẽ định nghĩa bội giao cho mỗi p A B  .  

Cho A  và B  là các đường cong xạ ảnh trong 
2 ( ) , không có thành phần chung bất 

khả quy và các phương trình rút gọn lần lượt là 0f   và 0g  . Với mỗi cặp điểm p q  

thuộc A B , đặt pqL  là đường thẳng xạ ảnh đi qua p  và q . Chọn ma trận (3, )M GL  

sao cho trong hệ tọa độ mới xác định bởi M  ta có  

trong

(0,0,1) (6)pq

p q A B

A B L
 

    

Theo chứng minh của Định lí 9, nếu ( , , )p u v w A B    thì kết thức 

( , , )Res f g z  triệt tiêu tại ( , )u v . Do đó, theo Bổ đề 8, vx uy  là một nhân tử của 

( , , )Res f g z . 

Định nghĩa 10. Cho A  và B  là các đường cong xạ ảnh trong 
2 ( ) , không có chung thành 

phần bất khả quy và các phương trình rút gọn lần lượt là 0f   và 0g  . Chọn hệ tọa độ 

trong 
2 ( )  sao cho (6) thỏa mãn. Khi đó, cho ( , , )p u v w A B   , bội giao ( , )pI A B  

là số mũ của nhân tử ( )vx uy  trong sự phân tích thành nhân tử của ( , , )Res f g z . 

Định lí 11 [Xem 3 ]. Bội giao ( , )pI A B  tồn tại và duy nhất cho tất cả các đường cong xạ ảnh 

A  và B  trong 
2 ( )  và thỏa mãn các tính chất sau đây: 

i/ ( , ) ( , )p pI A B I B A . 

ii/ ( , )pI A B    nếu p  nằm trên một thành phần chung của A  và B , còn ngược lại 

thì nó là một số nguyên không âm. 

iii/ ( , ) 0pI A B   khi và chỉ khi p A B  . 

Định lí 12 [Xem 1 ]. Cho A  và B  là các đường cong xạ ảnh trong 
2 ( ) , không có thành 

phần bất khả quy chung và ,m n  lần lượt là bậc của các phương trình rút gọn của chúng. Khi đó 

( , ) .p

p A B

I A B mn
 

  

Chứng minh. Gọi 0f   và 0g   lần lượt là phương trình rút gọn của A  và B , có bậc lần 

lượt là m  và n . Giả sử ta đã chọn được hệ tọa độ thỏa mãn (3). Theo Bổ đề 8, ta có 

1

1 1( , , ) ( ) ...( ) tmm

t tRes f g z c v x u y v x u y    với c  là một hằng số khác 0. 
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Với mỗi ( , )j ju v  thỏa mãn ( , , )( , ) 0j jRes f g z u v  , tồn tại jw   và 

( , )
jj pm I A B  sao cho ( , , )j j j jp u v w A B    (theo Mệnh đề 5). 

 Ngoài ra, nếu ( , , )p p pp u v w A B  
     thì trong sự phân tích ( , , )Res f g z  

thành nhân tử, luôn tồn tại nhân tử 
( , )

( ) pI A B

p pv x u y 

  . Như vậy ta có  

( , )
( , , ) ( ) ,pI A B

p p

p A B

Res f g z c v x u y
 

   

trong đó c  là một hằng số khác 0 và ( , , )p p pp u v w . 

Do Bổ đề 7, ta có ( , , )Res f g z  có bậc là mn . 

Mặt khác, 
( , )

( )
 


pI A B

p p

p A B

c v x u y  có bậc là ( , ).p

p A B

I A B
 

  

Vậy ( , ) .p

p A B

I A B mn
 

   

Ví dụ 13. Cho 
2f x yz   và 

2 24 8g x y yz    là các đa thức thuần nhất trong 

[ , ,z].x y  Ký hiệu ( ),A V f ( )B V g  là các đường cong xạ ảnh được định nghĩa bởi f  

và .g  Dễ thấy các đường cong ,A B  bất khả quy trên . Hơn nữa, chúng không có thành 

phần chung, 0f   và 0g   lần lượt là phương trình rút gọn của A  và B . Ta có 

2 3

2 2 2

8
( , , ) 7 4 ( 7 2 )( 7 2 )

4

 
     



y y
Res f g z x y y y x y x y

x x y
. 

Theo Mệnh đề 5, ta có các điểm thuộc A B  có tọa độ thỏa mãn 0y   hoặc 7 2 0x y   

hoặc 7 2 0x y  . Kết hợp với 0f   và 0g   ta được  

4 4
(0,0,1), (2, 7, ), (2, 7, ) .

7 7
A B p q r

 
    

 
  

Vì điểm (0,0,1)p A B   không thỏa mãn (6) nên theo Định nghĩa 10, kết thức 

( , , )Res f g z  không cho ta giá trị đúng của các bội giao. Vì vậy, ta cần thực hiện phép đổi tọa 

độ. Chú ý rằng điểm 

(0,1,0) pq pr qrA B L L L     . 

Ta xét phép biến đổi xạ ảnh 
2 2: ( ) ( )M  xác định bởi  ( , , ) ( , , )M x y z z x y , thỏa 

mãn (0,1,0) (0,0,1)M  . Để tìm phương trình rút gọn của ( )M A  và ( )M B  ta chú ý rằng  

1 1( , , ) ( ) ( , , ) ( ( , , )) 0     u v w M A M u v w A f M u v w . 

Do đó ( )M A  và ( )M B  lần lượt được xác định bởi các phương trình  

2( , , ) 0f y z x xz y     và 
2 2( , , ) 4 8 0   g y z x z xz y . 
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2 2
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( ( ), ( ), ) 8 ( 7 2 )( 7 2 ).
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Ta thấy ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) M( )(0,0,1) ( ) ( ) M p M q M p M r M q rM A M B L L L      và 

( ) (1,0,0),M p
4

( ) ( ,2, 7)
7

M q , 
4

( ) ( ,2, 7)
7

  M r . Vì vậy, theo Định 

nghĩa 10 và Định lí 11 ta suy ra ( , ) 2,pI A B   ( , ) 1,qI A B  ( , ) 1,rI A B   cho nên 

( , ) 4 deg degp

p A B

I A B f g
 

  , thỏa mãn Định lí 12 
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Abstract 

A  and B  are supposed to be the two curves in 
2 ( )

,and they do not have the 

same irreducible compositions. The problem we are interested in is to determine the 

intersection multiplicity of A  and B  and the relationship between the intersection 

multiplicity with the degrees of their reduced equations. In this paper, we will present the 

use of resultants to solve the above problem. 
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