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MOT SO KET QUA VE C3-MOPUN

Lé Pirc Thoang ', Vé Thi My Hung
Truwong Dai hoc Phu Yén

Tom tat
Trong bai bao nay, chung t6i khao sat quan hé giira cac lop Ci-médun (i=1, 2, 3) va
cac lép mddun lién quan, ching t6i chizng minh fizong minh mét sé tinh chat cia C3-médun.
Tw khoa: C3-mddun.

Abstract
Some results on C3-modules
In this paper, we consider the relationships between the Ci-modules classes (i = 1, 2,
3) and the related modules classes. We have explicitly demonstrated some properties of the
C3-modules.
Key words: C3-modules.

1. Gi6i thiéu va mdt s6 khai niém

Trong bai nay, ching tdi ludn gia thiét vanh R da cho 1a vanh két hop c6 don vi 1#0
va moi R-médun duogc xét 1a modun unita. Vi vanh R, ta ki hiéu Mg (M) dé chi M 1a mot
R-modun phai (trai, twong tng). Trong mét ngir canh cu thé, khi khdng so nham Ian vé phia
cta modun, dé don gian ta viét médun M thay vi Mg . Ki hiéu N <M dé chi N 1a mot
modun con cia M. Modun con A cia M duogc goi 1a mot hang tir truc tiép caa M néu cé
mo dun con B cta M théamin M =A@ B (tacla M =A+B va AnB =0), khi do
ta ki hieu A<® M. Modun con N <M duoc goi 13 médun con cét yéu (essential
submodule), néu véi moi médun con A<M, NN A=0 thi phai c6 A=0, ki hiéu

N <*° M. Modun Ug dugc goi la néi xg theo Mg (hay U 1a M-ngi xa) trong truong hop

véi moi don cau f 1Ny — M, va méi dong ciu h: N, — U, ton tai mot dong cau

h: M, —U, sao cho biéu d6 sau giao hoan:
0——N——>M
hi h
U
Mo dun U duoc goi 12 tir néi xa (hay twa néi xg) néu U noi xa theo U. M6 dun U duoc
goi 12 ngi xg néu U 1a M-noi xa, véi moi M € Mod — R (pham tri c4c R-modun phai).

L6p cac modun ndi Xa 1a mot 16p modun quan trong trong Ly thuyét vanh va modun. Ching
ta ¢ thé tim hiéu thém vé nhitng khai niém va két qua lién quan dén bai viét nay trong tai
liéu tham khao [AF] va [Kacsh].
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Chlng ta xét cac diéu kién sau:
(C1): Moi médun con ciia M la cot yéu trong mot hang tir triee tiép cia M.

(C2): Véi moi médun con A, B ciia M, néu A=B va B <® M i A<® M.
(C3): Néu A, B la cdc médun con cia M véi A <® M, B <® M va ANB =0, thi

A®B<® M.

Pinh nghia 1.1. Mot médun M duoc goi 1a mot C1l-mdédun (hay CS-modun) néu M thoa
diéu kién (C1), M duogc goi 1a C2-médun néu M thoa diéu kién (C2), M duogc goi 1a C3-
médun néu M thoa diéu kién (C3).
Vidu1l2. 7-médun Z, va Zg thoa man cac didu kién (C1), (C2) va (C3).

Lép cac modun thoa man diéu kién Ci (i=1, 2, 3) 1a mot lép mé rong ciia modun ndi xa,
tua noi Xa.
2. Ci-mo dun (i =1, 2, 3) va cac 16p mé dun lién quan

Trudc tién, ta s& khao sat vé quan hé giira cac diéu kién (C1), (C2) va (C3).
Ménh dé 2.1. Néu médun M théa diéu kién (C2) thi M théa diéu kién (C3).
Chung minh.
Giast A<® M, B<® M va AnB=0, tacin chimgminh A®B<® M.

Vi A<® M nén gia st M=A®A' voi A'< M. Xét phép chiéu 7: M —> A', ta c6
Kerr=A.Ldybe B va b=a+a', acA,a'€A, tr d6 suy ra zh=a'e A'do d6
7B <A'.Rérang 7: B — 7B 1a ding cau. Do d6, d chimg minh A®B<® M, ta chi
cn chimg minh A® 7B <® M. Vi M thoa didu kién (C2) ma B<® M, 7B = B nén

7B<® M. Tu zB<® A’ suy ra A'=7zB®V véi V 1a mot moédun con nao d6 cua
A" VayM =A@ zB®V. [

Nhu vay, mdt C2-mddun 1a C3-modun. Cac vi du sau cho chung ta ro thém vé quan h¢
gitra cac 16p Ci-modun (i=1, 2, 3).
Vi du 2.2. Médun Zy théa man ca diéu kién (C1) va (C3) nhung khong thoa diéu kién

. F Vv .
(C2). Tuy nhién, néu F 1a mot truong, gia st R = {0 F} trong d6 V =F @ F. Néu

1 0 F Vv
e= |:O 0:| thi eR = {O O:| la mgt C2-modun, nhung n6 khong 1a mot C1-modun.

F F .
Vi du 23. Cho R:[O F}’ trong d6 F 1la mot truong bat ky va

F F 0 O . . . .
A= o ol B= o Fl Khi do, A la mot R-modun ndi xa, B 1a mot R -moédun don.
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Tuy nhién R = A® B 1a Rj,-mddun thoa diéu kién (C1) nhung khong thoa diéu kién (C3).

Ménh dé 2.4. Médun twa néi xa M théa man cdc diéu kién (C1) va (C2).
Churng minh.

Trudc tién ta chimg minh f(M) <M véimoi f € End(E(M))
Vi E(M) 1a ndi xa nén ta xét feHom(ME(M)). Gia si
Az{meM:f(m)eM}.

Xét biéu dd: 0 [
—_— A ——M M

Ja )

M

|

E(M)

Vi M 1a tya ndi xa nén dong ciu f| 4 €O thé mo rong t6i mot déng cau h: M — M
ticla fi, = hi trong d6 i 1a anh xa nhung chinh tic tr A vao M.

Ta can chimg minh M \(h— f)M = 0. That vay, gid st x & M " (h— )M, ton tai
yeM sao cho xz(h—f)(y):h(y)—f(y). Khi d6 f(y):h(y)—xeM, do do
yeA.

Ta ¢ x=h(y)-f(y)=r(y)-f(y)=0 nén M~ (h—f)M=0 va do do
(h—f)M=0vi M < E(M). Vay fM=hM <M.

Goi N 1a mdt modun con cua M. Ta co E(M) =E, @Ez trong d6 E, =E(N). Vi
f(M)<M vséi moi feEndE(M) nén M=MNE ®MANE,. Goi U la modun
con khic khong cia M NE|, ta ¢c6 U la mbédun con cua E; ma U< E, nén
NNU=#0,dodé N < M NE,. Vay M thoa diéu kién (C1).

Gia st A<M, A=B va B<® M ta cin chimg minh A <® M. That vay, ta c6 don

chu f:B—M saocho Im f =A. Vi M 1a tyandixava B<® M nén B 1a M -néi xa.

T d6 suy ra ton tai dong cau g:M —>B sao cho gf =id,. Ta co
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M =Imf ® Kerg=A® Kerg hay A<® M. Vay M thoa diéu kién (C2).

Nhu vay, médun tua ndi xa la Ci-modun, véi i=1, 2, 3.

Nhic lai réng, mdt R -modun M dugc goi l1a lién tuc néu n6 théa man diéu kién (C1)va
(C2), M duoc goi 14 tua lién tuc néu néd théa man diéu kién (C1) va (C3). Mot R -modun
M duoc goi la déu néu moi mddun con khac khéng cua nd déu ct yéu trong M.

Ta c6 so do sau vé mbi quan hé cua cac 16p modun:

Noixa — » Tuandixa —» Liéntuc _—» Tualientuc (C1)

| l

(C2) — (C3

Tiép theo, chung ta xét hang tir tryc tiép cua mot Ci-mo6 dun (i=1, 2, 3)
B6 dé 2.5. Hang tir truc tiép ciia mot Ci-médun ciing la mot Ci-médun (1 =1, 2, 3).
Chung minh.

Trude hét, ta chimg minh rang moi hang tir truc tiép ciia mot C1-modun 1a C1-modun.
Gia sit M 1a C1-mdédun va N 14 hang tir tryc tiép ctia M. Ta chi can chimg minh N ciing
la C1-mo6dun. Xét 7' 1a modun con dong trong N. Do d6, T déng trong M. Vi M la C1-

modun nén T <® M ,nghiala M =T ® X vbi moédun con X nao d6 cia M .
Theo lut modular, ta c6 N=NNM=N(T®X)=T®(NNX). Dods T<®N.
Boivay N ciing la C1-mddun.

Tiép theo, ta chirng minh moi hang tr truc tiép cua C2-mo6dun 1la mot C2-modun.
Gia st M 1a C2-mbdun va L 1a hang tir tryc tiép cua M. Ta ching minh L ciing 1a C2-

médun. Xét B<® L, A= B véi A<L ta chi cin chimg minh A<® L. That vay, vi
B<®Lnen L=B®X véi X<L vaL<®M nen M=L®Y véi Y <M. T d6

suyra M=B®X®Y. Vi M 13 mot C2-modun, B<® M va A= B nén A<® M. Do
dé M=A®Z. Theo luat modular ta co

L=MNL=(A®Z)NL=A®(ZNL).Vay A<®L.

Cudi cuing, ta ching minh moi hang tir tryc tiép ctia C3-modun 1a mot C3-modun.
Gia st M 1a C3-modun va K 14 hang tir tryc tiép cia M. Ta chimg minh K ciing 1a C3-

modun. Xét E<® K, F<® K va ENF =0 ta chi cin chimg minh E® F <® K. That
vay, i K<®M nén M=K®H véi H<M va E<®K, F<®K nén
K=E®C=F®D.Tudo suyra M=E®COH=F®D®H do 46 E<® M,

F<® M. Hon nita, M 1a mot C3-médun va ENF =0 nén E®F<® M. Do d6
M=E®F®U vbi U<M. Theo luat modular ta co

K=MmK=(E®F®U)mK:E®F®(UmK).
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vay E®@F<® K.0

3. Mot s6 tinh chit ciia C3-mddun

Ménh dé 3.1. Cho M la mét R -médun phdi. Nhitng diéu kién sau ddy la tiwong dwong:
1. M la mét C3-modun.

2. Néu A<® M, B<® M va AnB=0 thi M=A ®B=A®B, véi cic
modun con A<A; va B< B,.

3. Néu A<® M, B<® M va A~B<® M, thi A+B<® M.
Churng minh.

(1) = (2) Gia su A<® M, B<® Mva AnB=0. Vi M la mo6t C3-modun nén
A®B<® M. Do 6, ton tai mot modun con T< M saocho M =A®BDT.

Dbat A1 =A®T va B, =B®T. Khi d6 ta co M=A1€|-)B:A€-)Bl vGi cdc modun
con A<A véBSBl.

)= (1) Giast A<® M,B<® M va AnB=0.

Theo gia thiét, ta co M=A ®B=A® B, v6i cic mddun con A< A, va B < B,. Khi do,
B = B, n M = B N (A ® B) =B®(ANB). Do do,
M=A®B =A®B®(A NB,).

(1) = ) VIANB<® M nén M =(AnB)®K voi mot modun con K <M. Ta
6, A=ANM=(ANB)®(ANK)va B=BN\M=(ANB)®(BNK). Vi M la
mot C3-modun, (AnK)<® M, (BNK)<® M va
(ANK)N(BNK)=(ANB)NK=0nén T=(ANK)®(BNK)<® M. Hon nia,
T<® M, (AnB)<® M va (AnB) AT =0. Tir d6 suy ra(ANB)®T <® M. Kni
do,

A+B:[(Am3)]@(fm K)]+[(AmB)@(BmK)]

=(ANB)®(ANK)®(BNK)=(ANB)®T <" M.

(3) = (1) D2 thay. ]

Ménh dé 3.2. Néu M la mét C3-médun, M=A ®A, véi cdc médun con A, A, va

f A — A, lamgt R-dong cduvéi Kerf <® A, thi Im f <® 4,
Chung minh.

f A , . M £ . A A \ ®
Trude tién, ta chimg minh rang néu f': A; — A, lamot R -don cau, thi Im f <™ A,.
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Giast T = {a+f(a) rae Al} 1a modun con cia M. Ta chimg minh M =T ® A,.

That vay, xeM thi x=a+b vébi aeA1 va beAQ. Khi do
x=a+f(a) —f(a) + b eT+A, va do @6 M=T+A, Néu xeTNA, th
x=a+f(a) v6i a € A}, tuong duong, a=x—f(a)eA1 MA,=0. RO rang, x=0,
M=T®A, vaT<®M,

Tiép theo, ta chirng minh A NT=0. Néu x €A NT thi x= a+f(a) VOl a € A,
va tuong duong, x—azf(a) € A,NA,=0. VI f 1a mft don caunén a=0 va do d6
x=0.Vi M 1amdt C3-mddun nén A, ®T <® M.

Cubi cing, ta ching minh A®T=ASImf.

Néu xelmf thi x:f(a), aeA; nén x:—a+a+f(a)eA1 +T. Do do,
A®T =A®Imf. Vi A®T<®M nén Imf<® M va do d6 Im f <® A,. Khi
do, gia st f:A —>A, la R -déng chu véi Kerf <® A,. Néu A, =Kerf ®B véi
B<A thi M =A ®A, = Kerf ®B® A,, va anh xa han ché fi, : B— A, 12 mdt don
cu. Vi hang ti truc tiép cua mot C3-moddun ciing la mot C3-modun, nén B G—)A2 la mot
C3-mo6dun. Do @06, ap dung chitng minh trén, suy ra Im f = Im f| B <® A,.0

Hé qua 3.3. Neu M la mét C3-médun, M=A, ®A, véi cic médun con Aj,A, va
f A — A, lamgt R-don cdu, thi Im f <® A,.

Vi du sau chung t6 tong truc tiép ciia hai C3-modun khong nhat thiét 1 mot C3-modun.
Vi du 3.4. Vi Z-don cau 0 —> 27 —> Z khong ché ra, nén Z-mbédun M = Z @ 27 khong
la mot C3-modun, trong khi Z va 27 1a mot C3-modun.

Hé qua 3.5. Néeu M ® M la mét C3-médun, thi M la mot C2-médun.
Churng minh.

Gia sit M, <® M, M, =M, ta cin ching minh M, <® M. B3t ¢: M, > M, 1a mét
déng chu va gia st M =M, @K véi K <M. Khido M®M =(M, ®0)®(K®M).
Ta xét dong cau sau day
M, ®0—>K®M
(ml,O) H(O,(p(ml))

Taco Ker(g)={(m.0)1¢(m)=0,m & ;| ={(0,0)}. Do d6 p 1a mot don ciu. Vi
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M®M la mot C3-moédun nén theo Hé qua 3.3, ta co Im(;£®K®M hay
0&M,<® KOM. Gidsi KOM=(0®M,)®H véi H<K ® M. Khi do:
0OM=(0OM)N(KOM)
=(0@M)n|(0®M,)®H ]
=(0@M,)®|(0&M)nH |.
Pit L:{meM|(O,m)eH}.Khidé L € M. Hon nira, vi
0@ M) H ={(0,m)| (0, m) e H} nén (0OM)NH=0®L.

Dods 0&M =(0®M,)®(0@L) hay 0®M, < 0® M. Vay M, <® M. [

Hé qua 3.6. Néu M 1a mét R -médun phai, thi moi téng truc tié'p hitu han (dém duoe, bat
ky) cdc ban sao ciia M 1a mét C3-médun néu va chi néu moi tong truc tiép hiru han (dém
duoe, bat ky) cdac ban sao ciia M la mét C2-médun T
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