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Tóm tắt 

Cho k  là trường, 1 2[ , , , ]nR k x x x   là vành đa thức trên k . Trong bài báo này, 

chúng tôi trình bày một số kết quả về sự phân tích nguyên sơ không rút gọn được và bao 

đóng nguyên của iđêan đơn thức trong R . 

Từ khóa: Bao đóng nguyên, iđêan đơn thức, sự phân tích nguyên sơ. 

 

Abstract  

The irredundant primary decomposition and integral closure of monomial ideals 

Let k  be a field, 1 2[ , , , ]nR k x x x   be a polynomial ring over k . In this paper, 

we present some results of the irredundant primary decomposition and integral closure of 

monomial ideals in R . 

Keywords: Integral closure, monomial ideals, primary decomposition. 

 

1. Mở đầu 

 Cho k  là trường. Theo định lý cơ sở Hilbert, vành đa thức 1 2[ , , , ]nk x x x là vành 

Noether. Iđêan I của R  được gọi là iđêan đơn thức nếu nó sinh bởi tập các đơn thức. Lớp 

các iđêan này đóng vai trò quan trọng trong Đại số giao hoán và Hình học đại số. Sự phân 

tích nguyên sơ không rút gọn được và việc tìm bao đóng nguyên của các iđêan đơn thức là 

một trong những nội dung quan trọng của Lý thuyết biểu diễn của các đường cong đơn 

thức, là vấn đề đang được các nhà toán học trên thế giới quan tâm nghiên cứu hiện nay, như 

J. Herzog, A. Simis, W. V. Vasconcelos, B. Sturmfels, H. Bresisnsky, J. Stueckrad, W. 

Vogel, M. Morales, Ngô Việt Trung, Lê Tuấn Hoa,… 

 Ta đã biết, mọi iđêan I  trong vành giao hoán Noether R  đều có sự phân tích nguyên 

sơ không rút gọn được (Định lí phân tích nguyên sơ trên vành giao hoán Noether). Trong 

bài báo này, chúng tôi xét trường hợp đặc biệt với 1 2[ , , , ]nR k x x x  trong đó k  là 

trường và I  là iđêan đơn thức của R . Chúng tôi chỉ ra rằng khi đó các thành phần nguyên 

sơ trong sự phân tích nguyên sơ không rút gọn được của I  cũng là các iđêan đơn thức và 

xác định được các iđêan nguyên tố tương ứng. 

 Các tác giả G. Kempf, F. Knudsen, D. Mumford, B.Saint – Donat đã chỉ ra rằng bao 

đóng nguyên của iđêan đơn thức là iđêan đơn thức. Để xác định bao đóng nguyên của iđêan 

đơn thức, chúng tôi xác định tập sinh của nó thông qua bao lồi của các véctơ mũ của tập 

sinh của iđêan đơn thức đã cho. Đồng thời, chúng tôi chỉ ra điều kiện cần để một iđêan đơn 

thức cho trước là nguyên đóng. 
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 Ngoài ra, ở mỗi nội dung, chúng tôi xây dựng các ví dụ minh họa cho các kết quả 

cũng như kĩ thuật chứng minh. 

2. Các kết quả chính 

2.1. Sự phân tích nguyên sơ không rút gọn đƣợc của iđêan đơn thức 

 Các định nghĩa trong phần này có thể tìm thấy ở [2] và [3]. 

Định nghĩa 1. Cho R  là vành giao hoán, I là iđêan nguyên sơ của .R   Khi đó,

P I  là iđêan nguyên tố của R và ta nói I là P - nguyên sơ.  

Định nghĩa 2. Giả sử R là vành giao hoán, 21, , , , rI I I I  là các iđêan của .R  Sự 

phân tích 1 2 rI I I I    của I được gọi là không rút gọn được nếu  

1 2 1 1 ,i i rI I I I I I       

với mọi i . 

Định nghĩa 3. Cho R  là vành giao hoán, I  là iđêan thật sự của R . Ta nói I có sự 

phân tích nguyên sơ nếu I có thể biểu diễn thành giao hữu hạn các iđêan nguyên sơ của R , 

tức là tồn tại sự phân tích 1 2 rI Q Q Q    với iQ  là iP - nguyên sơ, 1,2, , .i r   

Định nghĩa 4. Cho R  là vành giao hoán, I  là iđêan của .R  Sự phân tích nguyên sơ 

1 2 ,rI Q Q Q     với ,  1,2, ,i iP Q i r    được gọi là sự phân tích nguyên sơ 

không rút gọn được nếu thỏa mãn các điều kiện sau: 

 i. 1 2, , , rP P P  là các iđêan nguyên tố phân biệt của R ; 

     ii.     1 2 1 1i i rI Q Q Q Q Q       với mọi 1,2, , .i r   

 Cho k  là trường, 1 2[ , , , ]nk x x x  là vành đa thức trên k ,  1 2: ( , , , )nx x x x    và 

1 2

1 2: n

nx x x x
     với 

1 2: ( , , , ) .n

n       

Định nghĩa 5. Iđêan I  của vành 1 2[ , , , ]nR k x x x   được gọi là iđêan đơn thức 

nếu tồn tại 
n  sao cho I  sinh bởi { | }.x     Nếu I  là iđêan đơn thức thì vành 

thương /R I   được gọi là vành đơn thức. Một iđêan đơn thức của R  được gọi là iđêan đơn 

thức bất khả quy nếu nó không thể phân tích thành giao của hai iđêan đơn thức thật sự của 

R  chứa thật sự nó. 

 Theo Bổ đề Dickson, iđêan đơn thức luôn sinh bởi tập hữu hạn đơn thức. 

Mệnh đề 6([4]). Giả sử I  là iđêan của 1 2[ , , , ]nk x x x  sinh bởi các đơn thức của 

r  biến đầu tiên 1 2, , , .rx x x   Nếu  1 2 sI I I I     là sự phân tích không rút gọn 

được của I  bởi các iđêan đơn thức thì không có iđêan iI   nào với 1,2,...,i s  chứa đơn 

thức thuộc 1[ , , ].r nk x x   

Chứng minh. Đặt 1 2{ , , , }nX x x x   và 1 2\{ , , , }.rX X x x x    Giả sử có 

iđêan iI  chứa đơn thức thuộc [ ].k X   Ta phân chia các 1 2, , , sI I I  thành hai nhóm: nhóm 

1, , mI I  gồm các iI   không chứa đơn thức nào của [ ]k X   (chú ý rằng m  có thể bằng 

không) và nhóm 1, ,m sI I   gồm các jI  có chứa đơn thức thuộc [ ].k X   Với 1i m   
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chọn đơn thức i ig I  có chứa các biến thuộc .X   Vì sự phân tích của I  là không rút gọn 

được nên tồn tại đơn thức 
1

m

i

i

f I


   và 
1

,
s

i

i m

f I
 

  và nếu 0m    thì ta đặt 1.f    Đặt

1 1 .m sf fg g    Vì j jg I  với 1j m   nên 1 jf I  với mọi 1.j m   Ngoài ra, 

1

m

i

i

f I


  nên 
1

1

.
m

i

i

f I


   Từ đó ta có 1f I  suy ra ,f I   điều này là mâu thuẫn với 

cách chọn .f   

Hệ quả 7 ([4]). Giả sử I  là iđêan của 1 2[ , , , ]nk x x x  sinh bởi các đơn thức của 

r  biến đầu tiên 1 2, , , .rx x x   Nếu 1 2 sI   q q q là sự phân tích nguyên sơ 

không rút gọn được của I  bởi các iđêan đơn thức, thì với mọi 1,2,...,i s , iq sinh ra bởi 

các đơn thức thuộc 1[ , , ].rk x x  

Định lý 8. Cho I  là iđêan đơn thức của 1 2[ , , , ].nk x x x   Khi đó 

1 2 sI   q q q với iq  là iđêan sinh bởi lũy thừa các biến, nghĩa là 

1 2

1 2
( , , , )ri

ri

aa a

ii i ix x x q  với 1,2, , .i s    Hơn nữa, sự phân tích này là duy nhất. 

Chứng minh.  Đặt 1 2{ , , , }mU u u u   là tập sinh cực tiểu của .I  Giả sử tồn tại 

iu  không phải là lũy thừa của các biến, chẳng hạn là 1.u  Khi đó, ta có thể viết 1u vw   với 

,v w  là các đơn thức nguyên tố cùng nhau và , 1.v w   Ta có 1 2I I I   với 

1 2( , , , ),mI v u u  2 2( , , , ).mI w u u   Thật vậy, ta có 1 2.I I I   Ngược lại, lấy u  là 

một đơn thức thuộc 1 2.I I  Nếu u  là bội của iu  nào đó thì .u I  Nếu u  là bội của ,vw  

tức là bội của 1u   thì .u I  Ngoài ra, vì ,v w  là các đơn thức nguyên tố cùng nhau nên 

1I I   và 2.I I  Nếu tập sinh cực tiểu của 1I  hoặc 2I  chứa phần tử không là lũy thừa 

của các biến thì ta tiếp tục như trên và sau hữu hạn bước ta được I  là giao của các iđêan 

đơn thức sinh bởi lũy thừa của các biến. Trong giao này nếu rút bớt một thành phần bất kỳ 

thì ta được một iđêan chứa thật sự I  cho nên sự phân tích này là không rút gọn được.  

 Giả sử 1 2 sI   q q q = 1 2 t q' q' q'  là hai phân tích không rút 

gọn được với , i jq q'  sinh bởi lũy thừa của các biến. Ta sẽ chứng minh với mỗi 

{1,2, , }i s    tồn tại {1,2, , }j t   sao cho   j iq' q . Thật vậy, lấy {1,2, , },i s 

1 2

1 2( , , , )
aa a

i x x x 

 q  và giả sử   j iq' q  với mọi .j  Khi đó, với mỗi j  tồn tại 

 .j

j

b

jl ix  q' \ q  Điều này suy ra {1,2, , }jl    hoặc .
jj lb a  Đặt 

1 2

1 2
BCNN { , , , }.t

t

bb b

l l lu x x x   Ta có 
1

.  
t

j i

j

u I



  q q   Do đó tồn tại {1,2, , }i     

sao cho ia

ix  là ước của ,u  điều này là không thể. Tương tự, với mỗi {1,2, , }j t    tồn tại 
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{1,2, , }i s   sao cho .i jq q  Vì hai sự phân tích của I  ở trên là không thể rút gọn 

được cho nên từ đó suy ra s t và 1 2 1 2{ , , , } { , , , }.s t  q q q q' q' q'   

Định lý 9. Cho I  là iđêan đơn thức của 1 2[ , , , ].nk x x x   Khi đó, I  là bất khả 

quy khi và chỉ khi I  sinh bởi lũy thừa các biến. 

Chứng minh.  Giả sử I  bất khả quy và tập sinh cực tiểu của I  có đơn thức u  

không phải là lũy thừa các biến, khi đó u vw  với UCLN( , ) 1v w   và , 1.v w   Khi đó, 

theo Định lý 8, I  có thể phân tích thành giao thực sự của các iđêan đơn thức, mâu thuẫn 

với tính bất khả quy của I . 

 Ngược lại, giả sử I  sinh bởi lũy thừa các biến, nghĩa là 1 2

1 2
( , , , )r

r

a a a

i i iI x x x   và 

1 2 ,I I I   với 1 2,I I  là các iđêan đơn thức thực sự chứa thật sự .I  Theo Định lý 8, 

1 2

1 1

  , ,'
s t

i j

i j

I I
 

 q q  trong đó , 'i jq q   sinh bởi lũy thừa của các biến. Như vậy, chúng 

ta có sự phân tích 
1 1

  ' .
s t

i j

i j

I
 

 q q  Sau khi loại bỏ những iđêan có thể rút gọn được trong 

giao ở vế phải, chúng ta nhận được một sự phân tích không rút gọn được của I  bởi các 

iđêan đơn thức sinh bởi lũy thừa các biến. Theo Định lý 8, sự phân tích I  bởi giao các 

iđêan sinh bởi lũy thừa các biến là duy nhất, vì I  sinh bởi lũy thừa các biến và có sự phân 

tích trên nên iI = q  hoặc ' jI  q  với ,i j  nào đó. Điều này là mâu thuẫn. Vậy I  bất khả 

quy.   

Ví dụ 10. Cho 1 2 3[ , , ]R k x x x  và 
2 2 3

1 2 2 3 1 3 2( , , , )I x x x x x x x  là iđêan của .R  Ta 

tìm sự phân tích không rút gọn được của I  bởi các iđêan bất khả quy sinh bởi lũy thừa các 

biến như sau: 
2 3 2 2 3

1 2 3 1 3 2 2 2 3 1 3 2

3 2 2

1 2 3 2 2 2 3 1 3

3 3 2 2 2 2

1 2 2 1 3 2 2 2 1 3 2 3 1 3

3 2 2

1 2 1 3 2 2 1 3 2 3

3 2

1 2 1 3 2 2 1 2

( , , , ) ( , , , )

( , , ) ( , , )

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )

( , ) ( , , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , , ) ( , ) (

x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x

x x x x x x

I

x x





  











  

   2

3 2 3

3 2 2

1 2 3 1 2 2 3

, ) ( , )

( , , ) ( , ) ( , ).

x x x

x x x x x x x 



 

Mệnh đề 11. Cho 1 2

1 2
( , , , )r

r

a a a

i i ix x x R  q  là iđêan đơn thức bất khả quy và 

1 2
( , , , ).

ri i ix x x p  Khi đó q  là p  - nguyên sơ. 

Chứng minh. Trước hết, ta chứng minh  
1 2
, , ,

ri i ix x x  là tập các phần tử sinh 

của .q   Rõ ràng,  
1 2
, , , .

ri i ix x x  q  Ngược lại, do q  là iđêan đơn thức nên q  

cũng là iđêan đơn thức. Giả sử u  là một đơn thức nào đó thuộc .q  Khi đó, tồn tại số 
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nguyên không âm mđể  ,mu  q  tức là 
mu vw  với  1 2

1 2
, , , ,r

r

a a a

i i iv x x x   điều này kéo 

theo j

j

a

iv x  với j  nào đó, {1,2, , }.j r   Do đó 
jix  phải có mặt trong thành phần của 

đơn thức ,u  nghĩa là 
1 2

( , , , ).
ri i iu x x x   Từ kết quả này suy ra 

1 2
( , , , )

ri i ix x x q . 

Do q  là bất khả quy sinh bởi lũy thừa các biến nên q  là nguyên sơ, do đó, qp=  là 

nguyên tố, từ đó suy ra điều phải chứng minh.    

 Nhận xét. Trong vành Noether, mọi iđêan đều có sự phân tích nguyên sơ không rút 

gọn được. Bởi Định lý 8, mỗi iđêan đơn thức đều có sự phân tích duy nhất thành giao các 

iđêan sinh bởi lũy thừa các biến và sự phân tích đó là không rút gọn được. Theo Định 9, 

mỗi thành phần của sự phân tích này là bất khả quy, do đó, bởi Mệnh đề 11, mỗi thành phần 

của sự phân tích này là ip  - nguyên sơ, cho nên đó cũng là sự phân tích nguyên sơ của 

iđêan đơn thức. Tuy nhiên, sự phân tích nguyên sơ này là có thể không phải là không rút 

gọn được và ta có thể tìm được dạng phân tích nguyên sơ không rút gọn được của nó (khi 

đó các thành phần trong sự phân tích nguyên sơ không rút gọn được này có thể không thỏa 

mãn điều kiện sinh bởi lũy thừa của các biến). Vì giao của các iđêan p  - nguyên sơ là iđêan 

p  - nguyên sơ nên trong sự phân tích 1 2  sI   q q q  theo Định lý 9, chúng ta 

thay thế tất cả các jq  cùng là ip  - nguyên sơ bởi giao của chúng, ta sẽ được dạng phân tích 

nguyên sơ không rút gọn được của I . Ví dụ sau minh họa điều này.  

Ví dụ 12. Cho 1 2 3[ , , ]R k x x x  và 
2 2 2

1 2 3 3 1 2( , , , )I x x x x x x  là iđêan của R  có sự 

phân tích không rút gọn được bởi các iđêan bất khả quy sinh bởi lũy thừa các biến: 

2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 3( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , ).I x x x x x x x x x x x     

Theo mệnh đề 11, các iđêan 
2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3 1 2 3( , , ),( , , ),( , , )x x x x x x x x x  là 1 2 3( , , )x x x  - nguyên 

sơ và iđêan 1 3( , )x x  là 1 3( , )x x  - nguyên sơ.  Vì  

2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , , )x x x x x x x x x x x x x x    

nên I có sự phân tích nguyên sơ không rút gọn được sau đây: 

2 2 2

1 2 3 1 2 1 3( , , , ) ( , ).I x x x x x x x   

2.2. Bao đóng nguyên của iđêan đơn thức 

 Trước hết ta nhắc lại khái niệm bao đóng nguyên của iđêan.  

Định nghĩa 13. Cho R  là vành và I  là iđêan của .R  Phần tử f R được gọi là 

nguyên trên I  nếu nó thỏa mãn phương trình 

1

1 1 0,m m

m mf c f c f c

     với , {1,2, , }.i

ic I i m    

 Phương trình này được gọi là phương trình phụ thuộc nguyên của f  trên I . 

 Tập hợp 
_

I R  gồm tất cả các phần tử nguyên trên I  được gọi là bao đóng nguyên 

của I . Iđêan I  gọi là nguyên đóng nếu 
_

.I I  Ta nói I  là iđêan chuẩn nếu mọi lũy thừa 

của I  là nguyên đóng. 
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Bổ đề 14 ([4]). Cho 1 2[ , , , ]nR k x x x    là vành đa thức trên trường k  và I  là 

iđêan của .R  Giả sử 1 2, , , qM M M  là tập các đơn thức độc lập tuyến tính trên k  thỏa 

mãn 

,j ji

j

s r

j m i

i j

M b M k


   

trong đó, 0,j j ji

i j

s m r


    và  j jim r   với mọi 1,2, , .j q    Nếu 
jmb  là đơn 

thức trong jm
I  với 0jm   và 

jmb k  thì 
l l

qM I  với 0l   nào đó. 

Chứng minh: Ta chứng minh bằng quy nạp theo .q  

Trường hợp 1,q   dễ thấy Bổ đề đúng. Giả sử 2.q   Với mỗi 2j  , thay 1

1

sM  

vào 1js s

jM  ta được  1 1 1 1 1 1 11

1

1

.j j j j ji i j

j

s s r r r s r r rs

j m m i

i j

M b b M
 

 

  Chú ý rằng trong các phương trình 

này 1M  đã bị loại. Do đó, áp dụng giả thiết quy nạp cho 2 , , qM M  chúng ta có 
l l

qM I  

với 0l   nào đó.     

Mệnh đề 15 ([4]). Cho R  là vành đa thức trên trường k  và I  là iđêan đơn thức 

của R . Khi đó, bao đóng nguyên 
_

I  của I  cũng là iđêan đơn thức. 

Chứng minh. Lấy 
_

1 2 ,qz M M M I     trong đó các iM  là các đơn thức 

độc lập tuyến tính trên k . Do z  nguyên trên I  nên tồn tại phương trình phụ thuộc nguyên 

của z  trên I  

1

1 1 0,n n

n nz a z a z a

     với , 1,2, , .i

ia I i n    

Bằng quy nạp, ta chỉ cần chứng minh 
_

iM I  với i  nào đó. Nếu 
n n

iM I  thì 
_

.iM I   

Do đó, ta có thể giả sử 
n n

iM I  với mọi i . Vì 
iI  là iđêan đơn thức, cho nên mọi đơn thức 

có mặt trong ia  đều thuộc .iI  Từ phương trình trên, sau khi khử các hạng tử chung ta nhận 

được các phương trình ,j ji

j

s r

j m i

i j

M b M


  trong đó, ,j j ji

i j

s m r


  ,j jim r   với mọi

1,2, ,j q   sao cho 
jmb  là đơn thức trong 

jm
I  với 0,jm   và 

jmb k  với 0.jm   

Theo Bổ đề 14, ta được 
_

.qM I   

Mệnh đề 16. Cho R  là vành đa thức trên trường k  và I  là iđêan đơn thức của R

. Khi đó, bao đóng nguyên của I  là 

  
_

| ,   1 nào .m mI x x I m   víi ®ã  

Chứng minh. Nếu 
m mx I   thì x  là nghiệm của đa thức ,m

mz a  với 
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,m

ma I  do đó 
_

.x I  Để có điều ngược lại, trước hết ta chứng minh nếu J  là iđêan đơn 

thức và 
_

u J   là đơn thức bất kỳ thì tồn tại số nguyên dương r  sao cho .r ru J  Thật 

vậy, vì 
_

u J  nên gọi phương trình phụ thuộc nguyên của u  trên J  là

1

1 0m m

mu c u c   với .iic J  Gọi ia k  là hệ số của 
iu  trong đa thức .ic   Khi 

đó ta có
1(1 ) 0.m

ma a u   Suy ra tồn tại {1,2, , }r m   sao cho 0.ra    Như vậy, 

ru  có mặt trong đa thức .rc  Vì 
r

rc J  và 
rJ  là iđêan đơn thức nên .r ru J  

Bây giờ, lấy 
_

.z x I   Theo chứng minh trên, tồn tại số nguyên dương m  để 

,m mz I  suy ra   | ,   1 nào .m mz x x I m   víi ®ã  Từ đó ta có điều phải chứng 

minh.    

 Sau đây ta tìm biểu diễn hình học của bao đóng nguyên của iđêan đơn thức. Cho 

,n   trong đó   là tập các số hữu tỷ không âm. Ta gọi góc trên bên phải  của   là 

vectơ      mà các thành phần 
i

     xác định bởi 

 

,

,1

i i

i
ii

 





    

nÕu

nÕu
 

trong đó  i   là phần nguyên của .i  

Giả sử 
1 2( , , , ) ,n

i i i ina a a a    ta gọi 1 2conv( , , , )ra a a  là bao lồi  của 

1 2, , , ra a a   (trên tập hữu tỷ), xác định bởi 

1 2

1 1

conv( , , , ) | 1,   
r r

r i i i i

i i

a a a a i   

 

 
    

 
  víi mäi  

là tập mọi tổ hợp lồi của 1 2, , , .ra a a  

Mệnh đề 17 ([1]). Cho 1 2[ , , , ]nR k x x x    là vành đa thức trên trường .k  Nếu 

iđêan I  của R  sinh bởi các đơn thức 1 2, , , ra a a
x x x  thì bao đóng nguyên của I  là 

  
_

1 2| conv( , , , ) .rI x a a a


      

Chứng minh.  Đặt   1 2| conv( , , , ) .rF x a a a


     Lấy x F
      và giả sử 

1

r

i i

i

a 


   là một tổ hợp lồi của 1 2, , , .ra a a Vì      nên tồn tại 0, n    

để .        Do đó, tồn tại 0p   sao cho 
np   và ip    với mọi .i  Vì thế, 

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ,r r
p a p a p a pp p p px x x x x x x I
             

kéo theo 
_

x I
     và 

_

( ) .F I Ngược lại, lấy 
_

,x I   nghĩa là 
p px I   với 0p   nào 
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đó. Tồn tại các số nguyên không âm is  thỏa mãn  1 1 2 2( ) ( ) ( )r ra s a s a spx x x x x    và 

1 2 .rs s s p    Do đó
1

.
r

i
i

i

s
a

p p






 
   

 
 Đặt 

1

.
r

i
i

i

s
a

p




 
  

 
  Chia các thành phần 

của   cho p , ta có thể viết ,        trong đó 0 1i   với mọi i  và .n    

Chú ý rằng, .n   Cuối cùng, ta cần chứng tỏ .       Nếu 0i   thì 

i   và .i ii
       Giả sử 0 1,i   vì i i    nên i   và 

[ ] 1.ii
      Nếu [ ] 1 1i i i i         thì 

[ ] 1 [ ] [ ] 1,i i i i i i            điều này là mâu thuẫn, do đó, 

[ ] 1i i i i        suy ra [ ] 1i i i      hay .i ii
        Kết quả là 

( ),x F   do đó ta có điều cần chứng minh.   

Hệ quả 18. Cho 1 2[ , , , ]nR k x x x   là vành đa thức trên trường k  và I  là iđêan 

sinh bởi các đơn thức 1 2, , , .ra a ax x x   Khi đó, bao đóng nguyên 
_

I  sinh bởi các đơn thức 

có bậc không quá 1,d n   trong đó d  số lớn nhất trong các bậc của các đơn thức 

1 2, , , .ra a ax x x  

Chứng minh.  Lấy 1 2conv( , , , )ra a a    và .      Theo Mệnh đề 17, x
 

là phần tử sinh của 
_

I . Ta cần chứng minh deg 1x d n     hay  
1

1.
n

i

i

d n


    Vì 

i i i     với [0,1)i  nên 
1 1 1

1.
n n n

i i i

i i i

d n  
  

         

Ví dụ 19. Cho   4 2 3, , [ , ].I x xy y k x y    Ta có 

{ | conv((0,3),(1,2),(4,0))}

{(0,3),(1,2),(1,3),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(4,0),(4,1)}.

    


 

Do vậy, bao đóng nguyên của I  là 

   
_

3 2 3 2 2 2 3 3 3 2 4 4 4 3 2 3, , , , , , , , , , , .I y xy xy x y x y x y x y x x y x y xy x y   

Mệnh đề 20. Cho k  là trường và 1 2[ , ]R k x x . Nếu I  là iđêan sinh bởi các đơn 

thức 1 2, , , qaa a
x x x  có bậc d  thì I cũng sinh ra bởi các đơn thức có bậc d . 

Chứng minh. Ký hiệu 1 2( , )i i ia a a  và giả sử 11 21 1.qa a a   Ta chứng 

minh
_

I  sinh ra bởi tập A gồm các đơn thức có dạng 1 2

1 2

c ccx x x  thỏa mãn 1 2c c d   và 

11 1 1.qa c a   Thật vậy, nếu  cx  A  thì 1 11 1(1 ) qc ta t a    với 0 1.t   Do đó, 
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1 (1 ) qc ta t a   và 1 2conv( , ),c a a   điều này có nghĩa là 
_

.cx I Ngược lại, lấy x
 là 

một phần tử sinh của 
_

I . Theo mệnh đề 17,       với 1 2conv( , , , ).qa a a     Đặt 

1 1
( , ).c d          Ta chứng minh  cx  A , tức là chứng minh 

11 11
.qa a    Vì 

1 2conv( , , , )qa a a   nên 1 1 2 2 ,q qt a t a t a   
1

1, 0 
q

i i

i

t t


  với mọi i  kéo 

theo 1 1 11 2 21 1.q qt a t a t a     Vì 11 21 1qa a a   và 
1

1
q

i

i

t


   nên  

11 1 1qa a    suy ra 
11 11

.qa a     Cuối cùng ta chứng minh .c    Thật vậy, 

2 1 12 2 22 2.q qt a t a t a     Do đó,  

1 2 1 11 12 2 21 22 1 2( ) ( ) ( ) .q q qt a a t a a t a a d          

Vì vậy, 
1 21 2

d                 . Suy ra
2 1

.d           Vậy .c    

Mệnh đề 21 ([2]). Giả sử 1 2[ , ]R k x x  và I  là iđêan của R  sinh bởi các đơn 

thức có cùng bậc .d  Nếu I  là nguyên đóng thì I  là chuẩn. 

Chứng minh.  Iđêan I  có dạng zJ  với z  là ước chung lớn nhất của các đơn thức 

trong I . Do I  là nguyên đóng khi và chỉ khi J  là nguyên đóng nên có thể giả sử I  là m - 

nguyên sơ, trong đó, 1 2,  ( )x xm .  Vì 
1 2,d dx x I  nên suy ra .I m   

Định nghĩa 22.  Cho
ax  là đơn thức của [ ]R k x và đặt  log( ) .ax a  Cho tập F  

gồm hữu hạn đơn thức, ta định nghĩa  log( ) : log( ) | .a aF x x F   

Mệnh đề 23 ([4]). Cho 1 2[ , , , ]nR k x x x    là vành đa thức trên trường k  và I  

là iđêan đơn thức của .R   Khi đó, bao đóng nguyên của I  được cho bởi: 

  
_

| conv(log( )) .nI x I     

Chứng minh. Đặt   | conv(log( )) .nJ x I   
 

Giả sử 

conv(log( ))I  . Ta có thể viết 
1

,
q

i i

i

  


  trong đó, 
1

0, 1
q

i i

i

 


   và .ix I

  

Chú ý rằng (1, ) ,t tA   trong đó A  là ma trận cấp ( 1)n q   với các cột là 

(1, ) , 1,2, , ,t

i i q    vì thế, bởi Bổ đề Farkas chúng ta có thể giả sử .i   Chọn 

m    sao cho im   với mọi ,i  chúng ta nhận được 
m mx I   và 

_

.x I  Ngược 

lại, ta cần chứng minh 
_

.I J  Vì 
_

I  sinh bởi các đơn thức nên với 
_

,x I   tồn tại m   

sao cho .m mx I   Điều này kéo theo conv(log( )).I   
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Mệnh đề 24. Giả sử F  là tập hữu hạn các đơn thức bậc d  của vành đa thức 

1 2[ , , , ]nR k x x x   trên trường .k  Nếu ( )I F  là nguyên đóng, thì

conv(log( )) log( ).nF F   

Chứng minh. Đặt 1 2{ , , , }.qF x x x
 

   Lấy conv(log( )) nF    thì 

1

,
q

i i

i

 


  trong đó, 
1

0, 1.
q

i i

i

 


   Vì F  là tập hữu hạn các đơn thức bậc d  nên 

| | .d   Mặt khác 
n   nên x x

     là phần tử sinh của 
_

I I  cho nên ix x
   

với i  nào đó và do đó log( ).F   Bao hàm thức ngược lại là hiển nhiên.    
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