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Tóm tắt 

Trong bài báo này chúng tôi trình bày khái niệm về trục và độ dài đại số Lobachevsky 

của cung đoạn định hướng, sau đó tìm mối quan hệ giữa các đoạn thẳng Lobachevsky tạo nên 

khi cho các trục chắn lên hai đường thẳng Lobachevsky cố định. Kết quả mà chúng tôi thu được 

là Định lý 2.1, Định lý 2.2 và Hệ quả 2.3.     

            Từ khóa: Độ dài đại số Lobachevsky, cung đoạn định hướng, mô hình nửa mặt phẳng 

Poincaré, đoạn thẳng Lobachevsky, đường thẳng Lobachevsky. 

 

Abstract 

Lobachevskian algebraic distance in geometry with the Poincaré half-plane model and 

some applications 

In this paper we present the concept of axis and Lobachevskian algebraic distance of 

the directional segmental-arcs, and then find the relationship between the Lobachevskian line 

segments created by intercepting the axes on two fixed Lobachevskian lines. The results we 

obtained are Theorem 2.1, Theorem 2.2 and Corollary 2.3. 

Keywords: Lobachevskian algebraic distance, directional segmental-arc, Poincaré 

half-plane model, Lobachevskian line segment, Lobachevskian line. 

  

1.Giới thiệu 

Trong mặt phẳng 
2E  ta xét hệ tọa độ trực chuẩn Oxy và gọi nửa trên của Ox ứng với tập 

hợp: 

   0Im022  zC/z/yR(x,y)H  

là nửa mặt phẳng Pointcaré. 

 

Từ nửa mặt phẳng Pointcaré người ta xây dựng mô hình của hình học Lobachevsky (xem 

[5]). 

Mỗi điểm thuộc 
2H gọi là điểm Lobachevsky. 

Nửa đường thẳng mở nằm trong 
2H  trực giao với Ox tại điểm thuộc Ox, hay nửa đường 

tròn mở nằm trong 
2H có tâm thuộc Ox, được gọi là đường thẳng Lobachevsky (còn gọi là 

đường thẳng Lob), mỗi cung đoạn của nó là một đoạn thẳng Lobachevsky (còn gọi là đoạn 

thẳng Lob) (xem [4]).  

Mỗi đường thẳng Lob bổ sung các điểm mút thuộc Ox thì gọi là đường trắc địa ứng với 

đường thẳng Lob đó. 
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2   TRƯỜNG ĐẠI  HỌC PHÚ YÊN 
 

 

Định nghĩa 1.1. Xét đoạn thẳng Lob nối hai điểm A, B ứng với cung có phương trình tham 

số ))(),(()( sysxs   với As )( 1 , Bs )( 2   )( 21 ss  . Khi đó độ dài Lobachevsky 

của đoạn thẳng Lob đó là:  

   

 
ds

sy

sysx
AB

s

s





2

1

2

22

)(

)(')('
)(  . 

  

Định lý 1.2.(xem [3]) Với đoạn thẳng Lob nối hai điểm BA, nằm trên một đường trắc địa.  

a) Nếu đường trắc địa đó là nửa đường tròn với hai mút OxSR ,  thì: 



























SB

SA

RB

RA
AB :ln)(  . 

b) Nếu đường trắc địa đó là nửa đường thẳng với mút OxR  thì: 















RB

RA
AB ln)(  . 

 

Ta kí hiệu như sau: 

2
)(     ,

2
)(

)()()()( ABABABAB ee
ABsh

ee
ABch

  



  . 

 

Rất nhiều nghiên cứu đã phát hiện ra nhiều hệ thức thú vị liên quan đến độ dài Lob của các 

cạnh và góc trong tam giác Lobachevsky (xem [ 1]). 

 

Trong hình học Euclide phẳng chúng ta đều biết đến Định lý Thales, vậy trong hình học 

Lobachebsky phẳng trên nửa mặt phẳng Pointcaré chúng ta có kết quả gì tương tự ? Bắt 

nguồn từ ý tưởng đó chúng tôi đưa ra khái niệm về trục và độ dài đại số Lobachevsky của 

cung đoạn định hướng, sau đó tìm mối quan hệ giữa các đoạn thẳng Lob tạo nên khi cho các 

trục chắn lên hai đường thẳng Lob cố định. 

 

Kết quả mà chúng tôi thu được là Định lý 2.1, Định lý 2.2 và Hệ quả 2.3.     

 

2. Một số kết quả 

 Xét đường trắc địa là nửa đường tròn với hai mút I, K (thuộc Ox). Ta qui ước gọi I 

là mút âm vô tân, K là mút dương vô tận. Chiều chuyển động dọc trên đường trắc địa đó, 

chạy về mút dương vô tận K gọi là chiều dương, chiều chuyển động ngược lại chạy về mút 

âm vô tận I gọi là chiều âm. Đường trắc địa ấy cùng với chiều chuyển động như trên gọi là 

trục cong Lobachevky (gọi đơn giản là trục).  

 

Trong lớp các trục cong có chung mút âm vô tận I cố định cho trước, với một cung đoạn 

định hướng bất kì nối từ A đến B ),( 2HBA  và nằm trên một trục, thì độ dài đại số 
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Lobachevsky của nó là một số được kí hiệu )(ABL , xác định như sau: 

 

)(             :ln)( *
IB

IA

KB

KA
ABL 
















  

Với K là mút còn lại của trục.  

Hàm L này gọi là hàm độ dài đại số Lobachevsky ứng với lớp các trục cong nói trên. 

 

 

 Nếu đường trắc địa là nửa đường thẳng vuông góc với Ox tại K. Ta qui ước gọi K là 

mút dương vô tận. Chiều chuyển động dọc trên đường trắc địa đó, chạy về mút dương vô 

tận K gọi là chiều dương, chiều chuyển động ngược lại gọi là chiều âm. Đường trắc địa ấy 

cùng với chiều chuyển động như trên cũng gọi là trục thẳng Lobachevky (gọi đơn giản là 

trục). 

 

Trong lớp các trục thẳng cùng vuông góc với Ox, với một đoạn định hướng bất kì nối từ A 

đến B ),( 2HBA   và nằm trên một trục, thì độ dài đại số Lobachevsky của nó là một số 

xác định như sau: 















KB

KA
ABL ln)(  . 

Với K là mút của trục. 

 

Hàm L này gọi là hàm độ dài đại số Lobachevsky ứng với lớp các trục thẳng nói trên. 

 

Ta dễ dàng thấy với các điểm bất kì A, B, C cùng thuộc một trục Lobachevsky thì: 

 

)()()(    ),()( ACLBCLABLBALABL   . 

 

Định lý 2.1. Cho hai đường thẳng Lob )( , )(  cố định. Một cặp hai trục thẳng )( ),( nm  

phân biệt; thay đổi và vuông góc với trục Ox. (m) cắt )( ),(   lần lượt tại A và B; (n) cắt 

)( ),(   lần lượt tại M và N. Khi đó: 
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)()(

)(

)( MNLABLe
NBsh

MAsh 
 là một hằng số không 

phụ thuộc hai trục (m), (n). 

Chứng minh. Gọi )H(x 0;2 , )G(x 0;1  tương ứng 

là mút của hai trục (m), (n). Không mất tính tổng 

quát ta xem .21 xx    

 

)( ),(   tương ứng là hai đường tròn mở có 

bán kính . , 21 RR  

 

).sin;cos(),sin;cos( 22221111 tRtRbBtRtRaA    

).  ,(   )sin;cos(),sin;cos( 423142423131 tttttRtRbNtRtRaM   

 

bxR

xbRt
,   

axR

xaRt
xtRbtRa











22

222

21

211
22211

2
tan

2
tancoscos

bxR

xbRt

axR

xaRt
xtRbtRa











12

124
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113
14231

2
tan   ,

2
tancoscos  

 

  
)(    

AH.MG
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)x(aR)x(aR

)x(xR
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t

t

e MA 1 

2
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2
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1

2
2

2
1

2
1

2
1

121

1

3

)( 





 

  
)(   

BH.NG

GHR

)x(bR)x(bR

)x(xR
sh(NB)

t

t

e NB 2   

2
tan

2
tan

2

2
2

2
2

2
1

2
2

122

2

4

)( 





 

 

Từ (1) và (2) suy ra: 

const
R

R
e

NBsh

MAsh
e

R

R

NG

MG

BH

AH

R

R

MAsh

NBsh MNLABLMNLABL  

2

1)()()()(

1

2

1

2

)(

)(
..

)(

)(
□ 

 

Định lý 2.2. Cho hai đường thẳng Lob )( , )(  cố định và I là điểm cố định trên Ox. Một 

cặp hai trục cong )( ),( nm  phân biệt; thay đổi nhưng luôn có chung mút âm vô tận I. (m) 

cắt )( ),(   lần lượt tại A và B; (n) cắt )( ),(   lần lượt tại M và N. Khi đó: 
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)()(

)(

)( MNLABLe
NBsh

MAsh 
 là một hằng số không phụ thuộc hai trục (m), (n). 

 

Chứng minh. Dùng một phép nghịch đảo tâm I  biến các trục cong (m), (n) thành hai trục 

thẳng vuông góc với Ox. 

 

Phép nghịch đảo với tâm là mút âm vô tận I 

không làm thay đổi độ dài đại số 

Lobachevsky trên các trục (m), (n). Phép 

nghịch đảo ấy cũng không làm thay độ dài 

Lobachevsky của các đoạn thẳng Lob. 

 

Áp dụng Định lý 2.1 thì có điều phải chứng 

minh.  □  

 

Hệ quả 2.3. Cho hai đường thẳng Lob )(  và )( . Ba trục phân biệt (m), (n), (k) là ba 

trục cong cùng có chung một mút âm vô tận, hoặc là ba trục thẳng cùng vuông góc với Ox. 

(m) cắt )( ),(   lần lượt tại A và B; (n) cắt )( ),(  lần lượt tại M và N; (k) cắt 

)( ),(  lần lượt tại C và D . Khi đó:  

 

)()(

)(

)(

)(

)( CDLABL e
NDsh

MCsh
e

NBsh

MAsh
 . 

 

Chứng minh. Từ Định lý 2.2 ta có: 

 

)()()()(

)(

)(

)(

)( MNLCDLMNLABL e
NDsh

MCsh
e

NBsh

MAsh    

Suy ra điều phải chứng minh. □ 

 

 

Ví dụ. Cho tam giác Lobachevsky với các đỉnh )4 ;4( ),3 ;5( BA  và C. Gọi M là điểm trên 

đường thẳng Lob (CA).  

Đường trắc địa qua A, B có hai mút )0 ;6(I  và 

K thuộc Ox.  

Đường trắc địa qua I, M  cắt đường thẳng Lob 

(CB) tại 1N ; đường trắc địa qua K, M  cắt 

đường thẳng Lob (CB) tại 2N .  
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Ta sẽ so sánh 
)(

)(

1

1

BNsh

CNsh
 và 

)(

)(

2

2

BNsh

CNsh
. 

 

Xét lớp các trục cong có chung mút âm vô tân I, hàm độ dài đại số Lobachevsky trên lớp 

trục này kí hiệu là 1L , theo hệ quả 2.3 ta có: 

)(

)(

)(

)(

1

)(

1

1

CNsh

MCsh
e

BNsh

MAsh ABL
  . 

Xét lớp các trục cong có chung mút âm vô tân K, hàm độ dài đại số Lobachevsky trên lớp 

trục này kí hiệu là 2L , theo hệ quả 2.3 ta có: 

)(

)(

)(

)(

2

)(

2

2

CNsh

MCsh
e

BNsh

MAsh ABL
  . 

Để ý từ công thức (*) suy ra )()( 21 ABLABL   do đó: 

)(

)(

)(

)(

2

2)(2

1

1 1

BNsh

CNsh
e

BNsh

CNsh ABL
  . 





























































2

3
ln

42

31
:

48

3i9
ln:ln)(1

i

i

iIB

IA

KB

KA
ABL   

)(

)(

4

9

)(

)(

)(

)(

1

12

3
ln2

1

1

2

2

BNsh

CNsh
e

BNsh

CNsh

BNsh

CNsh
  . 

3. Kết luận  

Định lý 2.1, Định lý 2.2 và Hệ quả 2.3 đã thể hiện mối quan hệ giữa các đoạn thẳng Lob 

tạo nên khi cho các truc chắn lên hai đường thẳng Lob.  

Kết quả thu được có thể áp dụng để khảo sát điều kiện thẳng hàng của các điểm, tính đồng 

quy của các đường thẳng Lob liên quan đến tam giác Lobachevsky.    
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