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Tóm tắt 

 Trong bài này, chúng tôi chứng minh rằng mọi môđun 1-chuỗi phải trên vành hoàn 

chỉnh phải đều là môđun cyclic và nơte; mọi môđun 1-chuỗi phải trên vành hoàn chỉnh trái đều 

là môđun cyclic và artin. Từ đó chúng tôi cũng thu được một số kết quả trong [GK], [Oshiro] 

và [KSX]. 

Từ khóa: vành artin, vành chuỗi. 

Abstract  

Some results on artinian serial rings 

In this article, we show that each 1-uniserial right module over right perfect ring is a 

cyclic and notherian module; each 1-uniserial right module over left perfect ring is a cyclic and 

artinian module. From there we also obtained some results in [GK], [Oshiro] and [KSX]. 
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1. Giới thiệu 

 Trong bài viết này, chúng tôi luôn giả thiết vành R đã cho là vành kết hợp có đơn vị 

1 0  và mọi R-môđun được xét là môđun unita. Với vành R, ta kí hiệu  Rad R  (hoặc J) 

để chỉ căn Jacobson và MR (RM) để chỉ M là một R-môđun phải (trái, tương ứng). Trong một 

ngữ cảnh cụ thể, khi không sợ nhầm lẫn về phía của môđun, để đơn giản ta viết môđun M 

thay vì RM . Kí hiệu N M  để chỉ N là môđun con của M. Tổng trực tiếp của hai môđun A 

và B được kí hiệu là A B . 

Một môđun RM  được gọi là artin nếu mọi tập khác rỗng các môđun con của nó đều 

có phần tử tối tiểu, môđun RM  được gọi là nơte nếu mọi tập khác rỗng các môđun con của 

nó đều có phần tử tối đại. Một vành R được gọi là artin (nơte, tương ứng) phải nếu môđun 

RR  là một môđun artin (nơte, tương ứng). Định nghĩa tương tự cho vành artin (nơte) trái. 

Khi R đồng thời là vành artin phải và artin trái, ta gọi R là vành artin. Một môđun RM  được 

gọi là 1-chuỗi nếu tập các môđun con của nó được sắp thẳng theo quan hệ bao hàm. Vành R 

được gọi là vành chuỗi phải nếu R có phân tích  

1 2R nR U U U    , 

trong đó các , 1, ,kU k n  là các môđun 1-chuỗi. Định nghĩa tương tự cho vành chuỗi 

trái. Khi R là đồng thời là vành chuỗi phải và chuỗi trái, ta gọi R là vành chuỗi. Lớp vành 

artin chuỗi (đồng thời là vành artin và vành chuỗi) có nhiều tính chất mang lại những kết 

quả phong phú cho chuyên ngành hẹp Lý thuyết vành nói riêng và chuyên ngành Đại số và  

lý thuyết số nói chung. Những khái niệm và kết quả liên quan không đề cập trong bài viết 

này, chúng ta có thể tìm thấy trong các tài liệu [AF], [Kasch] và [MNK]. 
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Ví dụ 1.1.  Cho K  là một trường, R là vành ma trận tam giác trên cấp 2, có các phần tử 

thuộc trường K, 

0

K K
R

K

 
  
 

. 

Khi đó, R là vành artin chuỗi với  
2

0J R  . 

Ví dụ 1.2.  Cho R là vành ma trận tam giác trên cấp 2, có các phần tử thuộc trường các số 

thực và trường các số phức,  

0
R

 
  
 

. 

Khi đó, R là vành artin phải và trái. Ta có 
0 0

0 0 0
RR

   
    
   

, suy ra  R là vành chuỗi 

phải. Ngoài ra, 
0 0

0 0 0
R R

   
    
   

  và ta có 
0

0

 
 
 

 không là môđun 1-chuỗi trái. 

Vậy R không là vành chuỗi trái.  

 

2. Kết quả 

Trước hết, chúng ta nhắc lại các đặc trưng của môđun artin và môđun nơte. 

Mệnh đề 2.1 (Kacsh, Theorem 6.1.2 II).  Cho môđun RM  và A M . Các điều kiện sau là 

tương đương: 

a) Môđun RM  là nơte; 

b) A và M A  là các môđun nơte; 

c) Mọi dãy tăng 1 2 nA A A     các môđun con của M đều dừng; 

d) Mỗi môđun con của RM  là hữu hạn sinh; 

e) Đối với mỗi tập hợp  |iA i I   những môđun con của M, tồn tại tập hữu hạn 

0I I  sao cho 
0

i i

I I

A A  . 

Mệnh đề 2.2 (Kacsh, Theorem 6.1.2 I).  Cho môđun 
R

M  và A M . Các điều kiện sau là 

tương đương: 

a) Môđun RM  là artin; 

b) A và M A  là các môđun artin; 

c) Mọi dãy giảm 1 2 nA A A     các môđun con của M đều dừng; 

d) Mỗi môđun con của RM  là hữu hạn đối sinh; 

e) Đối với mỗi tập hợp  |iA i I   những môđun con của M, tồn tại tập hữu hạn 

0I I  sao cho 

0

i i

I I

A A . 



 

 

TẠP CHÍ KHOA HỌC SỐ 16 * 2017  3 

  

 
Một mở rộng đẹp của lớp vành  artin phải kể đến đó là lớp vành hoàn chỉnh. Sau đây là 

một số đặc trưng của vành hoàn chỉnh trái. 

Mệnh đề 2.3 (AF, Theorem 28.4).  Cho vành R với  J J R . Khi đó các phát biểu sau là 

tương đương: 

a) R là vành hoàn chỉnh trái; 

b) R J  là nửa đơn và J là T-lũy linh trái; 

c) R J  là nửa đơn và mọi R-môđun trái khác không đều chứa một môđun con cực 

đại; 

d) Mọi R-môđun trái dẹt đều xạ ảnh; 

e) R thỏa mãn DCC trên các iđêan phải chính; 

f) R không chứa tập vô hạn các lũy đẳng trực giao và mọi R-môđun phải khác không 

đều chứa một môđun con cực tiểu. 

Mệnh đề 2.4 (Jonah, Main theorem). Một vành R là hoàn chỉnh trái nếu và chỉ nếu nó thỏa 

mãn ACC trên các môđun trái cyclic.  

Định lí 2.5.  Cho R là một vành. 

a) Nếu R là hoàn chỉnh phải, thì mọi R-môđun phải 1-chuỗi là cyclic và nơte;  

b) Nếu R là hoàn chỉnh trái, thì mọi R-môđun phải 1-chuỗi là cyclic và artin. 

Chứng minh. 

a) Cho M  là một môđun 1-chuỗi bất kỳ. Để chứng minh M  là môđun nơte, ta chỉ cần 

chứng minh mọi môđun con của M  là hữu hạn sinh. Thật vậy, xét U là một môđun con bất 

kỳ của M. Ta xét dãy tăng các môđun con cyclic của U: 1 2 nV V V      Theo 

Mệnh đề 2.4, ta có n  thỏa mãn n k nV V   với mọi k . Từ đây suy ra rằng tập các 

môđun con cyclic của U có phần tử tối đại, ta gọi phần tử tối đại đó là 
*U . Ta khẳng định 

rằng 
*U U . Thật vậy, nếu 

*U U  thì tồn tại phần tử 
*\x U U  thỏa mãn 

*U xR U  . 

Điều này mâu thuẫn với tính cực đại của 
*U . Từ đây ta suy ra M là môđun cyclic và nơte. 

b) Cho M  là một môđun 1-chuỗi bất kỳ và 1 2 nV V V     là dãy tăng các 

môđun con của M. Đặt 
1

i

i

B V




 . Áp dụng Mệnh đề 2.3 ta có mọi R-môđun phải trên vành 

hoàn chỉnh trái đều chứa một môđun con cực tiểu. Vì B M  nên có môđun con *B M  

thỏa mãn *B B  và 
*B B  là đơn. Hơn nữa, vì M là môđun 1-chuỗi và *B  không thể chứa 

trong iV  với mọi i . Vậy tồn tại k  thỏa mãn 
*

kV B  và như vậy 1kB V  . Điều 

này có nghĩa là M thỏa mãn DCC trên các môđun con của nó. Vậy M là môđun artin.  

Hệ quả 2.6 (KSX, Proposition 2.8). Cho R là vành chuỗi trái. Nếu R là vành hoàn chỉnh 

phải hoặc là vành hoàn chỉnh trái, thì R là vành artin trái. 

Chứng minh.   

 Giả thiết R là vành chuỗi trái nên  

1 2R nR U U U    , 

trong đó các môđun trái , 1, ,iU i n  là các môđun chuỗi.  
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Giả sử R là vành hoàn chỉnh phải. Áp dụng Định lí 2.5 b), ta có mọi , 1, ,iU i n  

là các môđun cyclic và artin. Từ đó suy ra R là vành artin trái. 

Giả sử  R là vành hoàn chỉnh trái. Áp dụng Định lí 2.5 a), ta có mọi , 1, ,iU i n  

là các môđun nơte. Vì vậy R là vành nơte trái, kết hợp với R là vành hoàn chỉnh trái ta suy 

ra R là vành artin trái.       

Hệ quả 2.7 (GK, Theorem 5.11). Một vành chuỗi hoàn chỉnh phải là vành artin (phải và 

trái). 

Chứng minh.  

 Vì R là vành chuỗi phải hoàn chỉnh phải nên áp dụng Hệ quả 2.6 ta được R là vành 

artin trái. Hơn nữa, vì R cũng là vành chuỗi trái nên áp dụng Hệ quả 2.6 lần nữa ta được R là 

vành artin phải. Vậy R là vành artin.     
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