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MOT SO KET QUA VE VANH ARTIN CHUOI
Lé Pirc Thoang”

Tém tat

Trong bai ndy, ching téi chitng minh rang moi médun 1-chudi phdi trén vanh hodn
chinh phai déu la médun cyclic va note; moi médun 1-chudi phdi trén vanh hoan chinh trai déu
la médun cyclic va artin. Tir d6 ching t6i ciing thu diroc mot sé két qua trong [GK], [Oshiro]
va [KSX].

Tir khéa: vanh artin, vanh chudi.
Abstract

Some results on artinian serial rings

In this article, we show that each 1-uniserial right module over right perfect ring is a
cyclic and notherian module; each 1-uniserial right module over left perfect ring is a cyclic and
artinian module. From there we also obtained some results in [GK], [Oshiro] and [KSX].

Key words: artinian rings, serial rings

1. Giéi thiéu

Trong bai viét nay, chiing toi ludn gia thiét vanh R di cho 1a vanh két hop c6 don vi
1+ 0 va moi R-mddun duge xét 1a modun unita. V4i vanh R, ta ki hiéu Rad (R) (hodc J)
dé chi cin Jacobson va Mg (M) dé chi M 1a mot R-modun phai (trai, twong tng). Trong mot
ngit canh cu thé, khi khong s¢ nhim 1an vé phia ctia modun, dé don gian ta viét médun M
thay vi M. Kihiéu N <M dé chi N 1a modun con cia M. Tong tryc tiép ctia hai modun A
vaB dugckihiéula A@B.

Mot modun My duoc goi la artin néu moi tap khac rong cac moédun con ciia nd déu
c6 phan tir toi tieu, modun M, duge goi 1a note néu moi tip khac rdng cac modun con cuia
n6 déu co phﬁn ttr t6i dai. Mot vanh R duge goi la artin (note, twong ng) phai néu mddun
Ry 1a mot modun artin (note, twong ung). Pinh nghia twong tu cho vanh artin (note) trai.
Khi R déng thoi la vanh artin phai va artin trai, ta goi R la vanh artin. Mot médun M, duoc
goi 13 1-chudi néu tap cac modun con ciia nd duge sép thing theo quan hé bao ham. Vanh R
dugc goi 1a vanh chudi phai néu R ¢6 phan tich

R, =U,@U,®---@U_,
trong d6 cac U,, k=1,...,n 1a cdc moédun 1-chudi. Pinh nghia twong ty cho vanh chudi
trai. Khi R 1a dong thoi 1a vanh chudi phai va chudi trai, ta goi R 1a vanh chudi. Lép vanh
artin chudi (dong thoi 1 vanh artin va vanh chudi) ¢é nhiéu tinh chat mang lai nhiing két
qua phong phi cho chuyén nganh hep Ly thuyét vanh noi riéng va chuyén nganh Dai s6 va
ly thuyét s6 n6i chung. Nhitng khai niém va két qua lién quan khong d& cap trong bai viét
nay, chung ta c6 thé tim thdy trong céc tai liéu [AF], [Kasch] va [MNK].
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Vi du 1.1. Cho K 13 mét truong, R 12 vanh ma trin tam giac trén cép 2, co cac phan tir
thudc truong K,
K K
R= .
0 K
Khi do, R 12 vanh artin chudi véi J (R)” =0.

Vi du 1.2. Cho R 1a vanh ma tran tam giac trén cdp 2, co cac phan tir thudc trudng cac sd
thuc va trudng cac so phiic,

R C
R= :
0 C
: s s . . . R C| |0 O -
Khi d6, R la vanh artin phai va trai. Taco Ry = 0 0 + o cl suy ra R la vanh chuoi

: : R O j0Cp o~ |10C X o g
phai. Ngoai ra, ;R = + va ta co khong la modun 1-chuoi trai.
0 0| |0 C 0 C

Vay R khéng 1a vanh chudi tréi.

2. Két qua
Trude hét, chung ta nhic lai cac dic trung cia modun artin va médun note.
Mgénh dé 2.1 (Kacsh, Theorem 6.1.2 ). Cho médun M, va A<M . Cdc diéu kién sau la
twong duong:
a) Modun My la note;

b) Ava M/A la cac médun note;
C) Moidayting A< A <---< A <. cac mddun con ciia M déu dimg;
d) Méi médun con cia My, la hitu han sinh;

e) Daéi véi moi tdp hop {A |ie I};t @ nhitng médun con ciia M, ton tai tdp hitu han
l,c1saocho > A=Y A.
| T

Mgénh dé 2.2 (Kacsh, Theorem 6.1.2 ). Cho médun M, va A<M . Céc diéu kién sau la
twong dvwong:

a) Moédun My la artin;

b) Ava M/A la cdc médun artin;

¢) Moiday giam A’> A, >---> A > - cac mddun con ciia M déu dimg;

d) Moi médun con ciia My, la hitu han doi sinh;

e) Poi véi moi tip hop {A |ie I};t & nhitng médun con ciia M, ton tai tdp hiru han

l, =1 saocho (A =[)A.
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Mot mé rong dep cua 16p vanh artin phai ké dén do 1a 16p vanh hoan chinh. Sau déy 1a
mot sb dic trung ctia vanh hoan chinh trai.

M¢énh dé 2.3 (AF, Theorem 28.4). Cho vanh R véi J =J(R). Khi dé cdc phdt biéu sau la
twong dwong:

a) R la vanh hoan chinh trai,

b) R/J la nita don va J la T-liy linh trdi;

¢) R/J la nita don va moi R-médun trdi khdc khéng deu chira mét médun con cuc

dai;

d) Moi R-médun trdi det déu xa anh;

e) R thoa man DCC trén cdc idéan phdi chinh;

f) R khong chira tdp vé han cdc lity ddng truc giao va moi R-médun phdi khdac khéng

déu chira mét médun con cuc tiéu.
Ménh dé 2.4 (Jonah, Main theorem). Mot vanh R la hodn chinh trdi néu va chi néu né théa
man ACC trén cac modun trdi cyclic.
Pinh 1i 2.5. Cho R /a mét vanh.
a) Néu R la hoan chinh phdi, thi moi R-médun phai 1-chudi la cyclic va note;
b) Néu R la hoan chinh trdi, thi moi R-médun phdi 1-chudi la cyclic va artin.
Chtng minh.

a) Cho M 12 mot modun 1-chudi bat ky. Dé ching minh M 13 médun note, ta chi can
chirng minh moi médun con cia M 1a hitu han sinh. That vay, xét U 1a m¢t modun con bét
ky cia M. Ta xét day ting cac modun con cyclic cua U: V, <V, <..-.<V_ <-..- Theo
Ménh d 2.4, tac6 neN thoéa man V., =V, véi moi k e N. Tur day suy ra rang tap cic
modun con cyclic ciia U ¢ phan tir toi dai, ta goi phan tir tdi dai d6 1a U ™. Ta khing dinh
rang U™ =U . That vay, néu U” #U thi ton tai phan tt XU \U” théaman U <xR=U .
Diéu nay mau thuin véi tinh cuc dai cua U™, Tir day ta suy ra M 1a modun cyclic va note.

b) Cho M 1a mot mddun 1-chudi bat ky va V, >V, >--->V_ >... la ddy ting cac

modun con cua M. Bat B = ﬂVi . Ap dung Ménh d& 2.3 ta c6 moi R-modun phai trén vanh
i=1

hoan chinh trai déu chira mot modun con cuc tiéu. Vi B=M nén c6 mdédun con B" <M
théa man B<B" va B"/B 1a don. Hon nita, vi M 1a médun 1-chudi v B" khong thé chira
trong V, v&i moi i € N. Vay ton tai ke N thoa man V, =B~ va nhu vay B=V, ,. Diéu
nay c6 nghia 12 M thoa man DCC trén cac médun con cua nd. Vay M la modun artin. [
Hé qua 2.6 (KSX, Proposition 2.8). Cho R la vanh chuéi trdi. Néu R la vanh hoan chinh
phai hodc la vanh hoan chinh trdi, thi R la vanh artin trdi.
Chirng minh.
Gia thiét R 1a vanh chudi trai nén
R=U,0U,®---@U_,

n
trong d6 cac modun trai U, i =1,...,n 1a cdc médun chuoi.
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Gia st R 12 vanh hoan chinh phai. Ap dung Pinh 1i 2.5 b), ta c6 moi U,i=L...,n
la cac modun cyclic va artin. Tur d6 suy ra R 1a vanh artin trai.

Gia sir R la vanh hoan chinh trdi. Ap dung Pinh 1i 2.5 @), ta co moi U,,i=1,...,n
1 cac médun note. Vi vay R 1 vanh note trai, két hop voi R 1a vanh hoan chinh trai ta suy
ra R la vanh artin trai. O

Hé qua 2.7 (GK, Theorem 5.11). Mgt vanh chudi hoan chinh phdi la vanh artin (phdi va
trai).
Chirng minh.

Vi R 1a vanh chudi phai hoan chinh phdi nén 4p dung Hé qua 2.6 ta duoc R la vanh
artin trai. Hon nita, vi R ciing 13 vanh chudi trai nén ap dung Hé qua 2.6 1an nita ta duoc R 12
vanh artin phai. Vay R 1a vanh artin. d
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