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TÓM TẮT 
Trong bài báo này, chúng tôi trình bày kết quả của một thực nghiệm về các sai lầm của sinh 

viên (SV) ngành Toán khi giải quyết các kiểu nhiệm vụ (KNV) liên quan đến ứng dụng của tích phân 
xác định của hàm một biến thực (UDTPXĐHMBT). Các KNV được quan tâm đến trong thực nghiệm 
liên quan đến việc tính diện tích của một hình phẳng giới hạn được xét trong hệ tọa độ Descartes và 
hệ tọa độ cực. Các sai lầm mà sinh gặp phải xuất phát từ những ràng buộc của thể chế Toán của hai 
Trường Đại học Khoa học Tự nhiên và Đại học Sài Gòn. Kết quả nghiên cứu giúp các nhà đào tạo 
sư phạm có thể hình dung được những trở ngại mà sinh viên gặp phải khi tiếp cận vai trò công cụ 
của Tích phân xác định của hàm một biến thực. 

Từ khóa: quy tắc hành động; diện tích hình phẳng; tích phân xác định; sai lầm; chướng ngại 
 

1. Mở đầu 
1.1. Sai lầm và chướng ngaị 

Theo Brousseau (1983, p. 171),  
Sai lầm không phải chı̉ là hậu quả của sư ̣không biết, không chắc chắn, ngẫu nhiên, như cách 
nghĩ của những người theo chủ nghıã kinh nghiệm và chủ nghıã hành vi, mà còn có thể là hậu 
quả của những kiến thức đa ̃có từ trước, những kiến thức đã từng có ı́ch đối với việc hoc̣ trước 
kia, nhưng lại là sai, hoặc đơn giản là không còn phù hơp̣ nữa đối với việc lıñh hội tri thức 
mới. Những sai lầm thuộc loaị này không phải thất thường hay không dư ̣đoán được. Chúng 
tạo thành chướng ngaị. Trong hoaṭ động của giáo viên cũng như trong hoaṭ động của hoc̣ sinh, 
sai lầm bao giờ cũng góp phần xây dưṇg nên nghıã của kiến thức được thu nhận bởi những 
chủ thể này.  
Như vậy, theo G. Brousseau (1983), nếu ở hoc̣ sinh có những sai lầm nào đó mang 

tı́nh hời hơṭ, hết sức riêng biệt, thı̀ cũng còn có những sai lầm khác không phải ngâũ nhiên 
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được sinh ra. Những sai lầm đó không nằm ngoài kiến thức, chúng chı́nh là biểu hiện của 
kiến thức. Ở cùng một chủ thể, những sai lầm khác nhau có thể có chung một nguồn gốc.  
1.2. Chướng ngại có nguồn gốc sư phạm 

Theo Brousseau (1983), chướng ngại có nguồn gốc sư phạm là chướng ngại dường 
như chỉ phụ thuộc vào sự lựa chọn của hệ thống dạy học. Để xác định chướng ngại có nguồn 
gốc sư phạm, cần thực hiện một phân tích các giáo trình được sử dụng trong dạy học để làm 
rõ tri thức cần dạy được chuyển hóa như thế nào từ cấp độ tri thức bác học, được đưa vào 
giáo trình như thế nào, bao gồm các dạng bài toán gì, có mối liên kết với các tri thức khác 
như thế nào, và ảnh hưởng tác động qua lại giữa các tri thức với nhau. 

Trong nghiên cứu này, chướng ngại có nguồn gốc sư phạm sẽ được nhận diện qua 
nghiên cứu phân tích giáo trình được sử dụng cho việc giảng dạy Ứng dụng của Tích phân 
xác định hàm một biến thực. 
1.3. Quy tắc hành động 

Một quy tắc hành động là một mô hình được xây dựng nhằm giải thích và chỉ rõ những kiến 
thức mà học sinh đã sử dụng để đưa ra câu trả lời khi thực hiện một nhiệm vụ xác định. Quy 
tắc hành động này liên quan đến một hay nhiều tính chất toán học gắn bó rất chặt chẽ với các 
quy trình hay câu trả lời của học sinh… 
Các quy tắc hành động này – được chỉ rõ qua việc nghiên cứu những câu trả lời sai của học 
sinh, vẫn có thể mang lại câu trả lời đúng trong một số tình huống. (Bessot, Comiti, Le, &  
Le, 2009, p. 81) 
Để thuận tiện cho việc trình bày, chúng tôi gọi thể chế Toán của Trường Đại học Khoa 

học Tự nhiên  là thể chế K, thể chế Toán của Trường Đại học Sài Gòn là thể chế S, giáo trình 
Giải tích – Hàm một biến được sử dụng trong thể chế K là giáo trình K, và giáo trình Giải 
tích toán học I được sử dụng trong thể chế S là giáo trình S. 
2. Một số ghi nhận và giả thuyết nghiên cứu 
2.1. Một kết quả nghiên cứu ban đầu 

Thực tế dạy học cho thấy, dù tiếp cận UDTPXĐHMBT ở lớp 12 (Ministry of 
Education and Training, 2009) và năm thứ nhất đại học, nhưng vẫn tồn tại ở SV một số sai 
lầm, chẳng hạn thiết lập không đúng công thức tích phân tính diện tích của miền được giới 
hạn bởi các đường. Xuất phát từ thực tiễn trên, ngày 26/3/2020 chúng tôi tiến hành một khảo 
sát ban đầu đối với 14 SV năm nhất đã kết thúc phần UDTPXĐHMBT trong Giải tích: 9 SV 
của thể chế S và 5 SV của thể chế K. Mục đích của khảo sát là nhằm tìm hiểu quan niệm của 
SV về UDTPXĐHMBT sau khi học xong học phần trên. Các SV này thuộc ngành Toán Lí 
thuyết thuộc thể chế K, và ngành Sư phạm Toán và Toán Ứng dụng thuộc thể chế S. Chúng 
tôi lựa chọn các SV thuộc nhiều ngành Toán khác nhau để quan sát xem các sai lầm họ gặp 
phải có giống nhau hay không sau khi học cùng một nội dung tri thức về UDTPXĐHMBT. 
Nội dung khảo sát là một bài toán tính diện tích của một hình phẳng (không cho kèm hình vẽ): 

Bài toán. Tính diện tích hình phẳng (H) giới hạn bởi đường (C): x2 – 3y2 – 1 = 0 và 
đường thẳng (d): x – y + 3 = 0.  
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Mục tiêu của bài toán này là nhằm tìm hiểu xem SV có tính được diện tích của một 
hình phẳng giới hạn bởi hai đường giao nhau bất kì không. Chúng tôi đã lựa chọn hình phẳng 
(H) giới hạn bởi một đường thẳng và một nhánh của hyperbol, nhằm tìm hiểu xem SV sẽ 
ứng xử như thế nào với một đường cong không phải là đồ thị của một hàm số khi tính diện 

tích hình phẳng (H). Kết quả mong đợi của bài toán là 𝑆𝑆 = 15
2

+ 1
2√3

𝑙𝑙𝑙𝑙 �7−4√3
2+√3

� (đvdt) 

Kết quả khảo sát có 6 SV trình bày lời 
giải đúng với hình vẽ kèm theo, trong đó 4 
SV tính tích phân theo biến x và chia hình 
phẳng thành hai miền giới hạn bởi đồ thị của 
hai hàm số. Hai SV còn lại đã tính tích phân 
theo biến y. Trong số 8 bài giải không đúng, 
có 7 SV sau khi xác định hoành độ giao điểm 
của (C) và (d), từ phương trình của (C) đã 
chọn một phương trình biểu diễn y theo x và 
kết hợp với phương trình của (d) để thiết lập 
công thức tính diện tích 

𝑆𝑆 = ∫ |𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑔𝑔(𝑥𝑥)|𝑑𝑑𝑥𝑥𝑏𝑏
𝑎𝑎 . SV còn lại sau khi 

xác định hoành độ giao điểm của (C) và (d), 
đã không viết được hàm dưới dấu tích phân.  

Như vậy, kết quả khảo sát cho thấy, 
hầu hết SV đều sử dụng chiến lược xác định 
hàm số y theo biến x từ phương trình của 
đường hyperbol và sử dụng công thức 

 𝑆𝑆 = ∫ |𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑔𝑔(𝑥𝑥)|𝑑𝑑𝑥𝑥𝑏𝑏
𝑎𝑎  để tính diện tích 

hình phẳng. Kĩ thuật tính bao gồm các 
bước: biểu diễn y theo x, tìm hoành độ giao 
điểm, lập hiệu của hai hàm số, tính tích 
phân của giá trị tuyệt đối của hiệu hai hàm 
số. Tuy nhiên, kĩ thuật này không cho giá 

trị đúng của diện tích hình phẳng cần tìm vì việc chọn hàm số 𝑦𝑦 = �𝑥𝑥2−1
3

 (𝐶𝐶1)  hay 

𝑦𝑦 = −�𝑥𝑥2−1
3

(𝐶𝐶2) đều dẫn đến miền được tính diện tích không phải là miền cần tính diện 

tích. Rõ ràng hơn, nếu SV chọn hàm số 𝑦𝑦 = �𝑥𝑥2−1
3

 thì miền được tính diện tích là hình tam 

Hình 1. Chiến lược xác định hàm số y 
theo x 

Hình 2. Hình (H) giới hạn bởi (C) và (d) 
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giác nằm phía trên đường thẳng (d), và nếu chọn hàm số 𝑦𝑦 = −�𝑥𝑥2−1
3

 thì miền được tính 

diện tích không bao gồm phần diện tích trong đoạn [−2,−1] (xem Hình 1). 
2.2. Ứng dụng tích phân xác định của hàm một biến thực trong hai thể chế Toán  
đại học 

Tích phân xác định của hàm một biến thực (TPXĐHMBT) và UDTPXĐHMBT được 
dạy cho SV năm nhất của ngành Toán trong cả hai thể chế K và thể chế S. Lí do lựa chọn 
hai thể chế này là vì thể chế K là cơ sở đào tạo SV chuyên ngành Toán Lí thuyết, thể chế S 
là cơ sở đào tạo SV ngành Toán Ứng dụng và Sư phạm Toán học. 
2.3. Thể chế Toán K của Trường Đại học Khoa học Tự nhiên 

Trong thể chế K, TPXĐHMBT được giảng dạy cho SV năm thứ nhất ở học kì I và 
nằm trong học phần Vi tích phân 1A. Thời lượng cho học phần này là 60 tiết, gồm 30 tiết lí 
thuyết và 30 tiết bài tập. (University of Sciences, 2016)  

UDTPXĐHMBT được trình bày trong chương 5: “Phép tính tích phân” của giáo trình 
Giải tích – Hàm một biến, ở bài 4: “Ứng dụng tích phân” và đề cập đến 6 ứng dụng chính: 
Tính diện tích hình phẳng, Tính thể tích vật thể, Tính độ dài của cung, Tính diện tích mặt 
tròn xoay, Tính khối lượng vật thể, Tính moment và trọng tâm. (Dang, Dinh, Nguyen, & 
Nguyen, 2012) 
2.4. Thể chế Toán S của Trường Đại học Sài Gòn 

Trong thể chế S, TPXĐHMBT được giảng dạy ở học kì I cho SV năm thứ nhất và nằm 
trong học phần Giải tích toán học I. Thời lượng cho học phần này là 90 tiết, gồm 60 tiết lí 
thuyết và 30 tiết bài tập. (Saigon University, 2016) 

UDTPXĐHMBT được trình bày trong chương 2: “Tích phân xác định và Tích phân 
suy rộng” của giáo trình Giải tích toán học I phần 2, ở bài 3: “Ứng dụng tích phân” và đề 
cập đến 6 ứng dụng chính: Tính diện tích hình phẳng, Tính thể tích vật thể, Tính độ dài của 
cung, Tính diện tích mặt tròn xoay, Khối lượng bản mỏng, Ứng dụng vào xác suất. (Pham, 
Dang, Dinh, & Le, 2020) 
2.5. Kết quả phân tích mối quan hệ thể chế K và S đối với UDTPXĐHMB 

Phân tích hai giáo trình S và K cho thấy sự tồn tại 8 KNV liên quan đến UDTPXĐHMB 
được trình bày trong Bảng 1.  

Bảng 1. Các KNV liên quan UDTPXĐHMBT trong hai thể chế S và K 

Kiểu nhiệm vụ Thể chế S Thể chế K 
Ví dụ Bài tập Tổng Ví dụ Bài tập Tổng 

T1: Tı́nh diện tı́ch hı̀nh phẳng giới haṇ 
bởi đồ thi ̣ của hàm số y = f (x) và trục Ox 1 2 3/14    

T2: Tıńh diện tıćh hıǹh phẳng giới haṇ 
bởi đồ thi ̣ của hai hàm số  
𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥), 𝑦𝑦 = 𝑔𝑔(𝑥𝑥) 

2 1 3/14 0 1 1/3 
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T3: Tính diện tích hình phẳng giới hạn 
bởi đồ thị của ba hàm số  
𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥), 𝑦𝑦 = 𝑔𝑔(𝑥𝑥), 𝑦𝑦 = ℎ(𝑥𝑥) 

0 2 2/14    

T4: Tính diện tích hình phẳng giới hạn 
bởi một đường khép kín có phương 
trình cho trước 

0 1 1/14    

T5: Tıńh diện tıćh hıǹh phẳng giới haṇ 
bởi hai đường có phương trình cho 
trước 

0 2 2/14    

T6: Tính diện tích hình thang cong giới 
hạn bởi đường cho bởi phương trình 

tham số �𝑥𝑥 = 𝑥𝑥(𝑡𝑡)
𝑦𝑦 = 𝑦𝑦(𝑡𝑡)  trên đoạn  

[α , β] 

1 0 1/14 0 1 1/3 

T7: Tính diện tích hình quạt cong giới 
hạn bởi đồ thị của hàm  
𝑟𝑟 = 𝑟𝑟(𝜑𝜑) trên đoạn [α , β] 

1 0 1/14    

T8: Tıńh diện tıćh hıǹh phẳng giới haṇ 
bởi đồ thi ̣ của hai hàm r = r1(ϕ),  
r = r2(ϕ) 

0 1 1/14 0 1 1/3 

Qua phân tích hai giáo trình K và S, cho phép rút ra một số điểm tương đồng về cách 
xây dựng các KNV trong hai thể chế K và S như sau: 

- Phân loaị các bài toán diện tı́ch thành ba nhóm: hı̀nh thang cong trong toạ độ Descartes, 
hı̀nh quaṭ cong trong toạ độ cưc̣ và hı̀nh thang cong giới hạn bởi đường cho bởi phương trình 
tham số.  

- Đều xuất hiện KNV tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị của hai hàm số, diện 
tích hình thang cong giới hạn bởi đường cho bởi phương trình tham số trên đoạn [α, β], diện 
tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hai hàm trong tọa độ cực. 

- Số lượng bài tập gắn với hệ tọa độ Descartes nhiều hơn (14/17) so với số lượng bài tập 
gắn với hệ tọa độ cực. Trong số 14 bài tập đó, số bài tập tính diện tích hình phẳng giới hạn 
bởi đồ thị của hàm số theo biến x chiếm đa số (9/14), trong khi chỉ có 3/14 bài tập tính diện 
tích hình phẳng giới hạn bởi đường cong có phương trình cho trước và trong đó chỉ có một 
bài được hướng dẫn tính diện tích theo biến y. Mặt khác, khi giải quyết bài toán tính diện 
tích hình phẳng giới hạn bởi các đường, thể chế không trình bày bước kiểm tra một đường 
hay một phần của đường có phải là đồ thị hàm số hay không. 

- Các KNV gắn liền với tính diện tích hình quạt cong hoặc hình phẳng trong tọa độ cực 
chưa đa dạng và số lượng bài tập gắn liền với tọa độ cực khá nhỏ (3/17). Hơn nữa, chỉ có 1 ví 
dụ tính diện tích hình quạt cong trong tọa độ cực với bài giải được đưa ra (trong thể chế S). 
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- Trong cả hai thể chế K và S, công thức và kĩ thuật giải quyết KNV tính diện tích hình 
phẳng giới hạn bởi đồ thị của hai hàm số trong tọa độ cực đều không được trình bày ngoại 
trừ công thức tính diện tích hình quạt cong giới hạn bởi đồ thị của một hàm số. Có thể hai 
thể chế ngầm ẩn SV sẽ sử dụng kĩ thuật hiệu của hai diện tích để giải quyết các bài toán tính 
diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị của hai hay ba hàm số. Tuy nhiên, SV có thể sử 
dụng kĩ thuật tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hai hàm số trong tọa độ Descartes: 
tìm hoành độ giao điểm của hai đồ thị, lập hiệu của hai hàm số, và tính tích phân của hiệu 
hai hàm số trên đoạn xác định bởi hoành độ của hai giao điểm, và lấy giá trị dương. Kĩ thuật 
này là một quy tắc hành động R, hợp lí nếu xét trong hệ tọa độ Descartes, nhưng trong một 
số tình huống có thể dẫn đến kết quả sai nếu xét trong hệ tọa độ cực. Lí do là vì, hiệu của hai 
hàm số trong hệ tọa độ Descartes là dương nếu đồ thị hàm số thứ nhất nằm phía trên đồ thị 
hàm số thứ hai xét theo phương thẳng đứng, nhưng trong hệ tọa độ cực hiệu này là dương 
nếu hai đồ thị nằm trên cùng đoạn xác định bởi hướng của hai giao điểm và đồ thị hàm số 
thứ nhất nằm ở vị trí xa tâm O hơn đồ thị hàm số thứ hai. Hơn nữa, phần đồ thị của hai hàm 
số giới hạn hình phẳng cần tính diện tích không phải lúc nào cũng nằm trên cùng đoạn xác 
định bởi hướng của hai giao điểm. 
2.6. Giả thuyết nghiên cứu  

Từ các kết quả từ ghi nhận thực tế và phân tích mối quan hệ thể chế K và S đối với 
UDTPXĐHMBT, cho phép chúng tôi rút ra giả thuyết nghiên cứu sau: 

H: Tồn tại chướng ngại có nguồn gốc sư phạm trong hai thể chế K và S đối với 
UDTPXĐHMB, gắn liền với “công thức tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hai 
hàm số trong tọa độ Descartes”. Chướng ngại này biểu hiện bằng quy tắc hành động R và là 
nguyên nhân gây ra sai lầm của SV như sau: 

Khi tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị của hai hàm trong tọa độ cực, tồn tại 
sai lầm trong việc thiết lập công thức tích phân tính diện tích của hình phẳng đó.  

Để kiểm chứng giả thuyết nghiên cứu, chúng tôi thiết kế và tiến hành một thực nghiệm 
trên SV ngành Toán của cả hai thể chế K và S. 
3. Thực nghiệm 
 Thực nghiệm được tiến hành vào 20/01/2021 trên 97 SV, trong đó gồm 47 sinh viên 
ngành Toán học của thể chế K, 50 SV ngành Sư phạm Toán học của thể chế S. Tất cả 97 SV 
đều là thuộc năm nhất vừa hoàn thành xong học phần “Vi tích phân 1A” (trong thể chế K) 
hay “Giải tích Toán học I” (trong thể chế S). 
3.1. Nội dung thực nghiệm 
 Thực nghiệm bao gồm 2 bài toán tự luận yêu cầu tính diện tích hình phẳng giới hạn 
bởi hai đường trong tọa độ cực.  

Bài toán 1. Đường cong hoa hồng bốn cánh cho bởi hàm 𝑟𝑟 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑙𝑙2𝜑𝜑 và đường tròn 
bán kính 𝑟𝑟1 = 1/2 được vẽ trong cùng hệ tọa độ cực (Hình 3). Gọi (H) là phần trong của 
đường 𝑟𝑟 = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑙𝑙2𝜑𝜑 và nằm trong đường tròn bán kính 𝑟𝑟1 = 1/2. Hãy tính diện tích của (H). 
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Bài toán 2. Tính diện tích phần trong của đường cardioid 𝑟𝑟 = 2(1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜑𝜑) nằm trong 

đường tròn bán kính 𝑟𝑟1 = 3 (Hình 4). 
Mục đích của hai bài toán 1 và 2 là nhằm xác định sai lầm của SV trong việc thiết lập 

công thức tích phân tính diện tích. Đáp án của Bài toán 1 là 𝑆𝑆(𝐻𝐻) = 𝜋𝜋
3
− √3

4
 (đơn vị diện tích). 

Đáp án của Bài toán 2 là 𝑆𝑆(𝐻𝐻) = 7𝜋𝜋 − 9√3
2

 (đơn vị diện tích). 

3.2. Dự kiến các chiến lược giải (CLG) của SV  
Đối với Bài toán 1, các CLG có thể đối với KNV tính diện tích hình (H) là: 
CLG1. Tính gián tiếp 
CLG1a. Tính diện tích phần bù của (H) trong hình tròn bán kính r1 = ½. 
Kí hiệu (K) là miền gạch chéo trong Hình 5. 
Kĩ thuật 1a1. Xem (K) giới hạn bởi đồ thị của hai hàm 

r1=1/2 và r = sin2ϕ 
Diện tích của (K):  

𝑆𝑆(𝐾𝐾) = 1
2 ∫ �1

4
− 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑙𝑙22𝜑𝜑�

𝜋𝜋
12
0 𝑑𝑑𝜑𝜑 = − 𝜋𝜋

96
+ √3

32
 (đvdt). 

Diện tích của (H):  

𝑆𝑆(𝐻𝐻) = 𝜋𝜋𝑟𝑟12 − 8𝑆𝑆(𝐾𝐾) = 𝜋𝜋
4
− 8 �− 𝜋𝜋

96
+ √3

32
� = 𝜋𝜋

3
− √3

4
 

(đvdt). 
Kĩ thuật này cho kết quả đúng. 
Kĩ thuật 1a2. Xem phần bù giới hạn bởi đồ thị của 

hàm r = sin2ϕ, trục hoành, và đường tròn r1 = ½. 
Chia (K) thành hai hình phẳng thành phần, giới hạn bởi đồ thị của hai hàm. 

Diện tích của (K): 𝑆𝑆(𝐾𝐾) = 1
2 ∫ (𝑠𝑠𝑠𝑠𝑙𝑙22𝜑𝜑

𝜋𝜋
12
0 − 02)𝑑𝑑𝜑𝜑 + 1

2 ∫ ��1
2
�
2
− 02�

𝜋𝜋
12
0 𝑑𝑑𝜑𝜑 = 𝜋𝜋

32
− √3

32
 

(đvdt). 

Diện tích của (H): 𝑆𝑆(𝐻𝐻) = 𝜋𝜋𝑟𝑟12 − 8𝑆𝑆(𝐾𝐾) = 𝜋𝜋
4
− 8 � 𝜋𝜋

32
− √3

32
� = √3

4
 (đvdt). 

Hình 3. Hình 4. 

Hình 5. 
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Kĩ thuật này cho kết quả sai vì SV sử dụng quy tắc hành động R khi tính diện tích  
của (K). 

CLG1b. Tính phần bù của (H) trong các cánh hoa. 
Gọi (H′) là phần của (H) trong 1 góc phần tư của mặt phẳng tọa độ. 
Kĩ thuật 1b. Tính diện tích phần bù của (H′) trong một cánh hoa (Hình 6) 

Diện tích một cánh hoa: 𝑆𝑆1 = 1
2 ∫ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑙𝑙22𝜑𝜑

𝜋𝜋
2
0 𝑑𝑑𝜑𝜑 = 𝜋𝜋

8
 (đvdt). 

Diện tích phần bù của (H′) với cánh hoa: 

𝑆𝑆2 = 1
2 ∫ �𝑠𝑠𝑠𝑠𝑙𝑙22𝜑𝜑 − 1

4
�

5𝜋𝜋
12
𝜋𝜋
12

𝑑𝑑𝜑𝜑 = 𝜋𝜋
24

+ √3
16

 (đvdt). 

Diện tích của (H′): 𝑆𝑆(𝐻𝐻′) = 𝑆𝑆1 − 𝑆𝑆2 = 𝜋𝜋
12
− √3

16
 (đvdt). 

Diện tích của (H): 𝑆𝑆(𝐻𝐻) = 4𝑆𝑆(𝐻𝐻′) = 𝜋𝜋
3
− √3

4
 (đvdt). Kĩ thuật 

này cho kết quả đúng. 
CLG2. Tính trực tiếp 
Kĩ thuật 2a. Tính tổng diện tích bằng cách chia (H′) thành các hình quạt cong giới hạn 

bởi đồ thị của một hàm trên đoạn [α, β] (Hình 7) 

Diện tích của S1 và S3: 𝑆𝑆3 = 𝑆𝑆1 = 1
2 ∫ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑙𝑙22𝜑𝜑

𝜋𝜋
12
0 𝑑𝑑𝜑𝜑 = 𝜋𝜋

48
− √3

32
 (đvdt). 

Diện tích của S2: 𝑆𝑆2 = 1
2 ∫

1
4

5𝜋𝜋
12
𝜋𝜋
12

𝑑𝑑𝜑𝜑 = 𝜋𝜋
48

 (đvdt). 

Diện tích của (H′): 𝑆𝑆(𝐻𝐻′) = 2𝑆𝑆1 + 𝑆𝑆2 = 𝜋𝜋
12
− √3

16
 (đvdt). 

Diện tích của (H): 𝑆𝑆(𝐻𝐻) = 4𝑆𝑆(𝐻𝐻′) = 𝜋𝜋
3
− √3

4
 (đvdt). Kĩ thuật 

này cho kết quả đúng. 
Kĩ thuật 2b. Xem (H') giới hạn bởi đồ thị của hai hàm 

 𝑟𝑟1 = 1/2 và r = sin2ϕ trên cùng đoạn [α, β] (r1 ≥ r). 

𝑆𝑆(𝐻𝐻) = 4𝑆𝑆(𝐻𝐻′) = 4 �1
2 ∫ ��1

4
�
2
−𝑠𝑠𝑠𝑠𝑙𝑙22𝜑𝜑�

5𝜋𝜋
12
𝜋𝜋
12

𝑑𝑑𝜑𝜑� = −𝜋𝜋
6
− √3

4
 

(đvdt). Vì diện tích chỉ nhận giá trị dương, nên diện tích phải là 𝜋𝜋
6

+ √3
4

.  

Kĩ thuật này cho kết quả sai vì SV sử dụng quy tắc hành động R khi tính diện tích của (H'). 
Như vậy, đối với bài toán 1, sự tồn tại của hai kĩ thuật 1a2 và 2b trong thực nghiệm sẽ 

cho phép kiểm chứng giả thuyết nghiên cứu H. 
Đối với Bài toán 2, các CLG có thể được trình bày như sau: 
Phương trình đường tròn bán kính 𝑟𝑟1 = 3 là 𝑟𝑟1 = ±3. 
Giải phương trình 2(1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜑𝜑) = ±3 , tìm được hướng giao điểm  

𝜑𝜑 = ± 𝜋𝜋
3

+ 𝑘𝑘2𝜋𝜋 (𝑘𝑘 ∈ ℤ). 

Hình 6. 

Hình 7. 
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CLG1. Tính gián tiếp 
CLG1a. Tính phần bù của (H) trong phần trong của đường cardioid  
Kĩ thuật 1a. Xem phần bù giới hạn bởi đồ thị của hai hàm 𝑟𝑟 = 2(1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜑𝜑)   

và 𝑟𝑟1 = 3 trên cùng đoạn �− 𝜋𝜋
3

; 𝜋𝜋
3
� 

Diện tích phần trong của đường cardioid: 𝑆𝑆1 = 1
2 ∫ 4(1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜑𝜑)2𝑑𝑑𝜑𝜑2𝜋𝜋

0 = 6𝜋𝜋 (đvdt). 
Diện tích phần trong của đường cardioid nằm ngoài đường tròn:  

𝑆𝑆2 = 1
2 ∫ [4(1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜑𝜑)2 − 9]𝑑𝑑𝜑𝜑

𝜋𝜋
3
−𝜋𝜋3

= 9√3
2
− 𝜋𝜋 (đvdt). 

Diện tích của (H): 𝑆𝑆(𝐻𝐻) = 𝑆𝑆1 − 𝑆𝑆2 = 7𝜋𝜋 − 9√3
2

 (đvdt). Kĩ thuật này cho kết quả đúng. 

CLG1b. Tính phần bù của (H) trong hình tròn bán kính 𝑟𝑟1 = 3  
Kĩ thuật 1b. Xem phần bù giới hạn bởi đồ thị của hai hàm 𝑟𝑟 = 2(1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜑𝜑)   

và 𝑟𝑟1 = 3 trên cùng đoạn �𝜋𝜋
3

; 5𝜋𝜋
3
� 

Diện tích phần ngoài của đường cardioid nằm trong đường tròn:  

𝑆𝑆1 = 1
2 ∫ [9 − 4(1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜑𝜑)2]𝑑𝑑𝜑𝜑

5𝜋𝜋
3

𝜋𝜋
3

= 2𝜋𝜋 + 9√3
2

 (đvdt). 

Diện tích của (H): 𝑆𝑆(𝐻𝐻) = 𝜋𝜋𝑟𝑟12 − 𝑆𝑆1 = 9𝜋𝜋 − �2𝜋𝜋 + 9√3
2
� = 7𝜋𝜋 − 9√3

2
 (đvdt). Kĩ thuật 

này cho kết quả đúng. 
CLG 2. Tính trực tiếp 
Kĩ thuật 2a. Chia (H) thành các hình quạt cong giới 

hạn bởi đồ thị của một hàm (Hình 8) 

𝑆𝑆1 = 1
2 ∫ 9𝑑𝑑𝜑𝜑

𝜋𝜋
3
−𝜋𝜋3

= 3𝜋𝜋 (đvdt). 

𝑆𝑆2 = 1
2 ∫ 4(1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜑𝜑)2𝑑𝑑𝜑𝜑

5𝜋𝜋
3

𝜋𝜋
3

= 4𝜋𝜋 − 9√3
2

 (đvdt). 

Diện tích của (H): 𝑆𝑆(𝐻𝐻) = 𝑆𝑆1 + 𝑆𝑆2 = 7𝜋𝜋 − 9√3
2

 
(đvdt). Kĩ thuật này cho kết quả đúng. 

Kĩ thuật 2b. Xem (H) giới hạn bởi đồ thị của hai hàm 𝑟𝑟 = 2(1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜑𝜑)  và 𝑟𝑟1 = 3 trên 

cùng đoạn �− 𝜋𝜋
3

; 𝜋𝜋
3
� 

Nếu dựa vào hình vẽ (Hình 4), diện tích của (H): 

𝑆𝑆(𝐻𝐻) = 1
2 ∫ [9 − 4(1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜑𝜑)2]𝑑𝑑𝜑𝜑

𝜋𝜋
3
−𝜋𝜋3

= 𝜋𝜋 − 9√3
2

 (đvdt). Vì diện tích chỉ nhận giá trị 

dương, nên diện tích phải là 9√3
2
− 𝜋𝜋. 

Nếu không dựa vào hình vẽ, diện tích của (H): 

Hình 8. 
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𝑆𝑆(𝐻𝐻) = 1
2 ∫ |9 − 4(1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜑𝜑)2|𝑑𝑑𝜑𝜑

𝜋𝜋
3
−𝜋𝜋3

= 1
2
�∫ [9 − 4(1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜑𝜑)2]𝑑𝑑𝜑𝜑

𝜋𝜋
3
−𝜋𝜋3

� = 9√3
2
− 𝜋𝜋 

(đvdt). 
Kĩ thuật này cho kết quả sai vì SV cho rằng nếu hai đồ thị giới hạn (H) cắt nhau tại hai 

điểm có hướng 𝜑𝜑1 = 𝛼𝛼 + 𝑘𝑘2𝜋𝜋,𝜑𝜑2 = 𝛽𝛽 + 𝑘𝑘2𝜋𝜋 (𝑘𝑘 ∈ ℤ) thì (H) giới hạn bởi hai đồ thị đó 
trong cùng đoạn [𝛼𝛼;𝛽𝛽]. Đây cũng là hệ quả của quy tắc hành động R.  
3.3. Phân tích hậu nghiệm 
 Phân tích kết quả Bài toán 1 

Có 12/97 SV đưa ra chiến lược khác và 7 SV không giải bài toán. CLG2 (tính trực 
tiếp) được huy động nhiều hơn CLG1 (tính gián tiếp).  

Bảng 2. Các CLG được huy động cho Bài toán 1 
Chiến lược Kĩ thuật Tổng 

1 1a 1a1 5/97 5,1% 
1a2 32/97 33% 

1b 1b 0/97 0% 

2 2a 2a 7/97 7,2% 
2b 2b 34/97 35,1% 

Khác 12/97 12,4% 
Bỏ trống 7/97 19,6% 

Ba kĩ thuật cho kết quả đúng là 1a1, 1b và 2a 
không hoặc ít được SV lựa chọn. Chỉ có 12/97 SV đưa 
ra đáp số đúng, trong đó có 5/97 SV sử dụng kĩ thuật 
1a1, 7/97 SV sử dụng kĩ thuật 2a, và không có SV nào 
sử dụng kĩ thuật 1b. Trong các kĩ thuật cho kết quả 
sai, kĩ thuật được huy động nhiều nhất là kĩ thuật 2b 
thuộc CLG2 với 34/97 trường hợp, tiếp đến là kĩ thuật 
1a2 thuộc CLG1 với 32/97 trường hợp.  

Các SV sử dụng kĩ thuật 1a2 và 2b đã áp dụng 
quy tắc hành động R, đặc biệt trong đó có hai SV xem 
(K) là hình phẳng trong tọa độ Descartes giới hạn bởi 
đồ thị của hàm y = sin2x ≥0 trên đoạn [0;½] nên suy 
ra diện tích của (K) được tính bằng công thức 

𝑆𝑆(𝐾𝐾) = ∫ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑙𝑙2𝑥𝑥𝑑𝑑𝑥𝑥
1
2
0 ; năm SV viết phương trình đường 

tròn bán kính r1 = 1/2 trong tọa độ Descartes, đồng 
nhất r = sin2ϕ với y = sin2x. Trong Hình 9, là bài làm 
của SV1 minh họa cho kĩ thuật 1a2. SV này đã xác 
định (K) giới hạn chỉ bởi đồ thị của hàm r = sin2ϕ và 
trục Ox mà không quan tâm đến đường tròn r1 = ½, từ 
đó dẫn đến thiết lập không đúng công thức tích phân 

Hình 9. Kĩ thuật 1a2 

 
Hình 10. Kĩ thuật 2b 
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tính diện tích của (K). Trong Hình 10, là bài làm của SV27 minh họa cho kĩ thuật 2b. SV 
này nhận thấy kết quả diện tích âm nên đã gạch bỏ và thêm dấu giá trị tuyệt đối vào công 
thức tích phân để nhận được giá trị dương.  

Ngoài ra, có 12 SV sử dụng chiến lược khác, trong đó tính diện tích của (H) bằng công 

thức 𝑆𝑆(𝐻𝐻) = 4𝑆𝑆(𝐻𝐻′) = 1
2
�4�1

2 ∫ 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑙𝑙22𝜑𝜑
5𝜋𝜋
12
𝜋𝜋
12

𝑑𝑑𝜑𝜑�� = 𝜋𝜋
6

+ √3
8

 (đvdt). Có thể các SV này quan 

niệm rằng diện tích hình phẳng cần tìm bằng nửa diện tích hình cánh hoa hồng bốn cánh, 
nhưng không đưa ra lập luận. 
 Phân tích kết quả Bài toán 2 

Có 14/97 SV đưa ra chiến lược khác và 5/97 SV không giải bài toán. CLG2 (tính trực 
tiếp) được huy động nhiều hơn CLG1 (tính gián tiếp).  

Bảng 3. Các CLG được huy động cho KNV T8 
Chiến lược Kĩ thuật Tổng 

1 
1a 1a 7/97 7,2% 
1b 1b 3/97 3,1% 

           2 
2a 8/97 8,2% 
2b 60/97 61,9% 

Khác 14/97 14,4% 
Bỏ trống 5/97 5,2% 

Có 18/97 SV giải quyết đúng bài toán, trong đó 8 SV sử dụng kĩ thuật 2a, 7 SV sử 
dụng kĩ thuật 1a, và 3 SV sử dụng kĩ thuật 1b. Trong các kĩ thuật đã tiên nghiệm cho kết quả 
sai, kĩ thuật được huy động nhiều nhất là kĩ thuật 2b với 60/97 trường hợp (61,9%). 

Có 14/97 SV sử dụng chiến lược khác, trong đó có 12 SV 
tính diện tích của (H) bằng công thức: 

𝑆𝑆(𝐻𝐻) = 1
2 ∫ 4(1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜑𝜑)2𝑑𝑑𝜑𝜑

𝜋𝜋
3
−𝜋𝜋3

= 2𝜋𝜋 + 9√3
2

 (đvdt). Có thể 

các SV này quan niệm rằng diện tích hình phẳng cần tìm bằng 
diện tích hình quạt cong giới hạn bởi đường cardioid trong đoạn 

�− π
3

; π
3
�. Hình 11 minh họa bài làm của SV63 sử dụng chiến 

lược khác. 
Ngoài ra, có 2 SV khác cũng xem (H) giới hạn bởi đồ thị 

của hai hàm 𝑟𝑟 = 2(1 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜑𝜑)  và 𝑟𝑟1 = 3 trong cùng đoạn �− π
3

; π
3
� nhưng lại thiết lập công 

thức tích phân tính diện tích của (H) không đúng. SV thứ nhất khi thiết lập công thức tích 
phân đã lấy bình phương của hiệu thay cho hiệu bình phương của hai hàm. SV thứ hai thiết 
lập công thức tích phân tính diện tích như trong tọa độ Descartes khi lấy hiệu của hai hàm 
mà không có sự xuất hiện của nhân tử ½ và bình phương của hai hàm. 
 

Hình 11. Kĩ thuật 
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4. Kết luận 
 Các kết quả thực nghiệm đã cho phép khẳng định giả thuyết nghiên cứu H nêu trong 
Mục 2.4. về sự tồn tại chướng ngại có nguồn gốc sư phạm trong hai thể chế K và S đối với 
UDTPXĐHMB, gắn liền với “công thức tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ thị hai 
hàm số trong tọa độ Descartes”. Chướng ngại này biểu hiện ở sự tồn tại quy tắc hành động 
R: “Tìm hoành độ của hai giao điểm, lập hiệu của hàm số có đồ thị nằm phía trên với hàm 
số có đồ thị nằm phía dưới, và tính tích phân của hiệu hai hàm số trên đoạn xác định bởi 
hoành độ của hai giao điểm.” Chướng ngại này là nguyên nhân của các sai lầm sau đây ở 
một số SV:  

- Tồn tại ở SV sự đồng hóa cách lập công thức tích phân tính diện tích hình phẳng trong 
tọa độ cực với hình phẳng trong tọa độ Descartes. Theo đó, để tính diện tích hình phẳng giới 
hạn bởi đồ thị của hai hàm số, SV xác định đoạn lấy tích phân dựa vào hướng của các giao 
điểm, tính tích phân hiệu của hàm số có đồ thị nằm phía trên với hàm số có đồ thị nằm phía 
dưới theo phương thẳng đứng. Sai lầm này thể hiện ở kĩ thuật 1a2 cho Bài toán 1. 

- Tồn tại ở SV quan niệm: xem hình phẳng giới hạn bởi đồ thị của hai hàm trong tọa độ 
cực cắt nhau tại hai điểm có hướng 𝜑𝜑1 = 𝛼𝛼 + 𝑘𝑘2𝜋𝜋,  𝜑𝜑2 = 𝛽𝛽 + 𝑘𝑘2𝜋𝜋 (𝑘𝑘 ∈ ℤ), là hình phẳng 
giới hạn bởi đồ thị của hai hàm đó trên cùng đoạn [𝛼𝛼,𝛽𝛽]. Quan niệm như trên đã dẫn đến sai 
lầm trong việc thiết lập công thức tích phân tính diện tích của một hình phẳng giới hạn bởi 
đồ thị của hai hàm trong tọa độ cực, thể hiện ở kĩ thuật 2b cho Bài toán 2. 

 Kết quả nghiên cứu cho thấy xuất hiện chiến lược chia đôi diện tích ở Bài toán 1, và 
chiến lược đồng diện tích ở Bài toán 2. Chiến lược này có thể xuất phát từ quan sát hình vẽ 
được cung cấp kèm theo đề bài toán, nhưng SV lại không đưa ra lập luận cho tính toán này. 
 Kết quả nghiên cứu có thể giúp các nhà đào tạo sư phạm có cái nhìn chính xác về các 
sai lầm mà SV gặp phải khi giải quyết các KNV tính diện tích hình phẳng giới hạn bởi đồ 
thị của hai hay ba hàm số trong tọa độ cực. Từ đó, nhà đào tạo có thể thiết kế hệ thống bài 
tập và các tình huống dạy học nhằm giúp SV hạn chế được các sai lầm. 
 

 Tuyên bố về quyền lợi: Các tác giả xác nhận hoàn toàn không có xung đột về quyền lợi. 
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ABSTRACT 

In this paper, we present the results of an experiment on math students' mistakes in solving 
types of tasks involving the application of the definite integral of a real variable function. The types 
of tasks that are of interest in experimentation are concerned with calculating the area of a finite 
plane shape considered in Cartesian and polar coordinates. The mistakes that students face come 
from the constraints of the Mathematical institutions of the University of Science and the Saigon 
University. The results can be beneficial for pedagogical trainers in a way that they can visualize 
the obstacles that students face when approaching the instrumental role of the definite integral of a 
real variable function. 
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