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TÓM TẮT 

Tính đa nghĩa của khái niệm phân số là nguồn gốc của những khó khăn mà học sinh tiểu học 

gặp phải trong việc hiểu và sử dụng khái niệm này. Trong các nghĩa đó, nghĩa toán tử liên quan 

đến vai trò công cụ của phép nhân các phân số. Nghiên cứu tri thức luận cho phép thiết lập một 

lưới các tổ chức toán học tham chiếu cần xây dựng trong dạy học để giúp học sinh hiểu sự cần 

thiết của phép nhân các phân số. Với lưới tổ chức toán học tham chiếu đó, bài viết đã chỉ ra rằng 

thực tế dạy học Toán ở tiểu học chưa hình thành được nghĩa toán tử của phân số cho học sinh. Hệ 

quả là sự không đầy đủ trong kiến thức của các học sinh. Các em có thể thực hiện được các quy tắc 

nhân phân số, nhưng lại không huy động được phép toán này vào việc giải quyết một số vấn đề của 

toán học và thực tiễn. Khẳng định này đã được hợp thức hoá bằng một nghiên cứu thực nghiệm 

trình bày ở cuối bài báo. 

Từ khóa: phân số; nghĩa toán tử của phân số; tổ chức toán học tham chiếu 

 

1. Đặt vấn đề 

 Phân số tác động vào nhiều hoạt động khác nhau của cuộc sống hàng ngày, như phân 

chia, so sánh, đo lường... Trong nhà trường, không ít môn học sử dụng phân số như: Địa lí, 

Vật lí, Hoá học, Kĩ thuật, Hội hoạ… Trong bản thân toán học, kiến thức về phân số cần 

thiết cho việc hiểu các số thập phân cũng như những phép toán trên chúng, và để làm việc 

với các số hữu tỉ. Mối liên hệ này cũng đã được chương trình môn Toán ở trường phổ 

thông tính đến: phân số bắt đầu xuất hiện từ lớp 2, được trình bày một cách có hệ thống ở 

lớp 4, là nền tảng cho việc nghiên cứu số thập phân ở năm cuối bậc tiểu học và tập số hữu 

tỉ ở trung học cơ sở. 

 Ý tưởng về phân số đã xuất hiện rất sớm trong lịch sử toán học, ở các nền văn minh 

Babylon và Ai Cập (tất nhiên không phải ở dạng như hiện tại), bắt nguồn từ những vấn đề 

nảy sinh trong cuộc sống liên quan đến đo lường, chia tách một đối tượng, so sánh, thừa kế 
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và phân phối. Trải qua nhiều thời kì, phân số gắn với việc giải quyết những vấn đề khác 

nhau, và từ đó có nhiều nghĩa khác nhau. Lịch sử tiến triển của phân số để lại những dấu 

vết chứng tỏ sự phức tạp của nó. Chính sự phức tạp ấy khiến phân số là một đối tượng dạy 

học (DH) đặt ra nhiều vấn đề cho cả giáo viên lẫn học sinh (HS). Một số công trình nghiên 

cứu đã cho thấy là “học sinh ở nhiều nước có những khó khăn chung trong việc hiểu khái 

niệm phân số, thực hiện các quy tắc tính toán và sau đó sử dụng vào việc giải quyết những 

vấn đề của toán học hay ngoài toán học” (Le & Nguyen, 2018, p.29). Một trong nguyên 

nhân gây khó khăn cho việc hiểu khái niệm phân số chính là tính đa nghĩa của nó. 

 Câu hỏi nghiên cứu đầu tiên được đặt ra là: việc DH toán ở tiểu học đã hình thành 

cho HS những nghĩa nào về phân số? HS hiểu mỗi nghĩa ra sao? 

 Lưu ý rằng tập số nguyên ℤ chưa được nghiên cứu ở tiểu học, nên trong phần tiếp 

theo của bài báo này thuật ngữ “phân số” dùng để nói về những phân số không âm. Như 

vậy, khi nói đến 
 𝑎 

 𝑏 
 thì ta hiểu rằng 𝑎, 𝑏 ∈  ℕ và 𝑏 ≠ 0. 

1.1. Các nghĩa của phân số 

 Về các nghĩa của phân số, giữa các nhà nghiên cứu không có sự đồng thuận tuyệt 

đối. Mỗi tác giả đề xuất một họ nghĩa khác nhau, tuỳ theo mục tiêu nghiên cứu của họ. 

Kieren (1976) là người đầu tiên tách phân số thành bốn nghĩa có quan hệ gắn bó với nhau: Tỉ 

số, toán tử, thương, đo lường. Tác giả không xem “phân số như một phần của tổng thể” là 

một nghĩa riêng mà cho rằng nó được chứa đựng trong bốn nghĩa đã liệt kê. Behr, Lesh, 

Poste, & Silver (1983) thì đề nghị một mô hình lí thuyết cho phép liên kết các nghĩa khác 

nhau của phân số, nhưng lại tách “phân số - một phần của tổng thể” thành nghĩa riêng biệt. 

Một số tác giả khác cũng đưa ra những mô hình của riêng mình, cố gắng mô tả tính đa nghĩa 

của khái niệm phân số. Những mô hình này có phần trùng nhau nhưng không tương đương, 

trong cả việc xác định các nghĩa lẫn mối liên hệ giữa chúng. 

(Le & Nguyen, 2018, p.29) 

 Đề nghị của Kieren có lí của nó nếu xét về mặt toán học. Thế nhưng, trong lịch sử, 

thì việc hình thành khái niệm phân số đã bắt đầu từ các phân số đơn vị (phân số có tử số 

bằng 1). Như vậy là nghĩa một phần của tổng thể (kí hiệu là phần/tổng thể trong phần còn 

lại của bài báo) được hình thành đầu tiên. Và cũng chính vì nghĩa này được chứa đựng 

trong bốn nghĩa tỉ số, toán tử, thương, đo lường như Kieren phân tích, nên trong DH thì 

người ta thường bắt đầu từ nó, rồi lấy đó làm điểm tựa để đưa vào bốn nghĩa kia. Chính từ 

ghi nhận ấy mà quan niệm tách phân số thành năm nghĩa được thừa nhận trong các nghiên 

cứu trình bày ở bài viết này. 

 Phần dưới của bài viết chỉ làm rõ nghĩa toán tử còn rất ít được xem xét trong các 

công trình nghiên cứu trong nước. Về bốn nghĩa kia, bạn đọc có thể tìm thấy một trình bày 

chi tiết trong Lamon (2012), Duong (2014), Le & Nguyen (2018).  

 Trước khi giới thiệu nghĩa toán tử cần phải làm rõ thuật ngữ toán tử vốn không xuất 

hiện ở bậc tiểu học. Trong toán học, toán tử (tiếng Anh: operator, tiếng Pháp: opérateur) chỉ 
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một hàm hoặc phần tử của một tập hợp tác động lên một tập hợp khác (tham khảo Manturov 

et al., 1993; Ngo, Doan, & Nguyen, 2000). Toán tử nếu là hàm một biến được gọi là toán tử 

một ngôi, nếu là hàm hai biến được gọi là toán tử hai ngôi – tổng quát, nếu là hàm n biến thì 

được gọi là toán tử n-ngôi. Đi kèm với toán tử còn có thuật ngữ phép toán (tiếng Anh: 

operation, tiếng Pháp: opération) và đôi khi người ta dùng không phân biệt chúng. 

 Đối với phân số, nghĩa toán tử xuất hiện trong những “tình huống phải thực hiện 

phép nhân một số với phân số. Ví dụ: một người đã bị thua 
 1 

4
 số bi của mình, hay đã dùng 

70% số tiền 500 ngàn đồng” (Le & Nguyen, 2018, p.30). Cụ thể hơn: 

(...) phân số cũng được trình bày như một toán tử trong các tình huống liên quan đến phép 

nhân một số với một phân số. Ví dụ: nếu 24 cục tẩy được đưa vào một máy đóng gói và máy 

đưa ra 12 gói, thì có nghĩa là phép toán  
 1 

2
× 24 = 12 đã được thực hiện. Trong trường hợp 

này, 
 1 

2
 không biểu diễn một phần của tổng thể (ví dụ: 

 1 

2
 cục tẩy), mà là một đại lượng đã tác 

động lên 24 cục tẩy. Các tình huống mà phân số được sử dụng như một toán tử có thể được 

biểu diễn bằng sơ đồ minh họa dưới đây:  

 

 

(Ministère l’Éducation de l’Ontario, 2008, p.37) 

 Như vậy, nghĩa toán tử của phân số gắn liền với tình huống tìm 
 𝑎 

𝑏
 của một đại lượng. 

Lúc này, một phân số không đại diện cho một kích thước hay số lượng, mà đề cập đến 

một hàm, một ánh xạ. Nó mô tả sự biến đổi một đại lượng thành một một đại lượng khác, 

hay đặt tương ứng một tập hợp (hoặc miền) với một tập hợp (miền) khác, bằng cách tăng-

giảm, co-giãn hay phóng to-thu nhỏ, tùy vào bản chất của đại lượng đó (tham khảo  

Behr et al., 1982).  

1.2. Nghĩa “toán tử”: Học sinh tiểu học cần hiểu gì? 

 Một trình bày ngắn gọn phân tích tri thức luận ở trên cho thấy sự khó hiểu của nghĩa 

toán tử của phân số. Hoàn toàn tự nhiên, không thể nào nói về nghĩa này với HS tiểu học. 

Điều quan trọng là: trước những tình huống cần tìm 
𝒂

 𝒃 
 của một đại lượng, hay cần 

phóng to-thu nhỏ 
𝒂

 𝒃 
  lần một đối tượng, HS biết rằng phải nhân đại lượng hay đối 

tượng đó với 
 𝒂 

𝒃
. Điều này có nghĩa là HS đã hiểu vai trò công cụ của phép toán nhân với 

phân số. Việc hiểu này có ý nghĩa quan trọng, khi mà DH toán trong thực tế thường quá 

chú trọng vào các quy tắc tính toán, bỏ qua hoặc coi nhẹ vấn đề dạy khái niệm và hình 

thành nghĩa của khái niệm. Theo xu hướng này, người ta quên mất rằng chính nghĩa của 

một khái niệm làm nên lí do tồn tại của nó. Tại sao lại bắt HS học quy tắc nhân phân số và 

Nhân với 
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sau đó giải nhiều bài tập luyện tập sử dụng quy tắc nếu như họ không biết nó được dùng để 

làm gì? 

 Lập luận trên giải thích cho câu hỏi nghiên cứu được đặt ra trong bài báo này: việc 

DH phân số đã hình thành được cho HS cuối cấp tiểu học nghĩa toán tử hay chưa?  

2. Phương pháp luận nghiên cứu 

 Câu hỏi trên liên quan đến vấn đề xem xét sự chuyển hoá sư phạm ngoại vi, tức mắt 

xích “tri thức bác học  tri thức cần dạy”. Theo đề xuất của Chevallard (1992) thì có thể 

dùng công cụ tổ chức toán học (TCTH) để phân tích sự chuyển hoá sư phạm này. Mỗi 

TCTH được hình thành từ một kiểu nhiệm vụ (KNV). Như vậy, cần phải xác định hệ thống 

các KNV liên quan đến nghĩa toán tử mà việc DH phân số ở tiểu học đưa vào. Vấn đề tiếp 

theo là xem xét tính đầy đủ hay không của hệ thống những KNV đó. Để làm điều đó thì 

người ta có thể đối chiếu nó với một lưới TCTH tham chiếu. 

Lưới TCTH tham chiếu cung cấp bản đồ các vấn đề mà nhà nghiên cứu có thể sử dụng để 

phân tích một thể chế xác định hay thực hành dạy học, cũng là điểm tựa để giáo viên thiết kế 

dự án dạy học của mình.  

(Le & Comiti, 2018, p.127) 

 Làm thế nào để xây dựng lưới TCTH tham chiếu này? Trước hết, việc thiết lập các 

TCTH tham chiếu phải được thực hiện trên cơ sở phân tích tri thức luận về đối tượng tri 

thức đang bàn đến. Đồng thời, người ta còn sử dụng khái niệm hệ sinh KNV để thành lập 

lưới. Hệ sinh KNV là một hệ thống các KNV hình thành từ một KNV nào đó kết hợp với 

một hệ thống các biến. Những biến này và giá trị lựa chọn gán cho chúng phụ thuộc vào 

mục đích của nhà nghiên cứu (tham khảo Le & Comiti, 2018, p.132-132). 

 Sơ đồ dưới đây trình này phương pháp luận nghiên cứu để tìm câu trả lời đã được đặt ra. 

 

3. Kết quả nghiên cứu 

3.1. Thiết lập lưới tổ chức toán học tham chiếu 

 Hai tổ chức toán học được giữ lại từ phân tích tri thức luận  

Như đã nói, toán tử là một thuật ngữ toán học có hai nghĩa: 

1. Phần tử của một tập hợp tác động lên một tập hợp khác.  
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2. Đồng nghĩa với nghĩa “ánh xạ” và “hàm”. 

(Ngo, Doan, & Nguyen, 2000) 

 Cách hiểu thứ hai khá quen thuộc với người làm toán. Cách hiểu thứ nhất sẽ được 

giải thích rõ thêm ở dưới.  

 Theo cách hiểu này, Davis (1991, pp.91-93) đã lấy nghĩa toán tử của phân số để 

minh họa cơ sở toán học của việc xây dựng trường số hữu tỉ. Xét về mặt toán học, 
 𝑎 

𝑏
  là 

toán tử tương ứng với hàm 𝑓: 𝑏ℤ →  ℤ  thỏa mãn tính chất 𝑓(𝑚 + 𝑛) = 𝑓(𝑚) + 𝑓(𝑛) và 

được xác định bởi 𝑓(𝑏) = 𝑎, trong đó 𝑏 ∈ ℤ, 𝑏ℤ ={𝑏𝑧: 𝑧 ∈ ℤ }. Behr và cộng sự (1982) 

xem phân số 
 𝑎 

𝑏
 là hàm biến đổi một hình hình học thành một hình hình học khác với hình 

dạng tương tự và có kích thước bằng 
 𝑎 

𝑏
 hình ban đầu, hoặc biến đổi một tập hợp thành một 

tập hợp khác có số phần tử gấp 
 𝑎 

𝑏
. Khi hoạt động trên một đối tượng liên tục (chiều dài 

chẳng hạn), toán tử 
 𝑎 

𝑏
 như một tổ hợp giãn-co. Khi hoạt động trên một đối tượng rời rạc, 

toán tử 
 𝑎 

𝑏
 như một tổ hợp nhân-chia, biến đổi tập hợp có n phần tử thành một tập hợp có 

na phần tử, và sau đó số này được giảm xuống qua phép chia na cho b. Tóm lại, nghĩa toán 

tử của phân số 
 𝑎 

𝑏
 liên quan đến phép nhân 

 𝑎 

𝑏
 với một đại lượng, được hình thành qua các 

tình huống liên quan đến phép nhân phân số. Phép toán này gồm ba trường hợp:  

 - nhân một số tự nhiên với phân số 

 - nhân phân số với một số tự nhiên 

 - nhân hai phân số. 

 Trong sự nối tiếp với phép nhân hai số tự nhiên (hiểu theo nghĩa “phép cộng lặp 

lại”), tích 𝑛 × 
 𝑎 

𝑏
 được hiểu là n lần 

 𝑎 

 𝑏 
. Lúc này phân số vẫn được hiểu theo nghĩa 

phần/tổng thể. Tuy nhiên, khi chưa có tính giao hoán của phép nhân thì việc nghiên cứu 

tích  
 𝑎 

 𝑏 
×  𝑛 bị cản trở với cách hiểu này (tham khảo Le & Nguyen, 2018, p.33). Cách hiểu 

ấy cũng không thể vận dụng cho trường hợp nhân hai phân số. Vì lẽ đó, trong lưới TCTH 

tham chiếu sẽ xây dựng, bài viết này chỉ xem xét những KNV liên quan đến hai phép toán 
 𝑎 

 𝑏 
×  𝑛 và 

 𝑎 

 𝑏 
×

 𝑐 

 d 
 mà việc DH có thể làm cho HS hiểu rõ nghĩa toán tử của phân số qua 

việc nghiên cứu chúng. KNV tổng quát bao trùm lên tập hợp các KNV này và cho phép 

làm rõ nghĩa toán tử là T1 = tìm 
 𝑎 

𝑏
 của một đại lượng. 

 Liên quan đến một toán tử f có 3 KNV: 

 - (1) Biết quy tắc f và tạo ảnh là x, tìm ảnh f(x) 

 - (2) Biết quy tắc f và ảnh y, tìm tạo ảnh x của y 

 - (3) Biết một cặp tạo ảnh - ảnh (x, y), tìm quy tắc f. 

  Trong trường hợp f  là toán tử ứng với phân số  
 𝑎 

 𝑏 
, nói cách khác là phép nhân với  

 𝑎 

 𝑏 
 , 

thì ba KNV đó được phát biểu là: 
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 - (1’) Tìm  
 𝑎 

 𝑏 
 của một đại lượng 

 - (2’) Tìm giá trị của một đại lượng, biết 
 𝑎 

 𝑏 
 của đại lượng đó 

 - (3’) Tìm phân số biến đổi đại lượng có giá trị a thành đại lượng có giá trị b. 

 Do khuôn khổ có hạn của bài báo, (2’) sẽ không được xét vì nó còn liên quan đến phép 

chia phân số. (1’) chính là T1. (3’) được kí hiệu là T2. Đây là 2 KNV được giữ lại để lập lưới 

TCTH tham chiếu bằng cách kết hợp với các biến sẽ lựa chọn. 

 Hai mô hình biểu diễn phân số được giữ lại 

 Phân tích của Behr và cộng sự (1982) cho thấy để biểu diễn nghĩa toán tử của phân số ta 

có thể dùng các mô hình liên tục hoặc rời rạc. Mô hình rời rạc là một tập hợp chứa một số đối 

tượng rời rạc. Đếm là một thao tác cơ bản để xác định số lượng phần tử trong mô hình rời rạc. 

Một tập hợp rời rạc các đối tượng không phải lúc nào cũng chia được, theo nghĩa là nếu nó 

được chia thì kết quả sẽ không còn là đối tượng đó nữa. Ví dụ, một nửa quả táo thì không là 

quả táo. Như vậy, một mô hình rời rạc chỉ có thể được chia thành một số phần nhất định phù 

hợp với số lượng đối tượng chứa trong tập hợp. Chẳng hạn với tập hợp chứa 6 quả trứng thì có 

thể được chia thành hai, ba, hay sáu, nhưng không thể chia thành năm phần bằng nhau. Mô 

hình liên tục liên quan đến các đại lượng có số đo liên tục, như chiều dài hoặc diện tích của 

băng giấy. Khác với mô hình rời rạc, một mô hình liên tục có thể được chia thành bao nhiêu 

phần tùy ý. Ví dụ một đoạn thẳng có thể được chia thành hai, ba, năm phần bằng nhau…  

 Có bốn loại mô hình có thể dùng để biểu diễn phân số trong DH, đó là tập hợp (mô 

hình rời rạc), độ dài, diện tích, tia số (ba mô hình liên tục). Việc sử dụng các mô hình này 

là cần thiết, không tránh khỏi, với mọi sự chuyển hoá sư phạm trong DH toán ở tiểu học – 

bậc học mà các khái niệm trừu tượng cần phải được giới thiệu đi kèm với các biểu diễn 

trực quan (tham khảo Le & Nguyen, 2018). 

 Để thiết kế lưới TCTH tham chiếu, tác giả bài viết nay sẽ giữ lại mô hình tập hợp và 

mô hình độ dài, diện tích. Mô hình tia số không được khai thác ở đây, vì mặc dù có nhiều 

lợi ích lớn lao nhưng nó lại không thuận tiện cho việc mô tả nghĩa toán tử (tham khảo Le 

& Nguyen, 2018, p.32). 

 Xây dựng lưới tổ chức toán học tham chiếu 

 Xét phân số 
 𝑎 

 𝑏 
. Lưới TCTH tham chiếu sẽ được lập từ hai KNV: 

- T1 = tìm 
 𝑎 

𝑏
 của một đại lượng,  

- T2 = tìm phân số mà việc nhân với nó sẽ làm biến đổi đại lượng ứng với giá trị a 

thành đại lượng ứng với giá trị b. 

 Hai biến là V1 = giá trị của đại lượng (nếu đại lượng là một số) và V2 = mô hình biểu 

diễn đại lượng (được nói đến trong T1, T2) sẽ được sử dụng để lập lưới. Khi V1 là số n thì 

n có thể là bội của b, có thể không phải là bội của b, thậm chí có thể là phân số. Trong 

trường hợp thứ nhất thì mô hình rời rạc sẽ vận hành tốt hơn. Đối với các trường hợp còn lại 

thì mô hình liên tục lại chiếm ưu thế. Vì thế, các giá trị được chọn cho V2 là tập hợp có n 
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phần tử (mô hình rời rạc) nếu n chia hết cho b, hoặc hình vẽ (mô hình liên tục) trong 

trường hợp ngược lại. Bảng dưới đây mô tả lưới TCTH tham chiếu được thiết lập để phân 

tích tri thức cần dạy và nghiên cứu kiến thức của HS về nghĩa toán tử của phân số. Bảng 

chỉ nói đến KNV và mô tả kĩ thuật. Công nghệ chung chính là nghĩa toán tử của phân số. 

Bảng 1. Lưới TCTH tham chiếu liên quan đến nghĩa toán tử của phân số 

Kiểu nhiệm vụ Kĩ thuật 

T1 

𝑻𝟏
𝟏 = 𝑇𝑎/𝑏 của hình vẽ

1 =Tìm 
 𝑎 

𝑏
 của hình 

vẽ 

Chia một hình vẽ thành b phần bằng nhau. 

Sau đó, đánh dấu vào a phần 

𝑻𝟐
𝟏 = 𝑇𝑎/𝑏 của tập hợp (𝑛)

1 = Tìm 
 𝑎 

𝑏
 của 

tập hợp có n phần tử, với n chia hết cho 

b 

 

(Kĩ thuật thứ nhất chỉ vận hành được 

khi n không quá lớn) 

Vẽ hình minh hoạ tập hợp có n phần tử. 

Nhóm các phần tử của tập hợp sao cho có b 

phần bằng nhau và đếm số phần tử của a 

phần 

Lấy n chia cho b, được bao nhiêu nhân với a  

Thực hiện phép toán 
 𝑎 

𝑏
 ×  𝑛 theo quy tắc 

𝑻𝟑
𝟏 = 𝑇𝑎/𝑏 của 𝑛

1 = Tìm 
 𝑎 

𝑏
 của n, với n 

chia hết cho b 

(đối với kĩ thuật thứ nhất có thể minh 

hoạ bằng mô hình tập hợp khi n không 

quá lớn) 

Lấy n chia cho b, được bao nhiêu nhân với a  

Thực hiện phép toán 
 𝑎 

𝑏
 ×  𝑛 theo quy tắc 

𝑻𝟒
𝟏 = 𝑇𝑎/𝑏 của 𝑛∗

1 = Tìm 
 𝑎 

𝑏
 của n, với n là 

số tự nhiên không chia hết cho b hoặc n 

là phân số 
Thực hiện phép toán 

 𝑎 

𝑏
 ×  𝑛 theo quy tắc  

𝑻𝟓
𝟏 = 𝑇𝑎/𝑏 của 𝑐/𝑑 hình vẽ

1 = Tìm 
 𝑎 

𝑏
 của 

 𝑐 

𝑑
 

hình vẽ 

Chia hình vẽ thành b phần bằng nhau và tô 

màu a phần. Tiếp tục chia phần đã tô màu 

thành d phần bằng nhau và tô màu vào c 

phần. Cuối cùng, tìm phân số chỉ phần tô 

màu hai lần 

𝑻𝟔
𝟏 = 𝑇𝑎/𝑏 của 𝑐/𝑑 

1 = Tìm 
 𝑎 

𝑏
 của 

 𝑐 

𝑑
 Thực hiện phép toán 

 𝑎 

 𝑏 
 ×  

 𝑐 

 𝑑 
 theo quy tắc 

T2 

𝑇𝑎 thành 𝑏 
2 = Tìm phân số biến đoạn 

thẳng có độ dài a thành đoạn thẳng có 

độ dài b 

Lấy b làm tử số, a làm mẫu số 

3.2. Nghĩa toán tử trong các sách giáo khoa Toán bậc tiểu học 

 Khái niệm phân số tổng quát và các phép toán trên phân số bắt đầu được nghiên cứu 

ở lớp 4, nhưng thực ra HS đã biết đến phân số đơn vị từ lớp 2, sau đó là lớp 3.  

 Nghĩa toán tử trong sách giáo khoa Toán 2 và Toán 3 

 Lưu ý rằng ở lớp 2 và lớp 3 thì thuật ngữ phân số chưa xuất hiện – người ta chỉ nói 

đến “một phần hai, một phần ba, một phần tư…”. Chẳng hạn, khái niệm “một phần hai” 

được SGK Toán 2 đưa vào ngay sau nội dung “Bảng chia 2”, và trình bày như sau: 
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Chia hình vuông thành hai phần bằng nhau.  

Lấy một phần, được một phần hai hình vuông.  

Một phần hai được viết là 
 1 

 2 
. Một phần hai còn gọi là một nửa. 

 

(SGK Toán 2, 2014, tr.110) 

 Tình huống này hình thành nên nghĩa phần/tổng thể của phân số. Sau đó SGK Toán 

2 yêu cầu HS giải các bài toán thuộc hai dạng. Với dạng thứ nhất, qua quan sát những hình 

cho sẵn, HS phải trả lời câu hỏi: đã tô màu 
 1 

 2 
 hình nào? Ở dạng thứ hai, trên một hình vẽ 

biểu diễn một tập hợp rời rạc có một số đối tượng được khoanh vùng, và câu hỏi đặt ra cho 

HS là: hình nào đã khoanh vào 
 1 

 2 
 số đối tượng? Để giải quyết những bài toán thuộc loại 

này, HS cần đếm số phần tử của tập hợp đã cho rồi thực hiện chép chia số đó cho 2. Ta 

thấy là dù phép nhân với 
 1 

 2 
 chưa thể trình bày tường minh, nhưng rõ ràng là cách trình bày 

của Toán 2 cho thấy mối liên hệ giữa 
 1 

 2 
 với phép chia cho 2. 

 Ta thấy ở đây xuất hiện hai kiểu nhiệm vụ sau, nhưng chỉ trong trường hợp a = 1. 

 - 𝑻𝟏
𝟏 = 𝑇𝑎/𝑏 của hình vẽ

1 = Tìm 
 𝑎 

𝑏
 của hình vẽ 

 - 𝑻𝟐
𝟏 = 𝑇𝑎/𝑏 của tập hợp (𝑛)

1 = Tìm 
 𝑎 

𝑏
 của tập hợp có n phần tử, với n chia hết cho b 

 Theo một cách hoàn toàn tương tự, SGK Toán 2 còn đưa vào các phân số 
 1 

 3 
,

 1 

 4 
,

 1 

 5 
 

tương ứng sau các nội dung “Bảng chia ba”, “Bảng chia bốn”, “Bảng chia năm”. Việc sắp 

xếp nội dung kiểu này thể hiện rõ ý đồ gắn các phân số đơn vị với phép chia. 

 Chương trình Toán lớp 3 tiếp tục nghiên cứu “Bảng chia sáu”, …, “Bảng chia chín” 

và lúc này thì các phân số đơn vị 
 1 

 6 
, … ,

 1 

 9 
 được hiểu tương tự như 

 1 

 2 
,

 1 

 3 
, … mà không trình 

bày tường tận cho mọi trường hợp như SGK Toán 2. Cũng vì theo chương trình lớp 3 thì 

HS mới chỉ nghiên cứu “phép chia cho số có một chữ số” nên các phân số đơn vị chỉ có 

mẫu số lớn nhất là 9. Hai dạng toán đã nghiên cứu ở lớp 2 vẫn gặp lại. Ngoài ra, SGK còn 

đưa thêm nội dung “Tìm một trong các phần bằng nhau của một số” và ở đó một KNV mới 

xuất hiện. 

TÌM MỘT TRONG CÁC PHẦN BẰNG NHAU CỦA MỘT SỐ 

Bài toán: Chị có 12 cái kẹo. Chị cho em 
 1 

 3 
 số kẹo đó. Hỏi chị cho em mấy cái kẹo? 

 

Nhận xét: chia 12 cái kẹo thành 3 phần bằng 

nhau. Mỗi phần đó là 
 1 

 3 
 số kẹo. 

 

Bài giải 

        Chị cho em số kẹo là: 

        12 : 3 = 4 (cái) 

                   Đáp số: 4 cái kẹo 
 

(SGK Toán 3, 2014, tr.26) 
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 Bài toán “chia kẹo” chính là KNV đã gặp ở lớp 2 (𝑻𝟐
𝟏 = 𝑇𝑎/𝑏 của tập hợp (𝑛)

1 = Tìm 
 𝑎 

 𝑏 
 

của tập hợp có n phần tử, với n là bội của b). Nó có mặt ở đó chỉ để hình thành nên kĩ 

thuật giải KNV mới là 𝑻𝟑
𝟏 = 𝑇𝑎/𝑏 của 𝑛

1 = Tìm 
 𝑎 

𝑏
 của n, với n chia hết cho b. Hiển nhiên 

người ta cũng chỉ xét trường hợp a =1. Kĩ thuật là “lấy n chia cho b”. 

 Tóm lại, cuối lớp 3, HS đã biết xét ba KNV đầu tiên của bảng trên, nhưng chỉ trong 

trường hợp a = 1, bởi chương trình mới chỉ đề cập đến các phân số đơn vị 
 1 

 𝑏 
 (mẫu số 

2  b  9). 

 Nghĩa toán tử trong sách giáo khoa Toán 4  

 Lúc này khái niệm phân số được định nghĩa tường minh và các phép toán của phân 

số được nghiên cứu một cách có hệ thống. Tất nhiên, định nghĩa tổng quát (trừu tượng) về 

phân số không được giới thiệu, mà người ta vẫn dùng mô hình trực quan (tô màu một hình) 

để đưa vào những phân số 
 𝑎 

 𝑏 
 cụ thể. 

 Các nghĩa phần/tổng thể, thương, tỉ số, đại lượng đều đã được đưa vào, cũng nhờ các 

mô hình tập hợp, độ dài, diện tích, và qua những bài toán cụ thể. 

 SGK Toán 4 đưa vào phép nhân hai phân số qua tình huống tính diện tích hình chữ 

nhật có chiều dài 
 4 

 5 
𝑚 và chiều rộng 

 2 

 3 
𝑚. Vốn HS lớp 4 đã biết từ trước công thức tính diện 

tích hình chữ nhật, tất nhiên chỉ làm việc với kích thước là số tự nhiên. Để giải bài toán này, 

SGK Toán 4 mặc nhiên mở rộng công thức đó cho trường hợp số đo các cạnh là phân số, rồi 

dùng hình vẽ để đưa ra kết quả, và sau đó phát biểu luôn quy tắc nhân tổng quát. 

Ví dụ: tính diện tích hình chữ nhật có chiều dài 
 4 

 5 
𝑚 và chiều rộng 

 2 

 3 
𝑚. 

a) Để tính diện tích hình chữ nhật trên ta phải thực hiện phép nhân: 
 4 

 5 
 ×  

 2 

 3 
    

b) Ta tính diện tích này dựa vào hình vẽ bên. 

Nhìn trên hình vẽ ta thấy: 

- Hình vuông có diện tích bằng 1m2 và gồm 15 ô, mỗi ô có diện tích 

bằng 
 1 

 15 
 𝑚2. 

- Hình chữ nhật (phần tô màu) chiếm 8 ô. Do đó diện tích hình chữ 

nhật bằng 
 8 

 15 
 𝑚2. 

c) Ta thực hiện phép nhân như sau: 
 4 

 5 
 × 

 2 

 3 
=  

 4 × 2

 5 × 3 
=  

 8 

 15 
 

Muốn nhân hai phân số ta lấy tử số nhân với tử số, mẫu số nhân với mẫu số 

(SGK Toán 4, 2014, tr.132) 

 Như vậy, thông qua bài toán trên, SGK đưa vào quy tắc nhân hai phân số với một lời 

giải thích không rõ ràng. Nghĩa toán tử không được hình thành ở đây, vì quy trình làm nên 

nghĩa đó (chia hình vẽ thành 3 phần bằng nhau, tô màu 2 phần; chia phần tô màu thành 5 

phần bằng nhau, tô màu 4 phần. Phần tô màu hai lần là 
 4 

 5 
 ×  

 2 

 3 
) đã không được giới thiệu 
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tường minh. Các ví dụ, bài tập sau đó đều chỉ là những nhiệm vụ thuộc kiểu tính  
 𝑎 

 𝑏 
×

 𝑐 

 d 
 

hoặc tính diện tích một hình chữ nhật có số đo các cạnh là phân số bằng cách áp dụng quy 

tắc nêu trên. 

 Các phép toán 𝑛 × 
 𝑎 

𝑏
 và 

 𝑎 

 𝑏 
×  𝑛 đưa vào sau đó đều được xem là trường hợp riêng 

của phép nhân hai phân số. Cho đến lúc này SGK Toán 4 chỉ đưa vào các quy tắc tính 

toán, theo một cách áp đặt cho trường hợp nhân hai phân số. Tuy nhiên, sau đó có mục 

“Tìm phân số của một số”, bắt đầu bằng tình huống sau : 

Bài toán: Một rổ cam có 12 quả. Hỏi 
 2 

3
 số cam trong rổ là bao nhiêu quả cam.  

Nhận xét: 
 1 

3
 số cam trong rổ là: 12 : 3 = 4 (quả) 

 2 

3
 số cam trong rổ là: 4  2 = 8 (quả) 

Ta có thể tìm 
 2 

3
 số cam trong rổ như sau:  

12  
 2 

3
 = 8 (quả) 

Muốn tìm 
 2 

3
 của số 12 ta lấy số 12 nhân với 

 2 

3
. 

 

(SGK Toán 4, 2014, tr.135) 

 Ta gặp lại ở đây KNV đã nghiên cứu ở các lớp dưới (𝑻𝟐
𝟏 = 𝑇𝑎/𝑏 của tập hợp (𝑛)

1 : Tìm 
 𝑎 

𝑏
 

của tập hợp có n phần tử, với n chia hết cho b), nhưng nếu như trước kia chỉ xét với a = 1 thì 

lúc này a có thể lấy giá trị nguyên dương khác 1. Cũng từ bài toán trên, SGK đã đưa vào kĩ 

thuật giải quyết KNV 𝑻𝟑
𝟏 = 𝑇𝑎/𝑏 của 𝑛

1 : Tìm 
 𝑎 

𝑏
 của n, với n chia hết cho b. Giống như 𝑻𝟐

𝟏, ở đây 

KNV này được mở rộng cho những trường hợp a  1. Ba nhiệm vụ thuộc 𝑻𝟑
𝟏 sau đó được 

SGK yêu cầu HS giải quyết. Ví dụ: 

Một lớp học có 35 học sinh, trong đó 
 3 

 5 
 số học sinh được xếp loại khá. Tính số học sinh xếp loại 

khá của lớp đó. 

(SGK Toán 4, 2014, tr.135) 

 Đó là những gì duy nhất mà SGK Toán 4 đề cập đến nghĩa toán tử của phân số. Ở 

lớp 5, những kiến thức đã học về phân số được nhắc lại, ngoài ra chương trình đưa vào 

khái niệm hỗn số. Không có thêm một KNV nào mới nói lên bản chất của nghĩa toán tử. 

3.3. Quan hệ cá nhân của học sinh tiểu học Việt Nam về nghĩa toán tử  

 Phân tích trên cho thấy rất nhiều KNV cho phép hiểu nghĩa toán tử đã không được đề 

cập trong DH phân số ở các lớp 2, 3, 4. Nó cho phép đưa ra giả thuyết sau về kiến thức của 

HS tiểu học: “Học sinh không huy động phép nhân hai phân số khi giải quyết các tình huống 

liên quan đến bài toán tìm 
 a 

b
 của một đại lượng mà giá trị của đại lượng được cho ở dạng  

phân số”. 

 Nghiên cứu thực nghiệm 

 Giả thuyết trên được kiểm chứng qua một thực nghiệm. Thực nghiệm được thiết kế 
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với 3 bài toán xoay quanh KNV 𝑻𝟔
𝟏 = 𝑇𝑎/𝑏 của 𝑐/𝑑 

1 = Tìm 
 𝑎 

𝑏
 của 

 𝑐 

𝑑
. 

 Bài toán 1. Viết phân số thích hợp vào chỗ chấm. 

  a)  
 1 

2
  của  

 1 

4
  kg là ……. kg ;   b)    

 2 

3
  của  

 3 

4
  m  là ……. m. 

Bài toán 2. Trong tủ lạnh Tùng có 
 3 

4
 chiếc bánh Pizza. Vào buổi trưa, Tùng ăn 

 1 

3
  phần 

bánh trong tủ lạnh. Hỏi buổi trưa Tùng đã ăn bao nhiêu phần của chiếc bánh Pizza?  

Bài toán 3. Lan được mẹ cho  
 3 

5
  số bánh có trong một hộp bánh quy. Sau đó, Lan đã ăn hết  

 5 

7
  số bánh được mẹ cho. Hỏi Lan đã ăn bao nhiêu phần hộp bánh quy?  

 Những chiến lược giải dự kiến xuất hiện ở HS 

 Chiến lược S1 “tuổi thuyền trưởng”1. HS có thể kết hợp hai phân số đã cho với một 

trong các phép toán cộng; trừ; nhân hoặc chia sao cho đáp án chấp nhận được.  

 Chiến lược S2 “sử dụng một đơn vị chuyển đổi”. Tìm 
 𝑎 

𝑏
 của 

 𝑐 

𝑑
 sẽ được gắn vào một 

đơn vị nào đó ví dụ như M, từ đó dẫn đến việc tìm 
 𝑐 

𝑑
 của M và tìm 

 𝑎 

𝑏
 của “

 𝑐 

𝑑
 của M”. Vì 

các đơn vị đo cho trong đề bài đều quen thuộc nên có thể hình dung lời giải có được bằng 

cách chuyển đơn vị đo. Chẳng hạn, với Bài toán 1a đơn vị gắn vào phân số 
 1 

4
 là kg, do đó 

lời giải có thể là :  
 1 

4
 kg = 

 1 

4
 của 1000g =  1000g : 4= 250g  

 1 

2
 của 

 1 

4
 = 

 1 

2
  của 250g = 250g : 2= 125g  =  

 1 

8
  kg. 

 Chiến lược S3 “sử dụng hình vẽ minh họa 1 đơn vị”. Theo chiến lược này trước tiên 

vẽ hình biểu thị cho đơn vị và đánh dấu vào  
 𝑐 

𝑑
 của hình. Sau đó, đánh dấu vào  

 𝑎 

𝑏
 của phần 

đã đánh đấu. Phân số chỉ phần được đánh dấu trong đơn vị là phân số cần tìm.  

 Chiến lược S4 “sử dụng phép nhân hai phân số” là chiến lược tối ưu trong cả 3 bài toán.  

 Những biến được chọn trong thiết kế các bài toán thực nghiệm 

 Phần dưới mô tả các biến và giá trị của biến được chọn để thiết kế 3 bài toán thực 

nghiệm. Ba bài toán này đều thuộc KNV T1= Tìm 
 𝑎 

𝑏
 của 

 𝑐 

𝑑
. 

 Biến V1 = cấu tạo của hai phân số được cho. Các giá trị của biến V1 được mô tả là 

V1a: 
 𝑎 

𝑏
>

 𝑐 

𝑑
 và 

 𝑎 

𝑏
+

 𝑐 

𝑑
< 1; V1b : 

  𝑎  

𝑏
>

 𝑐  

𝑑
 và 

 𝑎 

𝑏
+

 𝑐 

𝑑
> 1 và V1c “ 

 𝑎 

𝑏
<

 𝑐 

𝑑
 và 

 𝑎 

𝑏
+

𝑐

𝑑
> 1”. 

Giá trị của biến này tạo ra các thông tin loại trừ lẫn nhau khi hợp thức chiến S1. 

 Biến V2 = sự xuất hiện của đơn vị gắn với phân số. Các giá trị của biến V2 là 

V2a = không xuất hiện đơn vị; V2b = đơn vị của phân số gắn với đại lượng đã cho cũng là 

                                                 
1 “Tuổi thuyền trưởng” là bài toán do Brousseau (1990) xây dựng để nghiên cứu một kiểu ứng xử của HS 

trong những tình huống không quen thuộc. Tác giả đã chỉ ra rằng trong trường hợp này thì HS không quan 

tâm đến nghĩa của phép toán và bản chất dữ kiện cho trong đề bài, chỉ tìm cách kết hợp dữ kiện vào những 

phép toán đã học để tìm câu trả lời mà họ cho là phù hợp (tham khảo A.Bessot et al, 2009, p.198). 
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đơn vị của phân số được yêu cầu trong đáp số và V2c = đơn vị của phân số gắn với đại 

lượng đã cho khác với đơn vị của phân số được yêu cầu trong đáp số. Giá trị V2b được 

chọn nhằm tạo ra những yếu tố cho sự xuất hiện của chiến lược S2 và chiến lược S3. 

 Biến V3 = sự tương thích của phân số đã cho với hình vẽ minh họa đơn vị. Các giá trị 

của biến V3 là V3a = tương thích và V3b = không tương thích. Việc chọn giá trị V3a sẽ tạo ra 

các yếu tố thuận lợi cho sự xuất hiện của chiến lược S4. 

 Kết quả thực nghiệm  

 Thực nghiệm được tiến hành trên 40 HS lớp 6. Thời gian thực nghiệm là vào cuối 

tháng 8 đầu tháng 9 của năm học 2018-2019, thời điểm này HS tham gia thực nghiệm đã 

hoàn thành xong chương trình tiểu học và bắt đầu vào năm học mới. Học sinh chưa học 

thêm kiến thức mới, đồng thời đã được tổng kết những vần đề cơ bản về phân số ở chương 

trình tiểu học.  

Bảng 2. Thống kê câu trả lời của học sinh 

Chiến lược Bài toán 1a Bài toán 1b Bài toán 2 Bài toán 3 

Chiến 

lược 

S1 

Cộng 19 18  2 

Trừ 6 6 19 17 

Chia 6 7 12 12 

Phối hợp nhiều phép toán    4 4 

Chiến lược S2 4 4   

Chiến lược S3     

Chiến lược S4    1 

Chiến lược khác 5 5 5 4 

Tổng 40 40 40 40 

 Mặc dù các giá trị của biến V1 đã 

được lựa chọn nhằm hạn chế sự xuất 

hiện của nó, chiến lược S1 (tuổi thuyền 

trưởng) vẫn được HS lựa chọn nhiều 

nhất khi giải cả ba bài toán (31/40 với 1a 

và cũng chừng ấy với 1b, 35/40 với bài 2 

và 35/40 với bài 3). Một trong những lời 

giải như thế được minh hoạ ở Hình 1. 

 Trái lại, chiến lược S2 (sử dụng một đơn vị chuyển đổi) rất ít được HS sử dụng, mặc 

dù, giá trị đã chọn của các biến V2 có thể tạo cơ hội cho chiến lược này xuất hiện. Chiến 

lược S3 (sử dụng hình vẽ minh họa 1 đơn vị) cũng không được sử dụng. Điều này không 

nằm ngoài dự kiến, vì nó hầu như không được trình bày trong các SGK toán tiểu học, trừ 

một trường hợp ngầm ẩn khi đưa vào quy tắc nhân hai phân số đã chỉ ra trong phân tích 

sách giáo khoa ở trên.  
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 Chiến lược S4 (nhân hai phân số) chỉ được sử dụng bởi 1 HS đối với Bài toán 3, mặc 

dù giá trị của biến V3 đã được chọn với mục đích tạo thuận lợi cho nó xuất hiện.  

 Việc phần lớn HS không giải được ba bài toán trên và đi theo chiến lược S1 (tìm đáp 

số bằng cách thử nghiệm các phép toán khác nhau sao cho có một đáp số được xem là chấp 

nhận được) cho thấy nghĩa của phép nhân hai phân số chưa được xây dựng ở HS. Khi rời 

bỏ tình huống “tính diện tích hình chữ nhật” và chuyển sang một tình huống khác, cụ thể là 

“tìm  
 𝑎 

𝑏
 của  

 𝑐 

𝑑
  một đại lượng”, HS cảm thấy lúng túng. Lúc này, các em bộc lộ những bất 

ổn, biểu hiện ở việc chọn và thay đổi các phép toán liên tục để đáp ứng từng bài toán. Một 

số ít HS theo đuổi các chiến lược khác để tìm cách tính 
 𝑎 

𝑏
 của 

 𝑐 

𝑑
, chẳng hạn S2, mặc dù nó 

tỏ ra “tốn kém”. Các em không nghĩ đến việc sử dụng phép toán nhân hai phân số (chỉ có 1 

HSV chọn chiến lược S4). 

4. Kết luận và kiến nghị 

 Ba bài toán trên đều thuộc KNV T1= Tìm 
 𝑎 

𝑏
 của một đại lượng, chính xác là “tìm 

 𝑎 

𝑏
 

của 
 𝑐 

𝑑
”. Kết quả thực nghiệm cho thấy dường như HS chưa hiểu nghĩa của phép nhân phân 

số. Nó cho phép khẳng định bước đầu tính thoả đáng của giả thuyết: “Học sinh không huy 

động phép nhân hai phân số khi giải quyết các tình huống liên quan đến bài toán tìm 
 𝑎 

𝑏
 

của một đại lượng mà giá trị của đại lượng được cho ở dạng phân số”. Nói là “khẳng định 

bước đầu”, vì thực ra tác giả bài viết này chưa phỏng vấn được HS để biết vì sao ngay cả 

khi sử dụng chiến lược S1 thì các em cũng chỉ loay hoay với các phép toán cộng, trừ, chia, 

mà không nghĩ đến phép nhân. 

 Thực ra, từ phân tích các SGK còn hình thành được một giả thuyết khác cũng liên 

quan đến nghĩa toán tử: “Phép nhân phân số không được HS huy động để tìm hình phóng 

to, thu nhỏ một hình”. Bài toán này liên quan đến KNV T2 = tìm phân số mà việc nhân với 

nó sẽ biến làm đổi đại lượng ứng với giá trị a thành đại lượng ứng với giá trị b. Đây cũng 

là một bài toán mang lại nghĩa toán tử cho phân số mà một số chương trình và SGK nước 

ngoài quan tâm. Chẳng hạn, chương trình Toán ở tiểu học của Mĩ yêu cầu HS hiểu phép 

nhân phân số qua “sự phóng to thu nhỏ hay thay đổi kích thước hình vẽ” (Common Core 

State Standards Initiative, 2010, p.36). Trái lại, việc hiểu nghĩa toán tử qua kiểu tình huống 

này không hề được chương trình hay SGK Toán ở tiểu học nói đến. Để kiểm chứng giả 

thuyết thứ hai này, tác giả bài viết cũng đã tiến hành một thực nghiệm với HS, nhưng 

không thể trình bày trong khuôn khổ có hạn của bài viết.  

 Nghiên cứu đã thực hiện cho phép củng cố thêm ghi nhận của nhiều nhà nghiên cứu 

khác về những khó khăn trong việc hiểu và sử dụng khái niệm phân số của HS tiểu học. 

Khó khăn ấy chứa đựng nhiều vấn đề mà nguồn gốc trước hết nằm ở tính đa nghĩa và đa 

biểu diễn của khái niệm phân số. Kết quả nghiên cứu cho thấy vết của nghĩa toán tử trong 

thể chế dạy học toán bậc tiểu học ở Việt Nam xuất hiện khá mờ nhạt, trong khi chính nghĩa 
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ấy cho thấy vai trò công cụ của phép nhân hai phân số. Sự thiếu vắng nghĩa toán tử gây ra 

những khó khăn khi giải quyết tình huống liên quan 
 𝑎 

𝑏
 của một đại lượng mà giá trị của đại 

lượng được cho ở dạng phân số. Điều đó chứng tỏ cần phải xây dựng một tình huống dạy 

học bổ sung vào quan hệ cá nhân của HS với KNV “tìm 
 𝑎 

𝑏
 của 

 𝑐 

𝑑
”. Đây là một hướng 

nghiên cứu phát triển tiếp từ nghiên cứu này. 

 

 Tuyên bố về quyền lợi: Các tác giả xác nhận hoàn toàn không có xung đột về quyền lợi. 
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ABSTRACT 

 The multi-signification of the notion of fraction is at the origin of the difficulties encountered 

by primary school pupils to understand and use this notion. Among the signification of fractions, 

the meaning of operator is related to the instrumental role of the multiplication of fractions. Our 

epistemological research has enabled us to build a reference grid for mathematical organization 

that must be built in teaching to help students understand the need for the multiplication of 

fractions. This grid of reference of mathematical organizations helped us analyze the teaching of 

mathematics in elementary schools. It was found that the teaching did not succeed in completely 

constructing the signification of the operator of the fractions for the pupils. Therefore, the 

knowledge of the students is incomplete. They can implement the rules for multiplying fractions, but 

they do not know how to use this operation to solve some math and reality problems. This statement 

has been validated by an experimental study presented at the end of the article. 

 Keywords: fraction; signification of operator; reference mathematical organization  

 


