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TÓM TẮT 
Lí thuyết bậc tôpô cho các ánh xạ đa trị trong các không gian Banach có thứ tự đã cung cấp 

một công cụ mới, hiệu quả trong nghiên cứu các bao hàm thức vi phân và bài toán giá trị riêng của 
ánh xạ đa trị. Trong bài báo này, chúng tôi sử dụng công cụ bậc tôpô theo nón để chứng minh các 
định lí tổng quát về tồn tại nghiệm trong nón của các bao hàm thức ( ), ( )x A x x A xλ∈ ∈  cho một số 
lớp ánh xạ đa trị A tác động trong không gian có thứ tự. Chúng tôi cũng nghiên cứu dáng điệu tiệm 
cận của nghiệm khi µ →∞ . Các kết quả này sau đó được chúng tôi áp dụng để chứng minh sự tồn 

tại nghiệm dương của bao hàm thức vi phân cấp hai ( )''( ) , ( ) ,x t f t x t− ∈ [0,1]t∈  với điều kiện kiện 

biên nhiều điểm dạng 
2

1
(0) ( ), (1) ( )

m

i i
i

x u x x xα β
−

=

= = ∑ . Các kết quả thu được trong bài báo đã mở rộng 

một số nghiên cứu đã có trong trường hợp phương trình lên trường hợp bao hàm thức. 
Từ khóa: giá trị riêng; bậc tôpô, bao hàm thức vi phân cấp hai; điều kiện biên nhiều điểm; ánh 

xạ đa trị, nghiệm trong nón 
 
1. Giới thiệu 
 Bậc tôpô của ánh xạ là công cụ hữu hiệu để nghiên cứu sự tồn tại nghiệm, cấu trúc tập 
nghiệm của các phương trình phi tuyến trừu tượng và phương trình vi phân cụ thể (Deimling, 
1985; Guo & Lakshmikantham, 1988; (O'Regan, Cho, & Chen, 2006). Với việc sử dụng 
ngày càng rộng rãi các ánh xạ đa trị trong Toán học, khoa học tự nhiên, kinh tế…, lí thuyết 
bậc tôpô cho ánh xạ đa trị đã được xây dựng và ứng dụng trong nghiên cứu các bao hàm 
thức vi phân, bài toán giá trị riêng của các ánh xạ đa trị (Nguyen, Tran, & Vo, 2018). Việc 
tìm các định lí tổng quát mới về điểm bất động của ánh xạ đa trị để có thể áp dụng vào các 
bài toán mới, vẫn sẽ được tiếp tục trong thời gian tới. 
 Trong bài báo này, dựa trên các tính chất tổng quát về bậc tôpô của ánh xạ đa trị tác 
động trong không gian có thứ tự, chúng tôi sẽ chứng minh các định lí về sự tồn tại điểm bất 
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động trong nón, vectơ riêng trong nón của một số lớp ánh xạ đa trị. Các định lí tổng quát 
được chúng tôi áp dụng để nghiên cứu sự tồn tại nghiệm dương của của bao hàm thức vi 
phân cấp hai với điều kiện biên nhiều điểm, kết quả này mở rộng các nghiên cứu của (Le, 
Le, & Nguyen, 2008) lên trường hợp đa trị. 
2. Các khái niệm được sử dụng và kết quả chính 
2.1. Bậc tôpô của ánh xạ đa trị trong không gian có thứ tự  

Giả sử X là không gian Banach trên trường số thực. Tập K X⊂ được gọi là nón trong 
X nếu: 

(i)    K là tập đóng trong X, 
(ii)  , , 0K K K K Kλ λ+ ⊂ ⊂ ∀ ≥ , 

(iii) { }( )K K θ∩ − = . 

Nếu K là nón thì thứ tự trong X sinh bởi K được xác định bởi .x y y x K≤ ⇔ − ∈  Khi 
đó ta nói cặp (X, K) là không gian Banach có thứ tự. 
Định nghĩa 2.1. (Jahn & Truong, 2011) 

Cho ( ),X K  là không gian Banach có thứ tự, A và B là các tập con khác rỗng của X. 

Ta xây dựng quan hệ 
( )

" " ( 1,2,3)
k

k≤ = giữa hai tập hợp A, B và khái niệm ánh xạ đa trị  
(k) – tăng như sau: 

1) 
(1)

( , : )A B x A y B x y≤ ⇔ ∀ ∈ ∃ ∈ ≤  (nghĩa là A B K⊂ − ), 

2) 
(2)

( , : )A B y B x A x y≤ ⇔ ∀ ∈ ∃ ∈ ≤  (nghĩa là B A K⊂ + ), 

3) 
(3)

( , : )A B x A y B x y≤ ⇔ ∀ ∈ ∀ ∈ ≤  (nghĩa là ,B x K x K⊂ + ∀ ∈ ). 

Ánh xạ đa trị { }: 2 \XF D X⊂ → ∅ , 

F gọi là (k) – tăng ( 1,2,3k = ) nếu 
( )

, ( ) ( )
k

x y D x y F x F y
 
 ∀ ∈ ≤ ⇒ ≤
 
 

. 

 Các quan hệ giữa 2 tập hợp vừa nêu đã được nhiều nhà toán học giới thiệu và sử dụng. 
Các quan hệ này sẽ trùng với quan hệ thứ tự sinh bởi nón K nếu các tập hợp A, B chỉ có một 
phần tử. 
Định nghĩa 2.2. (Deimling, 1985) 

Cho ,X Y  là các không gian Banach trên trường số thực và ánh xạ đa trị

{ }: 2 \YF D X⊂ → ∅ . 

(i) F được gọi là nửa liên tục trên trong D nếu với mọi tập hợp V mở trong Y thì tập hợp  

{ }( ) : ( )F V x D F x V+ = ∈ ⊂  mở trong D. 
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(ii) F là ánh xạ compact nếu ( ) ( )
x S

F S F x
∈

=


 là tập compact tương đối trong Y, với S là 

tập bị chặn bất kì trong D. 
(iii) Với E Y⊂ , ta kí hiệu ( )cc E là tập các tập con lồi, đóng, khác rỗng trong E. 

Định nghĩa 2.3. (Borisovich et al., 2011; Fitzpatrick & Petryshyn, 1975) 
 Cho Ω  là tập mở, bị chặn trong không gian Banach X với thứ tự sinh bởi nón K và 

: ( )A K cc K∩∂Ω→  là ánh xạ đa trị nửa liên tục trên, compact sao cho ( ),x A x∉  với mọi 
x K∈ ∩∂Ω  (ta nói A không suy biến trên K ∩∂Ω ). Khi đó tồn tại ánh xạ đơn trị, compact 

:f K K∩∂Ω→  đồng luân với A trên K ∩∂Ω , nghĩa là tồn tại ánh xạ đa trị 

( ): [0,1] ( )G K cc K∩∂Ω × →  là nửa liên tục trên, compact sao cho 

( )( , ) , ( , ) [0,1] ; (.,1) , (.,0) .x G x t x t K G A G f∉ ∀ ∈ ∩∂Ω × = =  

Ta định nghĩa bậc tôpô ( , )Ki A Ω  theo nón K của ánh xạ A trên tập Ω , bởi 

( , ) ( , )K Ki A i fΩ = Ω , 

trong đó ( , )Ki f Ω  là bậc tôpô theo nón K của ánh xạ đơn trị f  trên tập Ω . 
Mệnh đề 2.4. (Borisovich et al., 2011) 

Giả sử ( ),X K  là không gian Banach có thứ tự XΩ⊂  là tập mở, bị chặn. Trong các 

tính chất 1 – 3, ta giả sử ánh xạ A xác định trên K ∩∂Ω , còn trong các tính chất 4 – 5, ta giả 
sử ánh xạ A xác định trên K ∩Ω , nhận giá trị trong ( )cc K và là nửa liên tục trên, compact. 

1. Tính chất chuẩn hóa 
Nếu ( )A x C≡ , x K∀ ∈ ∩∂Ω  trong đó C K⊂ là tập lồi, compact thì 

1 khi ,
( , )

0 khi \ .K

C K
i A

C K

⊂ ∩ΩΩ = 
⊂ Ω

 

 2. Tính chất bất biến qua đồng luân 
Nếu ( ): [0,1] ( )H K cc K∩∂Ω × →  là ánh xạ đa trị nửa liên tục trên, compact và không 

suy biến thì  

( ) ( )(.,1), (.,0),K Ki H i HΩ = Ω . 
 3. Tính chất Poincare 
 Giả sử 1 : ( )A K cc K∩∂Ω→  là ánh xạ nửa liên tục trên, compact không suy biến trên 

K ∩∂Ω  và thỏa mãn 
x y x z
x y x z
− −

≠ −
− −

, 

với mọi 1( ), ( ),y A x z A x x K∈ ∈ ∈ ∩∂Ω . Khi đó, 1( , ) ( , )K Ki A i AΩ = Ω . 
 4. Tính chất cộng tính 
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Giả sử 1 2,Ω Ω  là các tập mở không giao nhau. Nếu ( ) ,x A x∉  với mọi 

( )1 2\ ( )x K∈ ∩ Ω Ω ∪Ω thì  

1 2( , ) ( , ) ( , )K K Ki A i A i AΩ = Ω + Ω . 

 5. Nếu ( , ) 0Ki A Ω ≠ thì A có điểm bất động trong Ω . 
Mệnh đề 2.5. (Infante & Pietramala, 2009) 

Giả sử ( ),X K là không gian Banach có thứ tự, Ω  là tập mở, bị chặn. 

: ( )A K cc K∩∂Ω→  là ánh xạ nửa liên tục trên, compact. Khi đó, 
1. Nếu θ ∈Ω  và  

( ) , , 1x A x x Kλ λ∉ ∀ ∈ ∩∂Ω ∀ ≥ , 

thì ( , ) 1Ki A Ω = . 

2. Nếu tồn tại phần tử { }0 \x K θ∈  sao cho  

0( ) , , 0x A x x x Kλ λ∉ + ∀ ∈ ∩∂Ω ∀ ≥ , 

thì ( , ) 0Ki A Ω = . 
3. Nếu A thỏa mãn 
(i) 2

inf ( ) 0
x K

A x
∈ ∩∂Ω

>  (với 
2 ( )

( ) inf
y A x

A x y
∈

= ), 

(ii) ( ) , , (0,1]x A x x Kλ λ∉ ∀ ∈ ∩∂Ω ∀ ∈ , 
thì ( , ) 0Ki A Ω = . 

2.2. Các định lí điểm bất động của ánh xạ đa trị 
Định lí 2.6. 

Cho ( ),X K  là không gian Banach có thứ tự, 1 2,Ω Ω  là các tập mở, bị chặn trong X và 

1 1 2,θ ∈Ω Ω ⊂ Ω  và 2: ( )A K cc K∩Ω → là ánh xạ nửa liên tục trên, compact. Giả sử một 
trong hai điều kiện dưới đây thỏa mãn: 

(i)  11
( ) ,A x x x K≤ ∀ ∈ ∩∂Ω  và 22

( ) ,A x x x K≥ ∀ ∈ ∩∂Ω , 

(ii) 12
( ) ,A x x x K≥ ∀ ∈ ∩∂Ω  và 21

( ) ,A x x x K≤ ∀ ∈ ∩∂Ω ,
 

với 
1

( )
( ) sup

y A x
A x y

∈
=  , 

2 ( )
( ) inf

y A x
A x y

∈
= . 

Khi đó A có điểm bất động trong ( )2 1\K ∩ Ω Ω . 

Chứng minh 
Ta chứng minh định lí trong trường hợp điều kiện (i) thỏa mãn, trường hợp (ii) được 

chứng minh tương tự. 
Giả sử ánh xạ A không có điểm bất động trên 1K ∩∂Ω  và 2K ∩∂Ω . Ta sẽ chứng minh 
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( ) , , 1x A x x Kλ λ∉ ∀ ∈ ∩∂Ω ∀ ≥ .                     (1)   
Giả sử ngược lại, tức là tồn tại 0 1x K∈ ∩∂Ω , 0 1λ ≥  sao cho 0 0 0( )x A xλ ∈ .  

Khi đó , 0 0 0 1
. ( )x A xλ ≤ . Mặt khác, từ giả thiết ta suy ra 0 1λ ≠  nên  

0 0 0 01
( ) .A x x xλ≥ > ,  

là điều vô lí. 
Vậy (1) đúng và do đó 1( , ) 1.Ki A Ω =   
Tiếp theo, ta sẽ chứng minh điều kiện (i) và (ii) của tính chất 3 trong Mệnh đề 2.5 thỏa mãn. 
Vì 2Ω  là tập mở chứa θ  nên 2θ ∉∂Ω  suy ra 

2 2
2

inf ( ) inf 0
x K x K

A x x
∈ ∩∂Ω ∈ ∩∂Ω

≥ >  hay điều kiện 

(i) đúng. Sau cùng ta chứng minh điều kiện (ii) cũng đúng, tức là chứng minh  

2( ) , , (0,1]x A x x Kλ λ∉ ∀ ∈ ∩∂Ω ∀ ∈ . 

Giả sử ngược lại, tức là tồn tại 0 2x K∈ ∩∂Ω , 00 1λ< ≤  sao cho 0 0 0( )x A xλ ∈ . 

Khi đó, 0 0 0 2
. ( )x A xλ ≥ . Mặt khác, từ giả thiết ta suy ra 0 1λ ≠  nên  

0 0 0 02
( ) .A x x xλ≤ <  là điều vô lí. 

Vậy điều kiện (ii) đúng. Suy ra 2( , ) 0Ki A Ω = . Áp dụng tính chất cộng tính của bậc tôpô ta 

được 2 1 2 1( , \ ) ( , ) ( , ) 0 1 1 0K K Ki A i A i AΩ Ω = Ω − Ω = − = − ≠ . 

Suy ra tồn tại ( )0 2 1\x K∈ ∩ Ω Ω  sao cho 0 0( )x A x∈  (đpcm). 

 Hai định lí tiếp theo khẳng định sự tồn tại của giá trị riêng dương và vectơ riêng dương 
của ánh xạ đa trị. 
Định lí 2.7. 

Giả sử ( ),X K là không gian Banach có thứ tự, Ω  là tập mở, bị chặn và chứa θ ,

: ( )A K cc K∩∂Ω→  là ánh xạ nửa liên tục trên, compact 2
inf ( ) 0

x K
A x

∈ ∩∂Ω
> . Khi đó,  

0 0 0 0 0, 0 : ( )x K x A xµ µ∃ ∈ ∩∂Ω ∃ > ∈ . 
Chứng minh. 

Đặt sup
x K

m x
∈ ∩∂Ω

= , 2
inf ( ) .

x K
A xβ

∈ ∩∂Ω
=  Chọn mα

β
> , ta chứng minh ánh xạ Aα  thỏa 

mãn điều kiện của tính chất 3 trong Mệnh đề 2.5. Hiển nhiên điều kiện (i) đúng,  tiếp theo ta 
chứng minh  

( ) , , (0,1]x A x x Kµ α µ∉ ∀ ∈ ∩∂Ω ∀ ∈ . 
Giả sử ngược lại, tức là  

1 1 1 1 1, (0,1] : ( )x K x A xµ µ α∃ ∈ ∩∂Ω ∃ ∈ ∈ . 

Khi đó 1 1 2
1

( ) 1A x
x m
α αβµ ≥ ≥ > , là điều vô lí. 
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Do đó theo Mệnh đề 2.5. ta suy ra ( , ) 0Ki Aα Ω = . 

Ánh xạ ( ): [0,1] ( )H K cc K∩∂Ω × →  xác định bởi ( , ) ( )H x t t A xα=  là ánh xạ nửa liên tục 

trên, compact. Nếu ( )( , ) , ( , ) [0,1]x H x t x t K∉ ∀ ∈ ∩∂Ω ×  thì áp dụng tính chất bất biến đồng 

luân của bậc tôpô ta được ˆ( , ) ( , ) 1K Ki A iα θΩ = Ω =  (trong đó ˆ : ( )K cc Kθ ∩Ω→  là ánh xạ 

không { }ˆ( ) ,x x Kθ θ= ∀ ∈ ∩∂Ω ). Ta gặp mâu thuẫn. 

Vậy tồn tại 0 0( , ) ( ) [0,1]x t K∈ ∩∂Ω ×  sao cho 0 0 0 0 0( , ) ( )x H x t t A xα∈ = . Hiển nhiên 0 0t ≠  
và đặt 1

0 0( ) 0tµ α −= >  thì 0 0 0( )x A xµ ∈  (đpcm). 
Định lí 2.8. Cho ( ),X K là không gian Banach có thứ tự. : ( )A K cc K→  là ánh xạ nửa liên 

tục trên, compact, { }( )A θ θ=  và một trong hai điều kiện dưới đây thỏa mãn: 

(i) 1 2
0

( ) ( )
lim 0 , lim
x x

x K x K

A x A x
x x→ →+∞

∈ ∈

= = +∞ , 

(ii) 2 1
0

( ) ( )
lim , lim 0
x x

x K x K

A x A x
x x→ →+∞

∈ ∈

= +∞ = . 

Khi đó, 
(a) 0, : ( ),x x A xµ µ µµ θ µ∀ > ∃ > ∈  

(b) lim xµµ→+∞
= +∞  (nếu có điều kiện (i)) và lim 0xµµ→+∞

=  (nếu có điều kiện (ii)). 

Chứng minh. 
Ta chứng minh định lí trong trường hợp điều kiện (i) thỏa mãn, trường hợp (ii) được 

chứng minh tương tự. 
Cho trước 0µ > , thì do điều kiện (i) suy ra tồn tại các số 0R r> >  sao cho  

1
( ) ; ,A x x x K x rµ< ∀ ∈ = , 

2
( ) ; ,A x x x K x Rµ> ∀ ∈ = . 

Đặt { }:r x X x rΩ = ∈ <  , { }:R x X x RΩ = ∈ <  thì ,r RΩ Ω  là các tập mở bị chặn trong 

X và ,r r Rθ ∈Ω Ω ⊂ Ω . Khi đó, ánh xạ đa trị 1 A
µ

 thỏa điều kiện (i) của Định lí 2.6. Do đó, 

tồn tại \R rxµ ∈Ω Ω  hay xµ θ>  sao cho 1 ( ) hay ( )x A x x A xµ µ µ µµ
µ

∈ ∈ . 
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Tiếp theo ta chứng minh lim xµµ→+∞
= +∞ . Giả sử ngược lại, tức là tồn tại số thực 0c >  và 

dãy số thực { }n n
µ  sao cho lim nn

µ
→+∞

= +∞  và 
n

x cµ ≤ , với mọi *n∈ . Chuyển sang dãy 

con nếu cần, ta có thể coi lim 0
nn

xµ τ
→+∞

= ≥ . 

Khi đó, 

1
( )

n

n n

n

A x M
x x
µ

µ µ

µ ≤ ≤  (với 
1

sup ( )
x c

M A x
≤

= ).  (2) 

Do bất đẳng thức thứ nhất trong (2) và điều kiện (i) cùng với nµ →∞ , ta suy ra 0τ ≠ . 
Nhưng khi đó, do bất đẳng thức thứ hai ta lại gặp mâu thuẫn. 
2.3. Bao hàm thức vi phân cấp hai với điều kiện biên nhiều điểm 
 Xét bài toán                                 

( )
2

1

''( ) , ( ) , 0 1 ,

(0) ( ) , (1) ( ) ( 3).
m

i i
i

x t f t x t t

x u x x x mα β
−

=

− ∈ ≤ ≤



= = ≥


∑
 (3) 

với các giả thiết như sau 
+ :[0,1] ( )f cc+ +× →   là ánh xạ đa trị compact và là hàm Caratheodory trên theo nghĩa: 

• a1) x +∀ ∈ , hàm ( , )t f t x  là hàm số đo được, nghĩa là y∀ ∈ , hàm số  

{ }( ) inf , ( , )D t y z z f t x= − ∈  đo được. 

• a2) Hàm số ( , )x f t x  nửa liên tục trên hkn trên [0,1] . 

• a3) ( )1

0
0, [0,1] : sup ( , ) ( )r r

x r
r L f t x tϕ ϕ

≤ ≤
∀ > ∃ ∈ ≤ hkn trên [0,1] . 

+ :u K +→  là hàm số liên tục, xác định bởi 
1

0

( ) ( ) (0 1)u x x s dsα α= < ≠∫ ,  

trong đó ( ){ }[0,1] : ( ) 0, [0,1]K x C x t t= ∈ ≥ ∀ ∈  là nón trong ( )[0,1]C , 

+ 0 ( 1,2,..., 2)i i mα ≥ = −  và 
2

1
1

m

i
i
α

−

=

<∑ , 

+ 1 2 20 ..... 1mβ β β −< < < < <  và 
2

1
1

m

i i
i
α β

−

=

<∑ , 

+ 
2 2

1 1
1 , 1

m m

i i i
i i

A Bα β α
− −

= =

= − = −∑ ∑ , 1A BD
A

− +
= . 

Ta định nghĩa 

+ 1 1 1min 1 , 0
2 2

BC
A Dε ε ε    = − + − >    
    

 với 10
2

ε< <  cố định, 
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+ 
1 1
2 2

: min ( )
t

K x K x t C xε ε
ε ε− ≤ ≤ +

  = ∈ ≥ 
  

, 
0 1
max ( )

t
x x t

≤ ≤
=  là chuẩn trong ( )[0,1]C . 

Bài toán (3) được viết lại dưới dạng sau: 
1

0

( ) ( ) ( , ) ( , ( ))A Btx t u x G t s f s x s ds
A
−

∈ + ∫ , (4) 

trong đó   
2

2
1

1

( , ) ( , ) ( , )
1

m

i im
i

i i
i

tG t s G t s G sα β
α β

−

−
=

=

= +
−

∑
∑

, 

với 
(1 ) , 0 1,

( , )
(1 ) , 0 1.

s t s t
G t s

t s t s
− ≤ ≤ ≤

=  − ≤ ≤ ≤
 

Với mỗi x K∈ , ta kí hiệu 

( ){ 1 [0,1] : ( ) ( , ( ))xF y L y t f t x t= ∈ ∈ hkn trên }[0,1] , 

và lập ánh xạ { }: 2 \KT K → ∅  xác định bởi 
1

0

( ) : , ( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) , [0,1]xT x h K y F h t t u x G t s y s ds tγ
 

= ∈ ∃ ∈ = + ∀ ∈ 
 

∫ , 

với ( ) , [0,1]A Btt t
A

γ −
= ∈ . 

Bổ đề 2.9. (Guo & Lakshmikantham, 1988) 
i) 0 ( ) 1, [0,1]t tγ< ≤ ∀ ∈ , 

ii) Hàm số ( , )G t s liên tục trên [0,1] [0,1]×  và 0 ( , ) (1 ) , ( , ) [0,1] [0,1]G t s Ds s t s≤ ≤ − ∀ ∈ × ,  

iii) Với 10
2

ε< <  , 1 1 1( , ) (1 ) , [0,1], ,
2 2 2

G t s s s s tε ε ε   ≥ − − ∀ ∈ ∀ ∈ − +      
, 

iv) 
1

0

[0,1], lim ( , ) ( , ) ( ) 0 , 0rt
G t s G s s ds r

τ
τ τ ϕ

→
∀ ∈ − = ∀ >∫ . 

Bổ đề 2.10. (Lasota & Opial, 1965) 
Giả sử I ⊂   là đoạn bị chặn, { }: 2 \f I × → ∅

  là ánh xạ Caratheodory trên có giá 

trị lồi, compact sao cho ( ){ }1 ˆ: ( ) ( , ( )) hkn tren , ( )xF y L I y t f t x t I x C I= ∈ ∈ ≠ ∅ ∀ ∈ . Khi đó, 

nếu 1: ( ) ( )L L I C I→  là ánh xạ tuyến tính liên tục thì ánh xạ đa trị , ( )x xL F x L F   có đồ 

thị đóng trong ( ) ( )C I C I× . 
Bổ đề 2.11. Ánh xạ T là ánh xạ đa trị nửa liên tục trên, compact và có giá trị lồi, đóng. 
Chứng minh 
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1) ( )T K Kε ε⊂  

Với , ( )x K h T x∈ ∈  tồn tại xy F∈  sao cho 
1

0

( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) , [0,1]h t t u x G t s y s ds tγ= + ∀ ∈∫  

1

0

( ) (1 ) ( ) , [0,1]u x D s s y s ds t≤ + − ∀ ∈∫ . 

Suy ra 
1

0

( ) (1 ) ( )h u x D s s y s ds≤ + −∫ . 

Mặt khác, với 1 1
2 2

tε ε− ≤ ≤ + , ta có 

1

0

1

0

1 1 1( ) 1 ( ) (1 ) ( )
2 2

( ) (1 ) ( ) .

Bh t u x D s s y s ds
A D

C u x D s s y s ds C hε ε

ε ε    ≥ − + + − −        

 
≥ + − ≥ 

 

∫

∫
 

Vậy h Kε∈  và do đó ( ) ( )
x K

T K T x K
ε

ε ε
∈

= ⊂


. 

2) T có giá trị lồi 

1 2, , ( ), (0,1)x K h h T x λ∈ ∈ ∈  tồn tại 1 2, xy y F∈  sao cho 
1

0

( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) , [0,1] , 1, 2k kh t t u x G t s y s ds t kγ= + ∀ ∈ =∫ . 

Khi đó 

[ ]
1

1 2 1 2
0

( ) (1 ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) (1 ) ( ) , [0,1]h t h t t u x G t s y s y s ds tλ λ γ λ λ+ − = + + − ∀ ∈∫ . 

Vì xF  là tập lồi nên 1 2(1 ) xy y Fλ λ+ − ∈ . Suy ra 1 2(1 ) ( )h h T xλ λ+ − ∈ . 

3) T có giá trị đóng 
Giả sử x K∈  và { } ( )nu T x⊂ , nu u→ và { }n xn

y F⊂  sao cho 
1

0

( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) , [0,1]n nu t t u x G t s y s ds tγ= + ∀ ∈∫ . (5) 

Với 1r x= +  và theo giả thiết (a3), tồn tại ( )[0,1]r Lϕ ∈  thỏa mãn 

0
sup ( , ) ( )r

x r
f t x tϕ

≤ ≤
≤  hkn trên [0,1]. 

Do { }n xn
y F⊂  nên ( ) ( , ( ))ny t f t x t∈  và ta có 

*0 ( ) ( ) , .n ry t t nϕ≤ ≤ ∀ ∈  
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Áp dụng hệ quả của định lí Dunford – Pettis ta suy ra tồn tại dãy con { } { }
kn n nk

y y⊂  và 

( )[0,1]y L∈  sao cho 
k

w
ny y→ . Vì xF  lồi, đóng nên đóng yếu, do đó xy F∈ . 

Qua giới hạn trong (5), ta được 
1

0

( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) , [0,1]u t t u x G t s y s ds tγ= + ∀ ∈∫ . 

Vậy ( )u T x∈ . 
4) T là ánh xạ compact 

Ta sẽ chứng minh với mỗi 0r > , tập hợp ( )rT K  là tập compact tương đối. 

Theo giả thiết (a3), tồn tại ( )[0,1]r Lϕ ∈ :
0
sup ( , ) ( )r

x r
f t x tϕ

≤ ≤
≤  hkn trên [0,1]. 

• ( )rT K  bị chặn đều 

Với rx K∈  và ( )h T x∈  có xy F∈  sao cho 
1

0

( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) , [0,1]h t t u x G t s y s ds tγ= + ∀ ∈∫  

1 1 1

0 0 0

( ) (1 ) ( ) (1 ) ( )rx s ds D s s y s ds r D s s s dsα α ϕ≤ + − ≤ + −∫ ∫ ∫ . 

• ( )rT K  đồng liên tục 

Giả sử 1 2, [0,1]t t ∈ và 1 2t t< . Ta có 

[ ]
1

1 2 1 2 1 2
0

1

2 1 1 2
0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) , [0,1],

( ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) .

h t h t t t u x G t s G t s y s ds t

B t t u x G t s G t s y s ds
A

γ γ  − = − + − ∀ ∈ 

 = − + − 

∫

∫
 

Do đó, 
1

1 2 1 2 1 2
0

( ) ( ) ( , ) ( , ) ( )r
Bh t h t t t r G t s G t s s ds
A

α ϕ− ≤ − + −∫ . 

Suy ra 
1 2

1 2lim ( ) ( ) 0
t t

h t h t
→

− =  (Bổ đề 2.9). 

Áp dụng Định lí Ascoli – Arzela ta suy ra T là ánh xạ compact. 
5) Ánh xạ T có đồ thị là tập đóng 

Giả sử ,nx x K∈  và nx x→ , ( ), *n nh T x n∈ ∀ ∈  và nh h→ . Ta sẽ chứng minh ( )h T x∈ . 
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Ánh xạ ( ) ( )1: [0,1] [0,1]L L C→ , 
1

0

( , ) ( )w G t s w s ds∫
 là ánh xạ tuyến tính, liên tục nên suy 

ra ánh xạ đa trị ( ) ( )( ): [0,1] [0,1]L F C cc C→  có đồ thị đóng trong ( ) ( )[0,1] [0,1]C C×  (Bổ 

đề 2.10). 
Vì ( )

nn n xh u x L Fγ− ∈   và ( ) ( )n nh u x h u xγ γ− → −  nên ( ) xh u x L Fγ− ∈   hay ( )h T x∈ . 

Vì T là ánh xạ compact và có đồ thị đóng nên T là ánh xạ nửa liên tục trên. 
Định lí 2.12.  Giả sử tồn tại các số thực ,R σ  sao cho 0 1 Rα σ< < < <  hoặc 
0 1R α σ< < < <  
và thỏa mãn các điều kiện sau đây: 

1) 
( ) [ ]

(1) 4
( , ) , [0,1], 0,

R R
f t x t x R

D

α−
≤ ∀ ∈ ∀ ∈ , 

2) [ ]
(2)

1/8

2048( , ) , 0,1 , [ , )
27

f t x x t x
C

σ≥ ∀ ∈ ∀ ∈ ∞ . 

Khi đó, bài toán (4) có nghiệm không tầm thường. 
Chứng minh. 

Giả sử ,x K x R∈ =  và ( )h T x∈ , ta chọn xy F∈  sao cho 
1

0

( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) , [0,1]h t t u x G t s y s ds tγ= + ∀ ∈∫ . 

Vì ( ) ( , ( ))y t f t x t∈  nên
( )4

( )
R R

y t
D

α−
≤  . Do đó, 

( ) ( )
1 1

0 0

4
( ) (1 )

R R
h t x D s s ds R R R ds R x

D

α
α α α

−
≤ + − ≤ + − = =∫ ∫ . 

Suy ra  

1
( )

( ) sup , ,
h T x

T x h x x K x R
∈

= ≤ ∀ ∈ = . (6) 

Với 10
2

ε< < , ta đặt { }1max 2 , 0R R Cε εσ −= >  thì R Rε > , và với ,x K x Rε ε∈ = , ta có 

1 1
2 2

min ( )
t

x t C x C Rε ε ε
ε ε

σ
− ≤ ≤ +

≥ = ≥ . 

Mặt khác, với ( )h T x∈ , tồn tại xy F∈  sao cho 
1

0

( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) , [0,1]h t t u x G t s y s ds tγ= + ∀ ∈∫ . 



Tạp chí Khoa học Trường ĐHSP TPHCM Nguyễn Đăng Quang 
 

1382 

1 1
2 2

1 1
2 2

1 1 1( , ) ( ) (1 ) ( ) , , .
2 2 2

G t s y s ds s s y s ds t
ε ε

ε ε

ε ε ε
+ +

− −

   ≥ ≥ − − ∀ ∈ − +      ∫ ∫   

Vì ( ) ( , ( ))y t f t x t∈  nên 
1/8

2048( ) ( )
27

y t x t
C

≥  (do 2)). Do đó 

1 1
2 2

1 11/8 1/8
2 2

2048 1 2048 1( ) (1 ) ( ) (1 )
27 2 27 2

h t s s x s ds C x s s ds
C C

ε ε

ε

ε ε

ε ε
+ +

− −

   ≥ − − ≥ − −   
   ∫ ∫ . 

Chú ý rằng 
21(1 )

2
s s ε − ≥ − 

 
, 1 1,

2 2
s ε ε ∀ ∈ − +  

, ta có 

3

1/8

2048 1( ) 2
27 2

h t C x
C ε ε ε ≥ − 

 
. (7) 

Dễ thấy, hàm số 
31 1( ) 2 , 0

2 2
ϕ ε ε ε ε = − < < 

 
 đạt GTLN tại 0

1
8

ε =  và 0
27( )

2048
ϕ ε = .  

Do đó, nếu ta chọn 0
1
8

ε ε= =  trong (7) thì ta có 

0 02 ( )
( ) inf , ,

h T x
T x h x x K x Rε ε∈

= ≥ ∀ ∈ = . (8) 

Từ (6), (8) và ( )T K Kε ε⊂ , áp dụng Định lí 2.6 với 
0

Kε , ( ){ }[0,1] :R x C x RΩ = ∈ < , 

( ){ }00
[0,1] :R x C x R

ε εΩ = ∈ < , ta suy ra tồn tại ( ) ( )
0 0

* * *\ :R Rx K x T x
εε∈ ∩ Ω Ω ∈  hay 

bài toán (4) có nghiệm không tầm thường. 
Định lí 2.13. 1) Giả sử ánh xạ đa trị  f  là (3) – tăng theo x, tức là  

(3)

1 2 1 2 1 2, : ( , ) ( , ) , [0,1]x x x x f t x f t x t+∀ ∈ ≤ ⇒ ≤ ∀ ∈ . 

2) Tồn tại 2 số thực 1 2,R R  sao cho 1 20 1 R Rα< < < <  hoặc 1 20 1R R α< < < < và thỏa 
mãn các điều kiện sau đây: 

(i) 
( )(1) 2 2

2

4
( , ) , [0,1]

R R
f s R s

D

α−
≤ ∀ ∈ , 

(ii) [ ]
(2)

1 1
2048( , ) , 0,1
27

f s C R R sε ≥ ∀ ∈ . 

Khi đó, bài toán (4) có 2 nghiệm dương * *
1 2,x x  thỏa mãn: 

* *
1 1 2 1, lim nn

R x R x x
→∞

≤ ≤ = , 

* *
1 2 2 2ˆ, lim nn

R x R x x
→∞

≤ ≤ = , 
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với 1 ( ) ,n nx T x n+ ∈ ∀ ∈  và 0 1( ) , [0,1]x t R t= ∀ ∈ , 1ˆ ˆ( ) ,n nx T x n+ ∈ ∀ ∈  và 1 2( )x t R= ,  

[0,1]t∀ ∈ . 
Chứng minh. 
Ta định nghĩa [ ] { }

1 2 1 2, :R RK x K R x Rε= ∈ ≤ ≤ . 

Lấy [ ]1 2,R Rx K∈  tùy ý và ( )h T x∀ ∈ . Tương tự Định lí 2.12, ta chứng minh được  

1 2.R h R≤ ≤  

Vậy [ ]( )
[ ]

[ ]1 2 1 2

,1 2

, ,( )
R R

R R R R
x K

T K T x K
∈

= ⊂


. 

Đặt 0 2( ) , [0,1]x t R t= ∀ ∈  thì [ ]1 20 ,R Rx K∈ . Ta xây dựng dãy { }n n
x  thỏa mãn 1 ( )n nx T x+ ∈ , 

n∀ ∈ . Dãy { }n n
x  bị chặn, do đó { }( )n n

T x  là tập compact tương đối. 

Mà 1 ( ) ,n nx T x n+ ∈ ∀ ∈  nên tồn tại dãy con { } { }
kn n nk

x x⊂  và [ ]1 2

*
1 ,R Rx K∈  sao cho 

*
1lim

knk
x x

→∞
= . (9)    

Mặt khác, ta có 1 1 2 00 ( ) ( ) , [0,1]x t x R x t t≤ ≤ ≤ = ∀ ∈  nên 
(3)

1 0( , ( )) ( , ( ))f s x s f s x s≤ .  

Do đó 
(3)

1 0( ) ( )T x T x≤  hay 2 1x x≤ . Bằng quy nạp ta chứng minh được  

1 ,n nx x n+ ≤ ∀ ∈ . (10) 

Từ (9) và (10) suy ra *
1lim nn

x x
→∞

= . Mà T là ánh xạ đa trị nửa liên tục trên có giá trị đóng và 

1 ( ) ,n nx T x n+ ∈ ∀ ∈  nên * *
1 1( )x T x∈ . 

Đặt 0 1ˆ ( ) , [0,1]x t R t= ∀ ∈  thì [ ]1 20 ,ˆ R Rx K∈ . Ta xây dựng dãy { }ˆn n
x  thỏa mãn 1ˆ ˆ( )n nx T x+ ∈ , 

n∀ ∈ . Dễ thấy [ ]1 2,ˆn R Rx K∈ , 1ˆ ˆn nx x +≤ , n∀ ∈ .        

Lí luận tương tự trường hợp trên suy ra tồn tại [ ]1 2

*
2 ,R Rx K∈  sao cho *

2ˆlim nn
x x

→∞
=  và * *

2 2( ).x T x∈  

Định lí 2.14. Giả sử tồn tại các số thực , 0µ η > thỏa mãn  

[ ]
(2)

( , ) , 0,1 , [ , )f t x x t xµ η≥ ∀ ∈ ∀ ∈ ∞ . 

Khi đó tồn tại số 0δ >  sao cho  
, , , 0 : ( )R R R R R RR x K x R x T xδ µ µ∀ > ∃ ∈ = ∃ > ∈ . 

Chứng minh. 

Lấy 10,
2

ε  ∈ 
 

 và đặt 1 0Cεδ η −= > . Với R δ> , đặt { }:R x x RΩ = < . 
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Với Rx Kε∈ ∩∂Ω , ta có
1 1
2 2

min ( )
t

x t C x C R Cε ε ε
ε ε

δ η
− ≤ ≤ +

≥ = > =  nên 

(2)
( , ( )) ( )f t x t x tµ≥ . 

Do đó, nếu ( )h T x∈  và xy F∈  sao cho 
1

0

( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) , [0,1]h t t u x G t s y s ds tγ= + ∀ ∈∫ , 

thì do ( ) ( , ( ))y t f t x t∈  nên ( ) ( )y t x tµ≥ .  
Lí luận tương tự như trong chứng minh Định lí 2.12, ta có 

31( ) 2
2

h t C Rεµ ε ε ≥ − 
 

. 

Do đó 
3

2

1inf ( ) 2 0
2Rx K

T x R C
ε

εε µ ε
∈ ∩∂Ω

 ≥ − > 
 

. 

Áp dụng Định lí 2.7, suy ra tồn tại , 0R R Rx Kε µ∈ ∩∂Ω > sao cho ( )R R Rx T xµ ∈ . 

Định lí 2.15. Giả sử tồn tại các số thực 0 p q< <  thỏa mãn  
(2) (1)

( , )px f t x qxα α≤ ≤ , [ ]0,1t∀ ∈ , [0, )x∀ ∈ ∞ . 

Khi đó,  
(a) 0, : ( )x x T xµ µ µµ θ µ∀ > ∃ > ∈ , 

(b) lim xµµ→∞
= ∞  nếu 1α > , lim 0xµµ→∞

=  nếu 0 1α< < . 

Chứng minh. 
Giả sử { }\x K θ∈  và ( )h T x∈ , khi đó tồn tại xy F∈  sao cho 

1

0

( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) , [0,1]h t t u x G t s y s ds tγ= + ∀ ∈∫ , 

1 1

0 0

( ) ( ) (1 ) ( )h t x s ds D s s y s dsα≤ + −∫ ∫ , [0,1]t∀ ∈ . 

Vì ( ) ( , ( ))y t f t x t∈  nên ( ) ( )y t qx tα≤ . Do đó, 

11
( )

1
4

T x Dq x
x

α− ≤ + 
 

. (11) 

Lấy 10,
2

ε  ∈ 
 

. Giả sử { }\x Kε θ∈ , ( )h T x∈ , xy F∈  sao cho 

1

0

( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) , [0,1]h t t u x G t s y s ds tγ= + ∀ ∈∫ . 
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Vì ( ) ( , ( ))y t f t x t∈  nên ( ) ( )y t px tα≥ . Do đó, Lí luận tương tự Định lí 2.12, ta có 
31( ) 2

2
h t pC x αα

εε ε ≥ − 
 

. 

Do đó 
3

12
( ) 12

2
T x

pC x
x

αα
εε ε − ≥ − 
 

. (12) 

Từ (11), (12) ta suy ra  

 1
0

( )
lim 0
x

x K

T x
x

ε

→
∈

=   và 2
( )

lim
x

x K

T x
x

ε

→∞
∈

= ∞  nếu 1α > , 

 1
( )

lim 0
x

x K

T x
x

ε

→∞
∈

=   và 2
0

( )
lim
x

x K

T x
x

ε

→
∈

= ∞  nếu 0 1α< < . 

Áp dụng Định lí 2.8 ta thu được các kết luận của Định lí 2.15.  
3.  Kết luận 
 Trong nghiên cứu này, chúng tôi thu được các định lí tổng quát về sự tồn tại điểm bất 
động trong nón, vectơ riêng trong nón cho một số lớp ánh xạ đa trị tác động trong không 
gian có thứ tự. Các kết quả này được áp dụng để chứng minh sự tồn tại nghiệm dương của 
một số lớp bao hàm thức vi phân cấp hai với điều kiện biên nhiều điểm. 
 Trong lí thuyết điểm bất động của ánh xạ đa trị và ứng dụng còn nhiều hướng nghiên 
cứu hứa hẹn những kết quả thú vị. Tiếp theo chúng tôi sẽ nghiên cứu sự tồn tại các điểm bất 
động trong nón của các ánh xạ đa trị có giá trị không lồi, ví dụ lớp ánh xạ dạng P F  với F 
là ánh xạ đa trị có giá trị lồi và P là ánh xạ đơn trị phi tuyến, và tìm ứng dụng vào các bao 
hàm thức đạo hàm riêng.  
 

 Tuyên bố về quyền lợi: Tác giả xác nhận hoàn toàn không có xung đột về quyền lợi. 
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ABSTRACT 
 The fixed point index theory for multivalued mappings in ordered Banach spaces has provided 
a new and effective tool in studying the differential and eigenvalue problems of multivalued 
mappings. In this paper, we use the fixed point index to prove the general theorems about the 
existence of solutions in cones of the inclusions ( ), ( )x A x x A xλ∈ ∈  for some multivalued mapping 
classes A acting in ordered spaces. We also study the asymptotic behavior of the solution when 
µ →∞ . These results are applied in studying positive solutions of the second-order differential 

inclusion ( )''( ) , ( ) ,x t f t x t− ∈ [0,1]t∈  with multipoint boundary conditions (0) ( ),x u x=  
2

1
(1) ( )

m

i i
i

x xα β
−

=

= ∑ . The results obtained in the paper have extended some existing studies in the case 

of equations to the case involving the inclusions. 
 Keywords: eigenvalues; fixed point index; inclusions second-order differential; multipoint 
boundary conditions; multivalued mapping, solutions in cones 


