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DẠNG LŨY THỪA THỰC CỦA MỘT SỐ BẤT ĐẲNG THỨC KIỂU YOUNG VỚI HỆ 
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Đinh Phương Thoại1 
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TÓM TẮT
Trong bài báo này, chúng tôi mở rộng một số kết quả gần đây liên quan đến dạng tổng quát lũy thừa 

thực của bất đẳng thức kiểu Young được đưa ra bởi các tác giả Hồ Xuân Thiên Bá và Phạm Thị Phương 
Trang (Tạp chí Khoa học Trường Đại học Tây Nguyên, số 55, năm 2022, trang 23 đến 27) với hệ số 
logarit. Đồng thời chúng tôi cũng đưa ra một số ứng dụng của các kết quả này vào lí thuyết toán tử. 
Phương pháp được chúng tôi sử dụng là lí thuyết bộ trội yếu.

Từ khóa: Bất đẳng thức Young, Bất đẳng thức Young với hệ số logarit, Toán tử.

1. MỞ ĐẦU
Bất đẳng thức cổ điển Young được phát biểu 

dưới dạng 
	 ( ) 11 v vv a vb a b−− + ≥ , 	 (1.1)
trong đó , 0a b > , 0 1v≤ ≤ . Bất đẳng thức này 

còn được biết đến với tên gọi bất đẳng thức trung 
bình số học - trung bình hình học có trọng. Nó đã 
được các nhà toán học quan tâm, phát triển theo 
nhiều hướng khác nhau. Một số các hướng phát 
triển tiêu biểu của bất đẳng thức này có thể kể đến 
như sau.

Trước hết, bất đẳng thức (1.1) được làm mịn 
hoặc làm ngược bằng cách thêm hoặc bớt ở vế phải 
một số đại lượng không âm nào đó. Một trong các 
thành tựu ấn tượng nhất của cách làm này phải kể 
đến công trình của các tác giả F. Kittaneh và Y. 
Manasrah (2010, 2011) được đưa ra như sau: Nếu 

, 0a b >  và [0,1]ν ∈  thì ta có

( ) ( )
21 1

0 1v v v va b r a b v a vb a b− −+ − ≤ − + ≤

			   ( )2

0R a b+ − ,    (1.2)

trong đó { }0 min ,1r v v= − , { }0 max ,1R v v= − .
Ở một hướng tiếp cận khác, bất đẳng thức (1.1) 

được phát triển bằng cách thêm vào đại lượng 
1a bν ν−  một hệ số lớn hơn hoặc bằng 1, ta tạm gọi 

đây là hướng phát triển bất đẳng thức Young với 
các hệ số nổi tiếng như: Hằng số Kantorovich, tỉ số 
Specht, hệ số logarit… Trong bài viết này, chúng 
tôi quan tâm đến hướng phát triển với hệ số logarit. 
Hệ số này được định nghĩa như sau:

( ) ( ) ( )2
2

2
1 ln ln

2

N

N N

L
Q a b

ν
ν = + − , 

0;1;2;...N =

trong đó, ( )
22 1

2
L

νν νν
ν
− =  

 
, ( ]0,1ν ∈

 

và ( )0 0L = . Rõ ràng, hàm L đối xứng qua 1
2

, nghĩa 

là, ( ) ( )1L Lν ν= − , với [0,1]v∈ . Từ đây, ta cũng 

thấy được với mỗi [ ]0,1ν ∈  thì 
( ) 2

2

2
1 ln

2

N

N

L
x

ν
+  

tăng trên [ )1,+∞  và giảm trên ( )0,1 .
P. Kórus (2017) đã đưa ra một làm mịn của 

(1.1) ứng với hệ số logarit như sau
 	 ( ) ( ) 1

01 v vv a vb Q a bν −− + ≥ .	       (1.3)
C. Yang và cộng sự (2019) đã đưa ra một làm 

mịn của (1.1) tốt hơn (1.3) có dạng

( ) ( ) ( )21
1 01 v vv a vb Q a b r a bν −− + ≥ + − .  (1.4)

Gần đây, hai tác giả M. A. Ighachane và M. 
Akkouchi (2021) đã đạt được một thành công rất 
lớn khi đưa ra được làm mịn dạng chuỗi cho bất 
đẳng thức Young liên quan đến hệ số logarit như 
sau.

Cho a, b là hai số thực dương và 0 1ν≤ ≤ . Khi 
đó với mọi số nguyên dương N, ta có:

( ) ( ) 2 1
2

2
1 1 ln

2

N

N

L aa b a b
b

ν ν
ν

ν ν −
   − + ≥ +       

( ) ( ) ( ) ( )
1 22

0 , 1,1 1 2 2

,
l

l l

N

l l k k k
l k

r a b r f a bν χ ν
−

− 
 = =  

+ − +∑ ∑ (1.5)

trong đó, ( )lr ν và ,l kf  được xác định như sau:

( )
ν ν

ν
ν ν

+

+

− − − + ≤ ≤=  − − ≤ ≤


1

1

1 2 1
2 1, nÕu

2 2
2 1

2 , nÕu
2 2

l
l l

l
l

l l

k k
k

r
k k

k

.(1.6)

( )
2

1 1
2 2 2 2

, , l l l l
k l k l k k

l kf a b a b a b
− −

− − 
 = −
 
 

 ,   (1.7)

với ,l k∈ , 0l ≥ , 1 2lk≤ ≤ .
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Đồng thời, cũng trong công trình này, các tác 
giả cũng đưa ra một kết quả vô cùng đẹp cho phiên 
bản ngược của bất đẳng thức này.

Cho a, b là hai số thực dương và 0 1ν≤ ≤ . Khi 
đó với mọi số nguyên dương N, ta có

( )
( )( ) 1

2 1
2

2 1
1 1 ln

2

N

N

L aa b a b
b

ν ν
ν

ν ν

−

−
 −   − + ≤ +     

( ) ( ) ( ) ( )
1 22

0 , 1,1 1 2 2

,
l

l l

N

l l k k k
l k

R a b r f a bν χ ν
−

− 
 = =  

+ − −∑ ∑ 	

(1.8)
trong đó { }0 max ,1R ν ν= − , ( )lr ν và ,l kf  

được xác định như trong (1.6) và (1.7).
Một hướng tiếp cận phổ biến khác chúng tôi 

muốn đề cập đến đó là việc phát triển lũy thừa 
của đại lượng ( )1 a bν ν− + . Cụ thể, hai tác giả F. 
Kittaneh và Y. Manasrah (2015) đã chứng minh 
được bất đẳng thức

( )( ) ( )
2

1 2 2
01

m m
mm v v mv a vb a b r a b−  

− + ≥ + − 
 

,(1.9)

trong đó m là số nguyên dương. 
Một kết quả tốt hơn được D. Choi (2018) đưa 

ra và chứng minh là

( )( ) ( )11
mm v vv a vb a b−− + ≥

                  

( ) ( )02
2

m
mm a br ab

 + + −     
, (1.10)

 và  ( )( ) ( )11
mm v vv a vb a b−− + ≤

 
( ) ( )02

2

m
mm a bR ab

 + + −     
, (1.11)

với m là số nguyên dương.
Nhận thấy các kết quả (1.10) - (1.11) chỉ được 

chứng minh với số mũ nguyên dương. Gần đây, 
chúng đã được các tác giả Phạm Thị Phương 
Trang, Hồ Xuân Thiên Bá (2022) xem xét, mở 
rộng lên lũy thừa thực 1p ≥  như sau

     ( ) ( )11
pp

a b a bν νν ν − − +  ≥ 

          ( )02
2

p
pp a br ab

 + + −  
   

, (1.12)

và  ( ) ( )11
pp

a b a bν νν ν − − +  ≤ 

	    ( )02
2

p
pp a bR ab

 + + −  
   

, (1.13)

trong đó, p là số thực và 1.p ≥
Mục đích chính của chúng tôi trong bài báo này 

là mở rộng các kết quả (1.12), (1.13) về dạng

( ) ( ) 1
11

pp
a b Q a bν νν ν ν −  − +  ≥          

	          ( )02
2

p
pp a br ab

 + + −  
   

, (1.14)

và  ( ) ( )1 1
11 1

pp
a b Q a bν νν ν ν− −  − +  ≤ −   

  	              
       	 ( )02

2

p
pp a bR ab

 + + −  
   

, (1.15)

trong đó, p là số thực và 1.p ≥  Đồng thời ứng 
dụng kết quả thu được cho phiên bản toán tử.
2. NỘI DUNG VÀ PHƯƠNG PHÁP NGHIÊN 
CỨU
2.1. Nội dung nghiên cứu

Bài báo tập trung nghiên cứu về bất đẳng Young 
với hệ số logarit cho lũy thừa thực. Từ đó đưa ra 
ứng dụng của các bất đẳng thức thu được cho lí 
thuyết toán tử.
2.2. Phương pháp nghiên cứu

Chúng tôi sử dụng các phương pháp chứng 
minh bất đẳng thức: biến đổi về bất đẳng thức 
tương đương, đánh giá, so sánh; các phương pháp 
toán lí thuyết. Đồng thời chúng tôi còn sử dụng 
một kĩ thuật mới là lí thuyết bộ dưới trội yếu và 
tính chất của các hàm lồi tăng, liên tục.
3. KẾT QUẢ VÀ THẢO LUẬN
3.1. Một số kết quả mới cho bất đẳng thức Young 
với hệ số logarit

Trước hết, chúng ta nhắc lại về định nghĩa bộ 
dưới trội yếu. Cho ( )1 2,x x x=  và ( )1 2,y y y=  là 
hai vectơ trong 2

 . Khi đó y được gọi là bộ dưới 
trội yếu của x, kí hiệu x yω  nếu hệ sau được 

thỏa mãn 
* *
1 1
* * * *
1 2 1 2

x y
x x y y

 ≤


+ ≤ +
, trong đó ( )* * *

1 2,x x x= , 

( )* * *
1 2,y y y=  là hai vectơ thu được bằng cách sắp 

xếp lại các phần tử của x và y theo thứ tự giảm dần, 
nghĩa là * *

1 2x x≥ , * *
1 2y y≥ .

Bổ đề 3.1: Cho ( )1 2,x x x= , ( )1 2,y y y=  là hai 
vectơ trong 2

  với
     ( ) 1

1 1x Q a bν νν −= ,	 ( )2 0x r a b= + ,
     ( )1 1y a bν ν= − + , 2 02y r ab= ,
trong đó a, b là các số thực dương, [ ]0;1ν ∈  và 

{ }0 min ,1r ν ν= − . Khi đó, ta có x yω .
Chứng minh:
Để chứng minh x yω  ta chứng minh

( )* *
1 1

* * * *
1 2 1 2

3.1

(3.2)

x y

x x y y

 ≤


+ ≤ +
.
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+ Để chứng minh (3.1), ta cần chứng minh rằng 
1 1x y≤  và 2 1x y≤ .

Thật vậy, từ (1.4) ta có:
( ) ( ) 1

11 a b Q a bν νν ν ν −− + ≥  hay 1 1y x≥ .
Mặt khác, vì { }0 min ,1r ν ν= −  nên 
( ) ( )0 1r a b a bν ν+ ≤ − +  hay 2 1x y≤ .

Vậy (3.1) đã được chứng minh xong.
+ Để chứng minh (3.2), ta cần chứng minh 

1 2 1 2x x y y+ ≤ + .
Nghĩa là:

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1
1 0 0

1
1 0 0

21
1 0

1 2

1 2

1

v v

v v

v v

Q a b r a b v a vb r ab

a b Q a b r a b r ab

a b Q a b r a b

ν

ν ν ν

ν ν ν

−

−

−

+ + ≤ − + +

⇔ − + ≥ + + −

⇔ − + ≥ + −

Đây chính là (1.4). Vậy (3.2) đã được chứng 
minh xong.

Điều này cũng có nghĩa ta đã kiểm tra được 
x yω .	  

Bổ đề 3.2: Cho ( )1 2,X X X= , ( )1 2,Y Y Y=  là 
hai vectơ trong 2

 với
    ( )1 1X a bν ν= − + , 2 02X R ab= , 
    ( )1 0Y R a b= + , ( ) 1 1

2 1 1Y Q a bν νν
− −=  −   ,

trong đó a,b là các số thực dương, 0 1ν≤ ≤  và
{ }0 max 1 ,R ν ν= − . Khi đó ta có X Yω .

Chứng minh:
Để chứng minh X Yω  ta chứng minh

( )* *
1 1

* * * *
1 2 1 2

3.3

(3.4)

X Y

X X Y Y

 ≤


+ ≤ +
.

+ Để chứng minh (3.3), ta cần chứng minh rằng 
1 1X Y≤  và 2 1X Y≤ .
Thật vậy. Vì { }0 max 1 ,R ν ν= −  nên

( ) ( )0 1R a b a bν ν+ ≥ − +  hay 1 1X Y≤ .
Mặt khác, với a, b là các số thực dương, theo 

bất đẳng thức Cauchy ta có:
( )0 02 2a b ab R a b R ab+ ≥ ⇔ + ≥

hay 2 1X Y≤ . Vậy (3.1) đã được chứng minh 
xong.

+ Để chứng minh (3.4), ta cần chứng minh 
1 2 1 2X X Y Y+ ≤ + .
Đây là kết quả mà hai tác giả M. A. Ighachane 

and M. Akkouchi đã thu được tương ứng với N=2 
trong (1.8).

Vậy ta đã hoàn thành quá trình chứng minh Bổ 
đề 3.2.

Trong tài liệu A. W. Marshall, I. Olkin (2011), 
các tác giả đã đưa ra một mối liên hệ khá thú vị 
giữa bộ trội yếu và lớp các hàm lồi, liên tục, tăng 

như sau:
x yϖ  khi và chỉ khi ( ) ( )

1 1

n n

i i
i i

g x g y
= =

≤∑ ∑ ,   
(3.5)

với , nx y∈ , :g → 
là hàm lồi, tăng, liên 

tục.
Dựa vào (3.5), chúng ta sẽ đưa ra những mở 

rộng của lớp các bất đẳng thức Young với hệ số 
logarit cho lũy thừa thực. Cụ thể kết quả được cho 
trong định lí sau.

Định lí 3.3: Nếu , 0a b >  và 0 1ν≤ ≤  thì với 
mọi số thực 1p ≥ , ta có

( ) ( ) 1
11

pp
a b Q a bν νν ν ν −  − +  ≥   

                         ( )02
2

p
pp a br ab

 + + −  
   

, (3.6)

và 

( ) ( )1 1
11 1

pp
a b Q a bν νν ν ν− −  − +  ≤ −   

                       ( )02
2

p
pp a bR ab

 + + −  
   

.  (3.7)

Chứng minh
Xét 
       

[ ) [ )0 : 0, 0,

,p

g

t t

+∞ → +∞



Khi đó, 0g  là hàm lồi, tăng, liên tục. Áp dụng 
(3.5) cho 0g  và hai vectơ x, y được định nghĩa như 
Bổ đề 3.1, ta có:

1 2 1 2
p p p px x y y+ ≤ + ,

hay

( ) ( ) ( )1
1 0 1

p p p
Q a b r a b a bν νν ν ν−  +  +  ≤  − +     

		             		        ( )02
p

r ab+

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

1
1 0

0

1
1 0

0

1
1

0

1

2

1

2

1

2
2

pp p

p

pp pp

pp

pp

p
pp

a b Q a b r a b

r ab

a b Q a b r a b

r ab

a b Q a b

a br ab

ν ν

ν ν

ν ν

ν ν ν

ν ν ν

ν ν ν

−

−

−

 ⇔  − +  ≥ +  +     

−

 ⇔  − +  ≥ + +   

−

 ⇔  − +  ≥   
 + + −  
   

Vậy (3.6) đã được chứng minh xong.
Tương tự áp dụng (3.5) cho 0g  và hai vectơ X, 

Y được định nghĩa như Bổ đề 3.2, ta có:

1 2 1 2
p p p pX X Y Y+ ≤ +

hay 
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( ) ( ) ( )

( )( )

0 0

1 1
1

1 2
pp p

p

a b R ab R a b

Q a bν

ν ν

ν
− −

 − +  + ≤  +    

 +
 

( ) ( )( )

( ) ( )

1 1
1

0 0

1 1

2

pp

pp

a b Q a b

R a b R ab

νν ν ν
− − ⇔  − +  ≤ −   

+  +  − 

( ) ( )( )

( )

1 1
1

0

1 1

2
2

pp

p
pp

a b Q a b

a bR ab

νν ν ν
− − ⇔  − +  ≤ −   

 + + −  
   

Vậy (3.7) đã được chứng minh xong. 
3.2. Ứng dụng cho phiên bản toán tử

Trong mục này chúng tôi sẽ sử dụng các kết 
quả thu được trong phiên bản số (3.6) và (3.7) để 
đưa ra ứng dụng cho phiên bản toán tử.

Trong suốt phần này, các toán tử khả nghịch 
trên không gian Hilbert phức H sẽ được biểu thị 
bằng các chữ cái in hoa và I là toán tử đồng nhất 
trên H. Chúng tôi cũng sử dụng các kí kiệu sau:

(i) ( )0 0A A≥ >  nếu A là một toán tử dương 
(khả nghịch);

(ii) ( )A B A B≥ >  nếu A B−  là một toán tử 
dương (khả nghịch).

Với , 0A B >  và ν ∈ , trung bình số học và 
hình học có trọng số ν của A và B được xác định 
tương ứng bởi:

( )
1 1 1 1
2 2 2 2

1

# .

A B A B

A B A A BA A

ν

ν

ν

ν ν

− −

∇ = − +

 
=  

 

Chúng tôi cũng viết A B∇  và #A B  thay cho 

1
2

A B∇  và 1
2

#A B . Chúng tôi cũng sử dụng cùng 

các kí hiệu này cho trung bình hình học có trọng 
trong trường hợp ν ∈ .

Ý tưởng chính để chỉ ra các bất đẳng thức toán 
tử tương ứng với các phiên bản vô hướng của 
chúng là sử dụng tính đơn điệu toán tử của các 
hàm liên tục trong phần sau.

Bộ đề 4.1. Cho X là toán tử tự liên hợp tùy 
ý. Nếu f  và g là các hàm nhận giá trị thực liên 
tục trên phổ ( )Sp X  thỏa mãn ( ) ( )f t g t≥  với 
mọi ( )t Sp X∈  thì ta có bất đẳng thức toán tử 
( ) ( )f X g X≥ .
Định lí 4.2. Cho 0 1ν≤ ≤  và , 0A B > thỏa mãn 

một trong các điều kiện sau:
(i) 0 mI A I I B MIγ< ≤ ≤ < Γ ≤ ≤ ,
(ii) 0 mI B I I A MIγ< ≤ ≤ < Γ ≤ ≤ ,

trong đó  0 , , ,M m γ< Γ < +∞  là các đại lượng 
vô hướng. Khi đó với mọi số thực 1p ≥ , ta có

( ) ( )# #p
p pA A B Q A Bν νν∇ ≥   

	       ( ) ( )0
2

2 # #p
p pr A A B A B

 
+ ∇ − 

 
, (4.1)

và
( ) ( )# 1 #p

p pA A B Q A Bν νν −∇ ≤ −    
             ( ) ( )0

2

2 # #p
p pR A A B A B

 
+ ∇ − 

 
, (4.2)

trong đó ( ) ( ) 22
1 ln

4
L

Q
ν

ν
γ

 Γ
= +  

 
 và 

      
              ( )

22 1
2

L
νν νν

ν
− =  

 
.

Chứng minh:

Ta có, 1m M
M m

γ
γ
Γ

≤ < < ≤
Γ

.

Trước hết ta giả sử các toán tử A, B thỏa mãn 
điều kiện (i). Sử dụng bất đẳng thức (3.6) và hàm 

số ( )( ) ( ) ( )22
1 ln

4
L

Q x x
ν

ν = +  tăng trên [ )1; .+∞

Với mọi , ,M m Mx
m M mγ

 Γ  ∈ ⊂     
, ta có

( ) ( )( )1
pp

x Q x xνν ν ν  − +  ≥   

		
		         

( ) 2
0

12
2

p p
p xr x
 + + −  
        

 		         
( )( )( )

'
min

p p

h x h
Q x xνν

≤ ≤
≥

    

		         
( ) 2

0
12

2

p
p xr x
 + + −  
  

                            ( )( )( ) p pQ h xνν=

		         ( ) 2
0

12
2

p
p xr x
 + + −  
  

,

trong đó h
γ
Γ

=  và ' Mh
m

= . Điều này cùng với 

Bổ đề 4.1, cho thấy, mọi toán tử X dương với phổ 
của nó trong [ ], 'h h  thì

( ) ( )( )( )1
p p pI X Q h X νν ν ν − +  ≥     

		    ( ) 2
0

1 12
2 2

p
pr I X X
  + + −  
  

.

Mặt khác, theo điều kiện (i), phổ 
1 1
2 2Sp A BA

− − 
 
 

 

của toán tử 
1 1
2 2A BA

− −
 nằm trong , M

mγ
 Γ
 
 

. Do đó, 



Số 62, tháng 10-2023, Tạp chí Khoa học Tây Nguyên p-ISSN 2815-648X/ e-ISSN 2815-6471

5

thay 
1 1
2 2X A BA

− −
=  vào bất đẳng thức trên, ta có

( ) ( )( )( )
1 1 1 1
2 2 2 21

p p
p

I A BA Q h A BA
ν

ν ν ν
− − − −   

− + ≥   
   

( )
1 1 1 1 2
2 2 2 2

0
1 12
2 2

p

pr I A BA A BA
− − − −

 
    + + −         

.

Nhân cả hai vế của bất đẳng thức trên với 
1
2A , 

ta được

( )
1 1 1 1
2 2 2 21

p

A I A BA Aν ν
− − 

− + ≥ 
 

              

( )( )( )

( )

1 1 1 1
2 2 2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

0

1 1 1 12
2 2 2 2

1 12
2 2

p
p

p

p

Q h A A BA A

r A I A BA A

A A BA A

ν

ν
− −

− −

− −

 
 
 

  
+ +  

  


  −     

         
( )

1 1 1 1
2 2 2 21

p

A A A B A Aν ν
− − 

⇔  − +  ≥  
 

( )( )( )
1 1 1 1
2 2 2 2

p
p

Q h A A BA A
ν

ν
− − 

 
 

           ( )
1 1 1 1
2 2 2 2

0

1 1 1 12
2 2 2 2

1 12
2 2

p

p

r A A A B A A

A A BA A

− −

− −

    + +   
   


  −  
  

( )
1 1 1 1
2 2 2 21

p

A A A B A Aν ν
− − 

⇔  − +  ≥  
 

( )( )( )
1 1 1 1
2 2 2 2

p
p

Q h A A BA A
ν

ν
− − 

 
         

( )
1 1 1 1
2 2 2 2

0
1 12 1
2 2

pr A A A B A A
− −     + − +    

    
 
			      

1 1 1 12
2 2 2 2

p

A A BA A
− −


  −  
  

hay ( ) ( )( )( )# #
p

p pA A B Q h A Bν νν∇ ≥

  		      ( ) ( )0
2

2 # #p
pr A A B A B

 
+ ∇ − 

 
.

Vậy (4.1) đã được chứng minh xong. (4.2) 
được chứng minh tương tự.
4. KẾT LUẬN

Trong bài báo này, chúng tôi đã  chứng minh 
được bất đẳng thức của hai tác giả Hồ Xuân Thiên 
Bá và Phạm Thị Phương Trang (Tạp chí Khoa học 
Đại học Tây Nguyên, số 55, năm 2022, trang 23 
đến 27) còn có thể mở rộng thêm với hệ số logarit.  
Từ đó  đưa ra một số ứng dụng của các kết quả này 
vào lí thuyết toán tử. 
LỜI CẢM ƠN

Tôi xin gửi lời cảm ơn sâu sắc đến ThS  Đoàn 
Thị Thúy Vân về những định hướng ý tưởng và 
phương pháp để có thể hoàn thành bài báo này.
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ABSTRACT
In this paper, we extend some results on Young-type inequality given by Ho Xuan Thien Ba and 

Pham Thi Phuong Trang (Tay Nguyen journal of science , No. 55, 2022, page 23. to 27) with logarithmic 
constants. Simultaneously, we also give some applications of these results to operator theory. The method 
used in here is based on the theory of weak sub-majorization.

Keywords: Young inequality, Young inequality with logarithmic constants, Operator.
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